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Dans l'avant-propos à la deuxième édition du tome V (1959} 
Vladimir Smirnov écrivait qu'il « envisageait la publication d’um 
sixième tome consacré à quelques problèmes de la théorie moderne- 
des opérateurs différentiels à une et plusieurs variables indépendan- 
tes ». Il me proposa d’être co-auteur de ce nouveau tome. Mais di- 
verses circonstances compromirent cette entreprise et la décision. 
fut prise d'élargir simplement le tome IV. La théorie de l’intégrale- 
de Lebesgue et de l’espace Z, fut incluse dans le tome IT, quant au 
tome IV, il fut divisé en deux parties (livres). La première traite- 
de la théorie des équations intégrales dans l’espace des fonctions. 
continues et dans l’espace L,, du calcul des variations, de la théorie 
des dérivées distributionnelles, des propriétés fondamentales des. 
espaces W1 et W° et du minimum d’une fonctionnelle quadratique 
en termes de distributions. Cette partie a été publiée en 1974 *). 

La deuxième partie fut revue et complétée au moment où Vladi- 
mir Smirnov était miné par une grave maladie. Néanmoins il trouva 
le courage de relire attentivement et de rédiger les ajouts et chan- 
gements que j'avais écrits et avança quelques suggestions quant à la 
forme définitive de cet ouvrage. Smirnov avait l’intention de sup- 
primer une partie de la précédente édition, qui lui semblait dépas-- 
sée. Mais nous décidâmes d’un commun accord de la conserver et d’y 
apporter seulement quelques correctifs pour faire la jonction entre- 
l’ancien et le nouveau texte. 

Les références sont données entre crochets. Celles qui ne com- 
portent pas le numéro du tome concernent le tome [V.. 


Avril 1979 O. Ladyjenskaiæ 


*) La traduction française de cette partie a été publiée en 1975 parles Edi- 
tions Mir (Note de la rédaction). 


Chapitre premier 


THÉORIE GÉNÉRALE 
DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 


Ï-1. Equations du premier ordre 


. [-1-1. Equations linéaires à deux variables indépendantes. Nous 
avons à maintes reprises eu affaire à des équations différentielles de 
nature diverse contenant des dérivées partielles de la fonction in- 
<onnue. Ces équations étaient toujours d’une forme spéciale et pro- 
venaient de problèmes concrets de physique mathématique. Ce cha- 
pitre se fixe pour objectif d'exposer les bases de la théorie générale 
des équations aux dérivées partielles. Commençons par les -équa- 
tions du premier ordre. 

Une équation du premier ordre à une fonction inconnue uw des 
variables indépendantes x,, ..., x, est de la forme 


F (x; os Tns Us Dis oo Pn) us 0, 


OÙ pr = u,, sont les dérivées partielles de u par rapport aux varia- 


bles indépendantes x,. On étudiera d’abord des équations linéaires 
“en p, C'est-à-dire des équations de la forme 


An (Lis © +) ns U) Pate. + Gn (Mis + Enr U) Pn = 
CUS Sero dae We (0) 


Jes coefficients a et le second membre c étant des fonctions données 
de x, et de u. Comme la fonction uw peut figurer d’une façon arbi- 
traire dans les coefficients et dans le second membre, ces équations 
-sont parfois appelées équations quasi linéaires. 

- Dans ce paragraphe nous allons étudier l'équation (1) dans le 
<as de deux variables indépendantes. Les variables indépendantes 
seront désignées généralement par x et y, et les dérivées partielles 
par p = ux,q = u,. On étudiera donc des équations de la forme 


a(x, y, u)p + b(x, y, u)qg = c(x, y, u). (2) 


‘Signalons que nous avons déjà envisagé des équations linéaires à dé- 
rivées partielles (tome II, {I-2-8]) et avons vu que l’ intégration d’une 
équation de la forme (2) équivalait à à celle d’un système d'équations 
différentielles ordinaires. Nous allons compléter les résultats obte- 
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nus précédemment par de nouveaux faits qui nous seront utiles dans 
l'examen de problèmes plus compliqués. 

= Les fonctions données a (x, y, u), b (x, y, u) et c (x, y, u) défi- 
nissent un champ de directions dans l’espace (x, y, u), plus exacte- 
ment, en chaque point de cet espace il existe une direction dont les 
cosinus directeurs sont proportionnels à a, b et c. Ce champ de direc- 
tions définit une famille de lignes telles que la tangente à chacune 
d'elles est confondue avec la direction du champ au point de con- 
tact. Cette famille de lignes s'obtient par intégration du système 
d'équations différentielles ordinaires 


dx _ dy 7 du 
az, y, u)  b(z, y, u)  c(zx, y, u) ? (8) 


ou, si l’on désigne par ds la valeur commune de ces boots 
du système 

=a(x, y; u); HG (z, y, u); D=c(x, y; u). | (4) 
Les quantités p, q et (—1) sont proportionnelles aux cosinus direc- 
teurs de la normale à la surface cherchée u = u (x, y) et l'équation 
(2) exprime la condition d’orthogonalité, soit ap + bq + c (—1) = 
= (0, de la normale à la surface cherchée et de la direction du champ, 
autrement dit, l'équation (2) traduit le fait qu’en chaque point de 
la surface cherchée u = u (x, y) la direction définie par le champ 
indiqué ci-dessus se trouve dans le plan tangent à la surfacc. Les 
lignes définies par le système (4) sont appelées lignes caractéristiques 
ou tout simplement caractéristiques de l'équation (2). Si une surface S 
d’équation u = u (x, y) est le lieu géométrique des caractéristiques 
d’une équation (2), c’est-à-dire si elle est constituée par les lignes 
I’ qui vérifient le système (4), alors en chaque point M € S la tan- 
gente à une ligne L’ de S passant par M est contenue dans le plan 
tangent à S en M et, par suite, u (x, y) vérifie l'équation (2), c’est-à- 
dire S est une surface intégrale de cette équation. Donc, si une sur- 
face u = u (x, y) est formée par les caractéristiques de l'équation (2) 
alors c’est une 7 intégrale de l'équation (2). 

On admet que la surface u = u (x, y) possède en chacun de ses 
points un plan tangent et que la direction de la normale à cette 
surface varie de façon continue quand on se déplace sur cette sur- 
face. Ceci implique l'existence et la continuité des dérivées pre- 
mières de u (x, y). 

Dans la suite, en parlant d’une surface intégrale, on admettra 
qu’elle est douée des propriétés indiquées. Pour simplifier, nous 
dirons que de telles surfaces sont différentiables, ou régulières. 

Nous avons montré plus haut qu’une surface régulière d’équa- 
tion u — u (x, y) formée par les caractéristiques était une surface 
intégrale. On peut prouver qu'inversement si une fonction dérivable 
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u = u (x, y) vérifie l'équation (2), c’est-à-dire u = u (x, y) estune 
surface intégrale, alors on peut la recouvrir de caractéristiques. 

En effet, si u (x, y) vérifie l’équation (2), alors en chaque point M 
de la surface S d’équation u = u (x, y) la direction (a, b, c) est 
contenue dans le plan tangent à S en M et nous avons ainsi un champ 
de directions sur S. En intégrant l’équation différentielle ordinaire 
du premier ordre correspondant à ce champ, on trouve les lignes l” 
de $ qui vérifient le système (4). Cette équation du premier ordre 
est par exemple de la forme 


dx dy 


a(z, vu) b(&, y, u)? 


oùu — u (r, y) est l'équation de la surface S. Convenons que l’équa- 
tion obtenue est justiciable du théorème d'existence et d’unicité et. 
de plus que les lignes intégrales l recouvrent sans se couper un do- 
maine D sur lequel est définie la fonction u = u (x, y). Les lignes 
l' sont les lignes de S dont les projetées sur le plan (x, y) sont les. 
lignes L. 

En étudiant les équations différentielles ordinaires du premier 
ordre (tome II, [II-3-1], [II-3-2]) on a vu que les fonctions incon- 
nues étaient entièrement définies par la donnée de leurs valeurs 
initiales. Ces valeurs initiales nous ont permis ensuite de déterminer 
les constantes arbitraires figurant dans l'intégrale générale. On 
peut toutefois trouver la solution qui vérifie les conditions initiales 
données sans connaître l'intégrale générale, par exemple, en se ser- 
vant de la méthode des approximations successives qui a été utilisée 
pour démontrer le théorème d'existence et d’unicité (tome Il, 
{11-3-2)). La solution générale de l'équation (2) ne contient pas de 
constantes arbitraires mais des fonctions (tome II, [I-2-9]), et trouver 
la solution qui vérifie une condition initiale donnée revient à déter- 
miner la surface intégrale de l'équation (2) qui passe par une courbe 
donnée l de l’espace (x, y, u). 

Si l’on désigne par À la projetée de la ligne L sur le plan (x, y), 
le problème formulé se ramène à la recherche d’une solution de l’équa- 
tion (2) qui prend des valeurs données sur la ligne À. Esquissons la 
résolution du problème posé (tome II, [1-2-9]). Soit M, un point de 
la ligne L. Prenons ses coordonnées pour valeurs initiales des fonc- 
tions définies par le système (4). En vertu du théorème d'existence 
et d’unicité, on obtient une caractéristique bien définie issue de 
M5. En effectuant cette opération pour chaque point de la ligne l, 
on obtiendra une famille de caractéristiques; supposons que ces 
caracteristiques engendrent une surface S d’équation u = u (x, y). 
Cette surface passe par la ligne L et d’après ce qui a été dit plus haut 
est une surface intégrale de l’équation (2). 

La démonstration rigoureuse de l’existence et de l’unicité de la 
solution implique des conditions sur les seconds membres des équa- 
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tions (4) et quelques restrictions importantes sur la ligne L. Si, par 
exemple, la ligne donnée / est une caractéristique, la méthode de 
construction des caractéristiques à partir des points de la ligne 
nous donnera non pas une surface mais la ligne ! en question. Dans 
ce cas, le problème posé peut admettre une infinité de solutions 
{tome II, [1-2-10)). En effet, menons par un point de la ligne L une 
ligne L, qui n’est pas une caractéristique. En traçant les caractéristi- 
ques issues des points de L, (la ligne / en fera également partie) on 
obtient sous certaines conditions une surface intégrale passant par L. 
Comme l!, est arbitraire, ce problème possède une infinité de solu- 
tions si L est une caractéristique. Le problème posé peut n’avoir aucu- 
ne solution. Ceci correspond au cas où les caractéristiques issues des 
points de la ligne / ne forment pas au voisinage de cette ligne une 
surface d’équation explicite u = u (x, y), où u (x, y) est une fonc- 
tion continue avec ses dérivées partielles premières. Ce sera le cas 
si les caractéristiques mentionnées forment une surface cylindrique 
dont les génératrices sont parallèles à l’axe des uv. Dans le para- 
graphe suivant on détermine les conditions sous lesquelles le pro- 
blème posé admet une solution bien définie. 


I-1-2. Problème de Cauchy et caractéristiques. Par problème de 
Cauchy on comprend la recherche d’une surface intégrale de l’équa- 
tion (2) passant par une ligne donnée L. Pour étudier rigoureusement 
la question de l’existence et de l’unicité de la solution nous aurons 
besoin du théorème suivant emprunté à la théorie des équations 
différentielles ordinaires. 

Théorème. Si les seconds membres des équations différentiel- 
les du système 

De fa le, BiceoUn) (=, 2,07) (5) 


sont des . continues en leurs arguments dans un domaine défini 
par 


Ir—al<A; Iys—b|<B (k=1,2,...,n), (6) 


Ôfr 


et si de plus les dérivées partielles = existent et sont continues dans 


ce domaine, alors la solution du Msn (5) vérifiant, en vertu du théo- 
rème d'existence et d'unicité des conditions initiales quelconques (x, 
Ys +. Un) contenues dans le domaine (6), c'est-à-dire 


Yr = Pr (2, Los 9, . . ., Yn) (k = 1, 2, ..., n), 


est continue en ses arguments et admet des dérivées partielles Æ+ 


par rapport aux données initiales qui sont des fonctions continues en 
leurs arguments (x, xo, y°, . . ., yn) dans un voisinage des conditions 
initiales. 
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Pour ne pas interrompre l’exposé nous ajournons la démonstra- 
tion de ce théorème à un prochain paragraphe. 

Revenons à la résolution du problème de Cauchy. Supposons 
que l’équation de la ligne L est donnée sous la forme paramétrique : 


Lo = Lo (Ë); Yo = Yo lt); Uo = ot) (LI ti); (7) 


et que les seconds membres des équations (4) remplissent les condi- 
tions du théorème formulé ci-dessus dans un domaine de l’espace 
(x, y, u) contenant la ligne L. En prenant les coordonnées des points 
de ! pour données initiales lorsque s — 0, on obtient la solution du 
système (4): 


Z = ZT(S, Los Yos Uo); Y = Y (S Los Yor Uo)3 U = U (S, Tos Yo: Uo) 
pour les s assez proches de 0, ou, en vertu de (7), 
z=zx(s, t)}; y—yl(s, t); u—ul(s, t). (8) 


Si l’on admet que les seconds membres des équations (7) sont 
continûment dérivables par rapport à t on peut, en vertu du théo- 
rème ci-dessus, affirmer que les fonctions (8) possèdent des dérivées 
partielles continues non seulement par rapport à s mais aussi à f. 
Pour toute valeur de t € J£,, 1,[ les fonctions (8) sont définies pour 
tous les s assez proches de 0. Composons le jacobien des deux pre- 
mières fonctions par rapport à s et à L: 


A = ZsYt — Tiÿse (9) 


Ce qui importe dans la suite c’est de savoir si le jacobien est 
nul ou non. On distinguera deux cas, celui où À 0 sur Let celui 
où À = 0 sur /. Commençons par le premier: 


À =£ 0 sur !, (10) 


c’est-à-dire que À = 0 pour s = 0, donc, en vertu de la continuité 
des dérivées, À == 0 dans un voisinage de la valeur initiale s — 0 
et de la valeur de £ correspondant à un point M de la ligne L. Ceci 
étant, les deux premières équations (8) peuvent être résolues par 
rapport à s et à { pour tous les x et y situés au voisinage des coordon- 
nées (to, Yo) du point M de L. Cette solution est unique et les fonc- 
tions s (x, y) et { (x, y) obtenues possèdent des dérivées partielles 
premières continues (tome III,, [1-2-12]). En portant les fonctions 
s(x, y)ett (x, y) dans la troisième des équations (8), on obtiendra 
au voisinage indiqué une fonction u (x, y) dont les dérivées par- 
tielles premières sont continues et la surface d’équation u = u (x, y) 
contiendra une portion de la ligne ! au voisinage de M. Des consi- 
dérations géométriques du paragraphe précédent il résulte immé- 


diatement que uw (x, y) satisfait l’équation (2). Ceci sera vérifié 


analytiquement plus bas. 


Bkirihi mA 


I-1-2. PROBLÈME DE CAUCHY ET CARACTÉRISTIQUES 45 


‘A noter que nous avons construit la solution u (x, y) au voisi- 
nage seulement d’un point de la ligne /, ou, comme on dit encore, 
on a obtenu une solution locale du problème. Sous certaines condi-- 
tions imposées à a, b, c et à !, on s’assure qu’il est possible de cons- 
truire une surface intégrale dans un voisinage de la ligne ! tout 
entière, c’est-à-dire pour tous les x et y assez proches de la ligne 
T = To (#), y = yo (t) du plan (x, y). On admet que les dérivées 
æ, (t) et y, (f) ne s’annulent pas simultanément. Des résultats ana- 
logues seront soigneusement formulés dans le paragraphe suivant. 

Le problème de l'existence d’une solution dans un domaine fixé 
à l'avance du plan (x, y) soulève de grosses difficultés. On peut 
construire un domaine B du plan (x, y) et une fonction b (x, y) pos- 
sédant des dérivées de tout ordre de telle sorte que la seule solu- 
tion de l’équation 


ux + br, y)u, =0 


à exister dans B et à possèder des dérivées premières continues soit 
u — const. 

Assurons-nous maintenant que la fonction u (x, y) est bien 
solution de l'équation (2). En se servant de la règle de dérivation 
des fonctions composées et des équations (4), on peut écrire: 


du 
Tr — Uxû + uyb. 


_ Cette équation est valable pour tous les s et { se trouvant dans un 
voisinage de s — 0 et de la valeur de t correspondant à un point 


M (to; Yo 20) de la ligne L. Or LE c, donc u (x, y) est solu- 
ds 


tion de l’équation (2) pour tous les (x, y) contenus dans un voisi- 
nage de (os, Yo). 

Pour prouver l’unicité, il suffit de s'assurer que toute surface 
intégrale régulière u — u (x, y) passant par Z peut être engendrée 
par des caractéristiques. Formons le système d'équations diffé- 
rentielles : 


d d 
+ =aix, y, u (x, y)]; + =bfx, y; u(x, y). (41) 


Par hypothèse, les seconds membres sont tels que le théorème d'’exis- 
tence et d’unicité est valable pour tous les (x, y) au voisinage de 
(zor Yo). Du fait que la surface intégrale est définie explicitement. 
par l’équation u = u (x, y) et passe par une portion de la ligne £ 
au voisinage du point M (xs, Yos 20), il S’ensuit que les coordon- 
nées (x, y) des points de la ligne ! sont différentes au voisinage de M 
(on admet que la ligne ne présente pas de points doubles). En pre- 
nant ces coordonnées pour conditions initiales du système (11) et 
en portant les solutions obtenues dans la fonction u — u (x, y} 
on obtiendra une famille de lignes sur la surface intégrale. En vertu 
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de (11), les deux premières équations (4) sont satisfaites sur ces li- 
gnes. Il est aisé de vérifier qu’il en est de même de la troisième équa- 
tion. En effet, en se servant de (11), on obtient : 


du 
5 = Ua + u,b. 


‘Or u = u (x, y) est une surface intégrale, c'est-à-dire que u,a + 

+ u,b = c, d’où — €. Donc, les lignes qui recouvrent la sur-. 

face u — u (x, y) sont bien des caractéristiques. En conclusion, : 

le problème de Cauchy possède une solution unique sous la condition. 

(10). Nous reviendrons encore sur l’unicité en étudiant les équa-” 

tions différentielles non linéaires du premier ordre. 
Supposons maintenant que 


A=0Osuwz (42) 


Montrons que si dans ce cas il passe par / une surface intégrale 
u — u (x, y) telle que u (x, y) possède des dérivées premières. con- 
tinues, alors la ligne / est une caractéristique. Quand on dit qu’une 
surface u — u (x, y) passe par une ligne on sous-entend qu’elle 
y passe localement, c’est-à-dire par une portion de L. | 

Admettons que a et b sont non nuls sur /. Les deux premières 
équations (4) nous permettent d'écrire la condition (12) sous la 
forme 


=’ Lr 4 


TZ : ss LEA se A | 
eee (0) (13) 
où X désigne la valeur commune de ces rapports. Soit u — u (x, y) 
une surface intégrale passant par L. En portant dans u( x y) les ex- 
pressions x = x, (t) et y = y, (t), en dérivant par rapport à { et en 


se servant de (13), on obtient = u,ka + u,kb. La fonction 


u = u (x, y) étant solution de l'équation (2), on a LE = kc, ce 
qui nous conduit au système 


Fees (26) 


a b Q 


d’où il résulte que la ligne [ est une caractéristique. Donc, si A = 0, , 
une condition nécessaire d'existence d’une surface intégrale passant , 
par une ligne lest que cette ligne soit une caractéristique. Nous avons 
vu dans le paragraphe précédent que par L il’passe une infinité des 
Surfaces intégrales. Ce qui était important dans la démonstration! 
ci-dessus, c’est que la fonction u = u (x, y) définissant la surface 
intégrale passant par l possède des dérivées continues sur !; il est . 
possible, et nous le verrons sur un exemple, que la ligne Z ne soit - : 
pas une caractéristique, que À = 0 sur !, mais que par L il passe 
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une surface intégrale telle que les dérivées partielles de u (x, y) 
ne soient pas continues sur /, autrement dit, la ligne / est une ligne 
singulière de la surface intégrale. Si l n’est pas ligne caractéristique, 
mais que À — 0 sur !, c'est que” 


PE pt 
= Sur ll. 


Signalons une particularité du système (4). Le paramètre auxi- 
liaire s ne figure pas dans les seconds membres des équations et 
l’une des constantes arbitraires figure par sa somme avec s. Cette 
constante ne joue pas de rôle essentiel mais elle a pour effet de rendre 
arbitraire le choix de la valeur initiale de s. Donc, en intégrant 
ce système on a affaire à deux constantes arbitraires essentielles. 
Ce fait devient évident si l’on met le système (4) sous la forme (3). 

On rappelle que l’équation quasi linéaire (2) peut être ramenée 
à une équation linéaire sans second membre si l’on cherche la solu- 
tion sous la forme implicite (tome II, 2 


panm=c (14) 


où C est une constante arbitraire. La règle de dérivation des fonce 
tions implicites nous donne 


Pr Py 
U, = ——— U, = ——— 

% Qu ? } Pu ? 

et l'équation (2) engendre une équation différentielle linéaire sans 

second membre pour la fonction : 


af y u)pr+b(z y, u)qy +ce(x y u) pu = 0. (15) 


Le système d'équations différentielles ordinaires PAF ÉSDSRARNE 
est le système (3). Si 


Pi (Z, Ys U) = C5 Paz, y, u) = 


sont deux intégrales indépendantes de ce système, . . (P1» qu), 
où F est une fonction quelconque, sera solution de l’équation (15). 
Or on sait expliciter la fonction œ@ si sont données les conditions 
du problème de Cauchy (tome II, [I-2-10)). 

Ces raisonnements appellent la question suivante. Nous avons: 
cherché la solution de l’équation (2) dans une classe de fonctions 
définies implicitement par l'équation (14) qui contient une cons- 
tante arbitraire. Il est immédiat de vérifier que nous n ‘avons perdu 
aucune solution. Pour cela il faut tenir compte du fait qu’en raison 
du choix arbitraire des conditions initiales, on peut considérer que 
toute solution de l’équation (2) appartient à une famille de la forme 
F (x, y, u, C) = 0, où Cest une constante arbitraire. . En résol-. 
vant l'équation de cette famille par rapport à C, on s'assure effec- 
tivement que toute solution peut être obtenue À partir d’une for- 
2—01017 
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mule de la forme (14). On n'aurait pu perdre que les solutions 
(singulières) non obtenues avec le procédé indiqué. Ces solutions 
n'existent pas si les fonctions a, b et c remplissent certaines condi- 
tions générales. Nous ne nous appesantirons pas sur les détails de la 
démonstration. 


1-1-3. Cas d’un nombre quelconque de variables. Considérons une 
équation quasi linéaire à un nombre quelconque de variables indé- 


pendantes: 
G (Zis + ++ Zns U) Pa Fees À An (Tis + ++ ns U) Pn = 
= CT, + + «s Tns U). (16) 


Dans la suite, on admettra toujours que les coefficients a,, a, . .. 
++. ne sont pas simultanément nuls, c'est-à-dire que af + 
+ & +...+an>70. Par analogie avec l’espace à trois dimen- 
sions on se servira de termes géométriques pour étudier l’équation 
(16). Les énoncés et les démonstrations ne seront pas donnés dans 
le détail. Nous avons affaire à un espace à (n + 1) dimensions de 
point générique (x,, . .., 4n, u). Appelons variété à m dimensions 
de cet espace, l’ensemble des points dont les coordonnées s’expri- 
ment en fonction de m paramètres arbitraires :! 


ni in ess 15): u = ut, res D) (k=1,2,...,n). 


On admet que m de ces équations sont résolubles par rapport à 
Lis + +. me POUrT m = n on a une variété à n dimensions que l’on 
appellera surface. Si l’on prend x,, ..., x, pour paramètres, on 
obtiendra l'équation explicite de la surface: u = u (x,, . .., x,). 
C’est cette forme que doit avoir l’équation de la surface intégrale 
de l'équation (16). Pour m — 1, la variété à une dimension cor- 
respondante s'appelle ligne de l’espace à (n + 1) dimensions. 

Définissons les caractéristiques de l'équation (16) à l’aide du 
système suivant : 

PE 2 qu (ass ces Œns U)3 “Cum ) (AD 
où s est un paramètre auxiliaire. Toute solution de ce système défi- 
nit une ligne de l’espace à (n + 1) dimensions, car il n'existe pas 
de solution dont tous les x, et u soient constantes, puisque par hy- 
pothèse a? + a + ...+ a, > 0. Les coordonnées des points de 
cette ligne s'exprimeront en fonction du paramètre s. Pour cons- 
truire une surface avec ces lignes, il nous faut prendre une famille 
de telles lignes dépendant de (n — 1) paramètres arbitraires. On 
obtient un ensemble de points dépendant de n paramètres. Si une 
surface régulière u = u (x;, . .., x,) est formée par une famille de 
caractéristiques dépendant de (n — 1) paramètres, alors c’est une 
surface intégrale de l'équation (16). En effet, en dérivant u (x,, ... 
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.. Æn) par rapport à s et en se servant des équations (17), on ob- 
tient 


n 
du 
k=1 


Comme %# = c en vertu de la dernière équation (17), il vient l’équa- 


S 
tion (16). Réciproquement, toute surface intégrale régulière u = 
= U (tr, .. ., 2) peut être engendrée par une famille de caractéristi- 
ques, qui dépend de (n — 1) paramètres. En effet, si l’on connaît la 


surface intégrale u = u (r,, . .., x,), on peut déterminer les zx; 
_ à partir du système d'équations 
dz 
= a (21, ss Tny U(tys ve, Ta)] (k = 1, ….,R); (18) 


ce qui nous donne (7 — 1) constantes arbitraires. La constante qui 
figure par sa somme avec s n’est pas essentielle. En portant la solu- 
tion du système (18) dans le second membre de u = u (x;, . .., zh), 
en dérivant par rapport à s et en se servant des équations (16) et 
(18), on s'assure que w vérifie la dernière des équations (17). 

On admet comme dans [[-1-2] que u(x;, ..., æ,) et les seconds 
membres des équations (17) possèdent des dérivées premières con- 
tinues. 

Le problème de Cauchy pour l’équation (16) revient à déterminer 
une surface intégrale contenant une variété à (7 — 1) dimensions 
donnée : 


rm lise ha) MU (ls ses fn) 
(k=1,...,n), (19) 


les seconds membres de ces équations étant continus et possédant 
des dérivées partielles premières continues à l’intérieur d’un do- 
maine D de l’espace à (7 — 1) dimensions (#,, ..., t, 1). 

On admet que le rang de la matrice formée avec les dérivées 


TE est égal à (n — 1) et qu'à des systèmes différents de valeurs 


(ts, ... ln) correspondent des points (x, ..., x.) différents. 
Par ailleurs, comme indiqué plus haut, on admet que les coeffi- 
cients ax (Zys + + +, Tns U) et € (21, . . ., æn, u) possèdent des déri- 
vées premières continues dans un domaine de l’espace, contenant. 
la variété (19) en son intérieur. 

En particulier, cette condition du problème de Cauchy peut se: 
traduire par la donnée de la fonction cherchée w comme fonction,, 
à x. fixe, des autres variables: 


u Leyx$o = ® (2, …., Th). (20) 
Ce problème se résout comme dans le cas de deux variables indé- 


pendantes. On prend les expressions (19) pour conditions initiales 
2* 
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dans l'intégration du système (17). On obtient ainsi la solution 
sous la forme 


Th = Th (Sr lys se. fn); U=U(S, bi, ..., fn-1). (21) 


Le déterminant 











Ôx: ÔZa tn 
ôs ? ôs ? * às 
CEA Ôze On 
A=! ti ? ôt1 ? ‘°°? ôt; : (22) 
Ôt: Ôte Ôtn 








jouera un rôle essentiel dans la suite. Compte tenu de l'équation 
(17), on peut le mettre sous la forme 





LE Ag, +... An 
ôxi Ôts CES 
"9t, ? TE, ? ‘°°: 
ôz; CEA ôzn | 





Otn-1 d Otn-1 D HIVER ôtn-i 


Si ce déterminant est non nul sur la variété (19), c’est-à-dire pour 
s = 0, alors les r premières équations (21) sont solubles par rap- 
port à s, {1, ..., 1, En portant cette solution dans la dernière 
des équations (21), on obtient une surface intégrale de l'équation 
(16). Le problème de Cauchy n’admet pas d’autres solutions dans 
ce cas. Ceci se démontre exactement de la même façon que pour deux 
variables indépendantes. Considérons le cas où la condition initiale 
est de la forme (20); le rôle des paramètres f,, . . ., t, est assumé 
Par Ze, . - ., Æn. Considérons l’équation linéaire et supposons que 
le déterminant (23) est différent de zéro sur la variété ( 19). Comme 


SE = 0 pour pÆget Sep = 1, on obtient À — & 0. Une 


division par le coefficient a, nous conduit à l’ Éqoation 


Pa + Ge ( .….. Zn) Pa eee + On (Eu *. » Zn) Pn = 
4 | = D (ti + .., En) u + C (ts ae 25). (24 


Supposons que ap, b et c sont continus et possèdent. des dérivées 
. premières par rapport à Ze, . - ., 2 Continues pour a 
<< et z, ..., z, quelconques. Supposons en outre que sous 
ces-conditions lés fonctions De sont bornées : AL 1< M ; 
1b|<M:icI< M. 
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Prenons x, pour variable indépendante et mettons le système (17) 
sous la forme 








Th = qu (tiges 2m) (=, on), (25) 

1 

_ =b(x, e. ..s Tn)u+C(t, Se ts): (26) 
1 


Soit 29 €[a, 8] la valeur initiale de x,. Intégrons le système (25) 
avec des conditions initiales quelconques : 


0 
ln = (G=2,...,n). 


De |a,|<M il s'ensuit que les solutions x, du système (25) 
possèdent des dérivées bornées | <M , donc x, restent bornées 
1 : ‘ 


en valeur absolue : x, — 2" | M (B— a). 

En appliquant la méthode des approximations successives (to- 
me II, [I1-3-2]) on s'assure immédiatement que les solutions indi- 
quées | 

Le Pa ris 2 asser) (= 23: n) (27) 


existent sur l'intervalle a < x, B tout entier pour des conditions 
initiales arbitraires x{° (k = 2, ..., n). On peut dire que la courbe 
intégrale qui passe par le point À, (x, x”, ..., an) arrive au 
point À (x;,, 2, ..., x,) dont les coordonnées sont définies par 
les formules (27). Le théorème d’unicité nous permet d’affirmer que 
si l’on prend le point À pour point initial, alors la courbe intégrale 
correspondante passera par le point 4,. D'où il s'ensuit que les 
équations (27) sont solubles pour x, quelconque par rapport à x, … 
.., 2 et la solution est de la forme 


= Pr (2, di, Tu Tn) (G=92,...,n). -(27:) 
Soit à résoudre le problème de Cauchy avec la condition initiale 


(20). En vertu de ce qui précède, nous devons intégrer les équations 
(25) et (26) avec lés conditions initiales 


zh 


(0) : 
ml =T (k=2,...,n); 


0 0 
DO QE ss), 

où les quantités arbitraires x°°, ..., x jouent le rôle de t,, ... 

+. {n1 Portons (27) dans l’équation (26) et intégrons la dernière 

équation : un 


X1 

(0) 0 
u=es | q(x : ss a) Î 
© 


€ 
v1 


C (ss Pas «+. Pnhe-°d |, (28) 


) 
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X1 


@ — | D(xi, Pa, ..., Pa) dXs 
OH 
et dans b et c figurent px (21, 2°, x, . .., x®). En portant l’ex- 
pression (27,) dans le second membre de (28), on obtient la solution 
voulue u (x,, ..., x,) du problème de Cauchy. Cette solution existe 
sur l'intervalle a x, < $ tout entier et quels que soient x,, ... 
.. 2n. Cela est dû au fait que l’équation est linéaire et aux con- 


ditions imposées à a, bet c. 


On peut indiquer pour l'équation quasi linéaire (16) un domaine d'existence 
de la solution sous certaines conditions portant sur a, et c. 

En effet, supposons que a, = {1 et que a, et c sont continus, bornés et 
possèdent des dérivées continues sous réserve que 


la —z® <a, (29) 
b}, < TR < Ch (k ee 2, ... n) (30) 


et quels que soient u réels, ces dérivées étant bornées en valeur absolue par une 
constante À. Supposons que ® (z2, . .., 7) est continue et bornée sous les 
conditions (30) et possède des dérivées premières continues bornées en valeur 


absolue par une constante B. Sous ces conditions l'équation (16) (a, = 1) possède 
une solution vérifiant (20) dans le domaine défini par 


4 n 
[ri— 20 <a; le—ai< in 1+ ==DE5 ] 


et par (30) [E. Kamke, Differentialgleichungen reeler Funktionen, Leipzig, 
9521. 


Traitons maintenant le cas où À — O0 sur la variété (19). On admettra que 
l’un des mineurs du déterminant A correspondant aux éléments de la première 
ligne est non nul. L'égalité À — O0 exprime que les éléments de la première 
ligne sont une combinaison linéaire des éléments correspondants des autres 
lignes, c’est-à-dire que 


n-1 


OR 
= À MG? (31) 
j=1 


où À; sont des fonctions bien définies des paramètres (f1, + - +; fn-1)- Si la fonc- 
tion c se représente aussi par la formule 


n=1 
ôu 
c— > RETrE (32) 
j=1 


sur la variété (19), alors la variété (19) s'appelle variété caractéristique de l'équa- 
tion (16). On peut montrer que toute variété caractéristique (19) de l'équation 
(16) peut être formée par les caractéristiques de cette équation et que si A = 0 
sur la variété (19) et si une surface intégrale u = u (ti, Tas + - +, Zn) Passe par 
cette variété, alors cette dernière est caractéristique. Re | 

: Par une variété caractéristique il peut passer une infinité de surfaces inté- 
grales. 
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Ca 


Exactement comme dans le cas de deux variables, on peut ramener l’équa- 
tion quasi linéaire (16) à une équation linéaire sans second membre en cherchant 
la solution de (16) sous la forme implicite:  : 


P (us + + Tns 0) = C, 
où C est une constante arbitraire. On obtient pour la fonction @ l'équation 
GiPx, +... +anPx, + CPu = 0. 


Le système correspondant d'équations différentielles ordinaires est 





Mi. nue (33) 
a An C 
Si 
Pis ess dar D Gr ntm nes 2 De (34) 


sont des intégrales indépendantes de ce système, alors l'équation 


F (Qu, + +, Pn) = 0 


nous donne la solution de l’équation (16) sous forme implicite. Au second mem- 
bre on a écrit O0 et non pas une constante arbitraire, car F est une fonction quel- 
conque. Pour construire une surface intégrale passant par la variété (19), on 
porte les expressions (19) dans les premiers membres des intégrales (34). En éli- 
minant les paramètres #1, ..., t,_. entre les n équations ainsi obtenues, on 
trouvera une relation entre les constantes arbitraires: 


F (Cr, ...), Ch) —= 0. 


Le premier membre de cette relation définit la forme de la fonction F. En rem- 
plaçant dans le premier membre de la dernière équation les C; par les fonctions 


Pn (tir ++ Tn: U), on obtient l'équation de la surface intégrale cherchée. 
I-1-4. Exemples. 1. Considérons l’équation 
3 (u— y}? p — q = 0. (35) 
Le système (4) s'écrit 
dr 2. dY y. du 
8 (u—y) Ve — 1; ds = 0, (36) 


et sa solution exprimée en fonction des valeurs initiales des variables (x, y, u) 
sera 


2 = (ug — Yo + S) + ro — (uo — Yo); y = —S + yo; u — wo. (37) 


Supposons que les équations (7) de la ligne Z par laquelle doit passer la surface 
intégrale cherchée sont de la forme | 


z=0; y=t; u=t. (38) 


En faisant xo = 0; yo = uo = t dans (37), on obtient 


z=S; y—=—s+it; u—=t; 
le déterminant 


A = z;y — xyy, = 35? 
s’annule pour s = 0, c’est-à-dire le long de Z. La ligne (38) n’est pas une ca- 


ractéristique de l'équation (35), car, en vertu de la dernière équation (36), u doit 
être constant le long d'une caractéristique. Il existe néanmoins une surface 
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intégrale de l’équation (35) qui passe par la ligne (38), plus exactement 


u=ÿz+y. 
ie . 
Ici p— Ux= ZT 3 et cette dérivée partielle devient infinie sur la ligne (38). 
2. Considérons l'équation 
Pit Pet Ps=u, 


u étant une fonction de trois variables. 
En composant le système (17) et en l’intégrant, on obtient la solution sui- 
vante en fonction des valeurs initiales x? et u, des variables: 


2 = S+ a; u—uçe (k— 1, 2, 3). (39) 

Supposons qu’on demande de trouver une surface intégrale contenant la variété 
Dh Tite; 22h ti; 21; u= tite 

En substituant ces expressions aux valeurs initiales dans l'équation (39), on 

trouve 

n=s+thhh; m=sth—th; 2=sti; u= tie (40) 


Les trois premières équations admettent une solution par rapport à s,f1 
et {, (cas À = 0): 


1 1 
s=x3— 1; bi (ti tro 2232); ta (122); 


en portant ces expressions dans la dernière équation (40), on obtient la surface 
intégrale cherchée: | | 


u= (a+ 23 22942) (&1— 2) mr 


3. Cherchons la solution de l'équation 
ux — uy = f(x + y) 


qui est continue avec ses dérivées partielles premières et qui vérifie la condition 
u — 0 pour x — 0. Le changement de variables 


Z= LL; TTY—Y 
nous donne aussitôt la réponse: 
u (x, y) = xf (x + y). 


Cette formule nous donne effectivement la solution si la fonction f () possède 
une dérivée continue. Si f” (t) n’est pas continue, le problème ne possède pas de 
solutions régulières. On sait qu'il existe des fonctions f (t) continues qui ne sont 
nulle part dérivables. L'exemple cité montre que l'hypothèse de l'existence et 
de la continuité de la dérivée de c est essentielle dans l’équation (2). [0. Per- 
ron. Math. Z., 1928, 27, n0 4.] 


1-1-5. Théorème auxiliaire. Dans ce paragraphe, nous allons prouver Île 
théorème énoncé dans [1-1-2]. Démontrons tout d'abord une proposition auxi- 
liaire. Supposons que les seconds membres des équations du système 


Un jf, Ge, pis ces Uno À) (et, 2, 0, (1) 
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dépendent d'un paramètre À. Supposons d’autre part que ces seconds membres 
sont des fonctions continues possédant des dérivées continues par rapport à 
tous les y, dans le domaine 


Iz—al<A; Im—bl<B G—1,2,...,n), (42} 


où a et b, sont des nombres donnés, et À Ela, BI. 


Soit 
M = max{|f, (x, y, ..., Un, NI} (G—1,...,n) 


pour les valeurs indiquées des variables. Sous ces conditions, le système (41) 
possède une solution unique vérifiant les conditions initiales: 


Yhle=a = bd k=1,...,n). (43) 


Cette solution existe dans l'intervalle |zx —a|<&h, où k — min {4, B/M} 
et on peut la trouver dans cet intervalle par la méthode des approximations 
successives (tome Il, [I1-3-2]). Les approximations successives calculées avec 
les formules indiquées au (tome II, {II-3-2]) seront des fonctions continues de x 
et À et en vertu de la convergence uniforme des approximations successives en x 
et À (tome II, [I1-3-2]), on peut affirmer que les fonctions qui nous donnent la 
solution du système (4t) vérifiant les conditions initiales (43) seront des fonc- 
tions continues de x et À. On aurait pu admettre de toute évidence que les seconds. 
membres des équations (41) renferment plusieurs paramètres au lieu d’un. 

On a donc démontré le 

Lemme. Si les seconds membres des équations (41) dépendent des paramètres 
A -.., Àç et remplissent les conditions indiquées ci-dessus, alors la solution du 
système vérifiant les conditions initiales (43), où a et b, sont des nombres donnés, 
est formée de fonctions continues dépendant de x et de À;: yg = Ÿn (æ, Àus + +, Às). 


Remarque. Soient x, et yg des valeurs comprises dans le domaine (42). 
Les solutions vérifiant les conditions initiales y, (x) — y£ seront fonctions de- 
ces conditions initiales: 

Yh = Ÿr (&, Los UP. Un), (44} 
de plus elles sont définies dans un voisinage de x — +9. Si l’on introduit la va- 
riable indépendante Ë — x — x, et les fonctions n; — y — yÿ, le système 
devient | | 

nr fe (E+z 0 0 0 À 

dr k (8 + os MH Na HU cs Mn FUN: hs: 
c'est-à-dire que les conditions initiales figureront comme paramètres dans les 
seconds membres et seuls des nombres bien définis figureront dans les conditions 
initiales n4 (0) — 0. Le lemme ci-dessus nous permet d'affirmer que les fonc- 
tions (44) sont des fonctions continues en chacun de leurs arguments. 

Passons maintenant à la démonstration du théorème énoncé dans [I-1-2]. 

Pour simplifier, on commencera par traiter le cas d’une seule équation 


te D. | (45) 


Supposons que le second membre est continu et possède une dérivée continue par 
rapport à y dans le domaine | 


Iz—al<A; Iy—bI<B (46) 

Considérons la solution de l'équation (45) qui vérifie la condition initiale 

y (to) = ÿo, où æ et y, sont situés à l’intérieur du domaine (46). Cette solution 
dépendra de x, et yo: 


y = D Los Yo), (47) 
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et sera définie pour les x assez proches de x,. Modifions un peu la condition ini- 
tiale et considérons la nouvelle solution: 


y* = @ (x, zo, Yo + Ayo). (48) 


Si Ayo est assez petit en valeur absolue, alors les solutions (47) et (48) existent 
dans un certain voisinage de x — x. 
De l'équation (45), il s'ensuit que 


d(y*—y) _ FE 
ge y ) f(x, y), 


et cette équation peut être mise sous la forme 


242 — a (x, Ayo) (y*— y), (49) 


1 (x, yt)— j (x, y) 


a (x, AYo) = yt—y 


: (50) 


On admet que cette relation est une fonction connue de x et Ay,, puisque les 
solutions (47) et (48) le sont aussi. Il est immédiat de voir que la fonction 
a(x, Ay,) est une fonction continue en ses arguments. Ceci est évident pour les 
valeurs de x et de Ay, pour lesquelles y* — y -Z 0. Si les fonctions y* et y ten- 
dent vers la même limite y’ lorsque x —+ x’ et Ay, — &’, alors de la condition 
d'existence de la dérivée continue il résulte que 


1 (zx, yt)—f (x, y) 
y*—y 
autrement dit, la fonction (50) est continue dans ce cas. En divisant les deux 


EL de (49) par Ayo, on obtient une équation différentielle pour le rapport 
(y* — y)/Ayo: 


= fy [x, y +0 (y*— y)] —+ {y (x, y'), 











d [yt—y\ yt—y 
a (Ke )=ce ao LE, (51) 
Pour x = xs, on à y* Lx, — Yo + AYo et y xx, = yo, C'est-à-dire que 
ÿ°—y 
À — —=;{;, D2 
AYo lx=x, ve 
Donc, (y* — y}/Ay, est la solution de l'équation différentielle 
du 
x —=4(, Ayo) u, (53) 
qui vérifie la condition initiale 
u|x=xo = 1. (54) 


Comme le second membre de l'équation (53) est une fonction continue du 
paramètre Ay, pour tous les Ay, assez proches de 0, la solution w vérifiant la 
Condition (54) est aussi une fonction continue de Ay, et en particulier existe la 
limite du rapport mentionné lorsque Ays —+ 0, ce qui exprime que la fonction 
{47) possède une dérivée partielle @,, (x, zo, yo) par rapport à y9. Cette dérivée 
partielle doit être solution de l'équation (53) pour Ay, — 0. Or, en vertu de (50), 
on à a(x, 0) — f,[x, p (x, zo, yo)l, donc, on peut affirmer que la dérivée 
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partielle Pro (Es Tor Vo) est la solution de l'équation 
= file le, zo lu, (55) 


qui vérifie la condition (54). Le second membre de l'équation (55) étant une 
fonction continue en ses arguments x, et yo, on peut grâce au lemme affirmer que 
la dérivée partielle Py. (; To; Yo) est une fonction continue en ses arguments. 


Ce qui démontre le théorème. 


«Remarque 1. On démontrerait mutatis mutandis que la fonction (47) 
possède une dérivée partielle continue Pr, (x; to, Yo) qui est la solution de l’é- 


quation (55) qui vérifie la condition initiale 
Ulx=xo = —f (Zo Vo)- 


On obtient immédiatement cette condition initiale en mettant l'équation 
(45) avec la condition initiale y (xs) = yo sous forme de l’équation intégrale 
(tome II, [11-3-2]): 


x 
ÿ =Yo+ TE y) dx. 
Xo 
Une dérivation des deux membres par rapport à x, nous donne la cididen 
initiale ci-dessus pour u — Px, (+ Tor Yo). 
Remarque 2. La démonstration précédente est valable pour le système 
d'équations (5). Soit la solution de ce système: 
Uk = PR (x, To) yf, .….… yÿ) (& FF 1, 2, .….. n). (56) 
En donnant à y? un accroissement Ay? on obtient la nouvelle solution 
YÉ = PR (2, To, y, ..., y$_1, V9 AuŸ, you, -.., y). 
Ecrivons le système (5) pour y, et y}, retranchons terme à terme et mettons les 
seconds membres obtenus sous la forme 
Îr (x, ui, .…. yn) = Î8 (x, Yis ss Un) = 
= fa, VE, VE, VE, <<, Yh) — fr (cs Vas VE, VE, «ee Vn)] + 
+ [fs (x, Yi» LTÉE Yh …… yh) == În (x, Vis Yo; y, COS DE yn)] Se .….. 
.. oi [fr (x, Yys Ugo Un 1» yn) = Îr (x, Yi Yas es En-11 Yn)l. 


On obtient pour les rapports u, — (y# — yx)/Ay9 le système d'équations 
linéaires suivant: 





n 
dur 
es — > akj (x, Ay) U'j, 
j=1 
où . 
: ÎR (x, Uys ces Yj-1:s yf, …. yh) —Îr (x, Vus vos Yj-1s Yÿs Yiqur …..s yn) 
Re —— 


y} — y; 
avec les conditions initiales | 
Uhlx=x, —0 (ki); uilx=x = 1. | (57) 
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La suite de la démonstration est la même que pour une seule équation. et 
l’on s'assure que les fonctions (56) possèdent des dérivées partielles continues 
par rapport à y?. Au lieu de l'équation (55), on obtient pour ces dérivées partiel- 


les le système d'équations 


.n L : 
dur Ofn (Z, V1, -.., Yn) 
Cd — à TT dy “i (58) 
j=1 


dans les coefficients duquel il faut remplacer y, par les fonctions (56). Les condi- 
tions initiales seront encore définies par les formules (57). À noter qu’on aurait 
pu obtenir directement le système (58) en portant les fonctions (56) dans les 
équations (5) et en dérivant les deux membres par rapport à y®. Mais on ne peut 


sans démonstration préalable affirmer l’existence de la dérivée partielle par 
rapport à y(®) de même qu'on ne peut en toute rigueur changer l’ordre de dériva- 


tion par rapport à x et à y(£) dans le second membre. A noter encore que dans le 
cas d’une seule équation, l'équation linéaire sans second membre (55) s'intègre 
en termes finis. | 

Remarque 3. Si les seconds membres f,; des équations (5) possè den 
sous les conditions (6) des dérivées partielles par rapport à y, jusqu’à un ordre m 
continues, alors il en est de même des fonctions m4 (x, zo, y(®), . .., y(9)) par 
rapport à y(9). Si f, possèdent une dérivée partielle par rapport à x continue, 
alors de l'équation (5) il s'ensuit que , admettront des dérivées premières et 
secondes par rapport à x continues. | 

I-1-6. Equations non linéaires du premier ordre. Nous passons 
à l'étude des équations aux dérivées partielles du premier ordre 
dans le cas général. Comme pour les équations linéaires envisagées 
précédemment, nous commencerons par le cas de deux variables 
indépendantes. Une équation aux dérivées partielles du premier 
ordre pour une fonction de deux variables indépendantes est de la 
forme 


F (x, Us U, P; Q) = (0. (59) 


Voyons quelle est la signification géométrique de cette équation. 
En tout point (x, y, u), l'équation (59) est une relation entre p et q, 
c’est-à-dire une relation entre les cosinus directeurs de la normale 
à une surface u — u (x, y). Les normales vérifiant cette relation 
forment une surface conique de sommet (x, y, u). Les plans passant 
par le point (x, y, u) perpendiculairement aux génératrices de ce 
cône figurent toutes les positions possibles du plan tangent en 
(x, y, u) aux surfaces intégrales cherchées. Tout comme la famille 
des normales génératrices du cône, cette famille de plans dépendra 
d’un seul paramètre. L’enveloppe de cette famille de plans est un 
cône que l’on appellera cône T. L’équation (59) équivaut donc à la 
donnée d’un cône T en chaque point de l’espace, quant à la surface 
intégrale de l'équation (59), elle doit être telle que le plan tangent 
en l’un quelconque de ses points soit tangent au cône 7 correspon- 
dant à ce point. 

Composons les équations des génératrices du cône 7 en un point 
donné (x, y, u). Soient p et q des fonctions d’un paramètre a véri- 
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fiant l'équation (59) au point (x, y, u). Le cône est l’enveloppe de 
la famille de plans: 


p(a)(X — 2) +gq(a) (Y — y) — (U —u) = 0. (60) 
En dérivant par rapport à a, on obtient l'équation auxiliaire 
SE (X—r)+ (Ty) 0. (61) 
En dérivant l’équation se par rapport à a, on trouve 
+050, (62) 
où 
P=F,;, Q—=F,+ (63) 


Dans la suite, on admettra que F, et F, ne sont pas simultanément 
nulles dans le domaine de VÉrta tion ds variables, c’est-à-dire que 
F5 + F3 > 0. Une exception toutefois, le cas des none singu- 
lières de l’équation (59). Si l’on admet que Æ et < ne sont 
pas simultanément nulles, alors des équations (61) et (62) on déduit 
que 


Enfin, l'équation (60) nous donne l'équation des génératrices 
du cône : 
X—zx __ Y—y _ U—u 
PQ  pP+a0° 
Pour obtenir les génératrices du cône T, il faut porter dans les dé- 
nominateurs les diverses valeurs de p et q vérifiant (59) en (x, y, u). 
Dans le cas de l'équation linéaire (2), nous avions une direc- 
tion bien définie én chaque point et le plan tangent aux surfaces 
intégrales devait contenir cette direction. Ici, nous avons en cha- 
que point non pas une direction, mais un cône T' et le plan tangent 
aux surfaces intégrales cherchées doit être tangent à ce cône. Nous 
ne pouvons donc pas construire directement les courbes caracté- 
ristiques pour l'équation non linéaire (59) comme nous l’avons 
fait pour l'équation linéaire (2) à l’aide du champ de directions. 
Le champ de directions est on les ici par un champ de cônes T. 
Cependant, nous allons montrer que si l’on connaît une surface 
intégrale S: u = u (x, y) de l'équation (59), on peut la recouvrir 
de lignes analogues aux lignes caractéristiques de l’équation linéaire 
(2). En effet, tout plan tangent à la surface intégrale S doit être 
tangent au cône 7 correspondant au point de contact et par consé- 
quent doit contenir une génératrice du tône, plus exactement celle 





(64) 
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le long de laquelle il est tangent au cône. Ces génératrices des cônes 7 
forment un champ de directions sur la surface intégrale S. En inté- 
grant l'équation différentielle du premier ordre correspondant à 
ce champ, on recouvre S par une famille de lignes /’ dépendant d’un 
paramètre. Les cosinus directeurs du champ de directions mentionné 
doivent être proportionnels aux dénominateurs de l’équation (64), 
où p et q se déterminent directement à partir de l'équation de la 
surface intégrale S. Donc, le long des lignes /” recouvrant la surface 
intégrale S, on doit avoir 


de _ dy _ à 
PO HP 0? (65) 
ou 





2 = is 


Pour trouver les lignes l’ : suffit d'intégrer l'équation du pre- 
mier ordre 
dx dy . 

les dénominateurs P et Q ne dépendent que des variables x et y, 
car la fonction uw et ses dérivées partielles p et q sont des fonctions 
connues de x et y sur S. En intégrant l’équation (67) et en se servant 
de l’équation de la surface u = u (x, y), on obtient les lignes l” 
cherchées. Les seconds membres des équations (66) n’ont un sens 
que si la surface intégrale u = u (x, y) est dûment choisie. La con- 
naissance de la surface intégrale nous donne p et q en fonction de 
x et y. Nous allons adjoindre au système d'équations (66) deux équa- 
tions contenant les différentielles dp et dg de façon à obtenir un 
système d'équations différentielles ne dépendant pas du choix de 
la surface intégrale de l’équation (59). Désignons par r, © et t les dé- 
rivées secondes de la fonction u: 


T=Uyzx, O = Uxy; = Uyys 
et par X, Y et U, les dérivées du premier membre de l’équation (59) 
par rapport à x, yet u: 

X=F,;, Y=F,, U=F,. 
En dérivant le premier membre de l'équation (55) par rapport à 
x et à y, on obtient 

X + Up +Pr+Qo—=0; Y + Uq + Po + Qt = 0. 

D'autre part, on a de re jus 


dp 
En S+o = Pr+Qo, 


_dg _ 
a 0 + Po + Qt. 
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De ces équations il s’ensuit immédiatement que 


= —(X+Up); = —(Y+U, 


donc, on peut ajouter les deux dernières équations aux équations 
(66) et obtenir ainsi un système de cinq équations différentielles à 
cinq fonctions du paramètre auxiliaire s: 


d . 4 np. du 2 

a dr ru GE (68) 
d 

Be —(X+Up); <= —(Y+Uo). 


On peut donc affirmer que les équations (68) sont réalisées sur toute 
surface intégrale le long de toute ligne L'. Le système d'équations 
différentielles (68) peut être considéré en soi, indépendamment des 
surfaces intégrales de l'équation (59). On l’appelle système caracté- 
ristique de l’équation (59). 

Signalons que pour déduire les équations (68) on s’est servi des 
dérivées secondes de la fonction uw. De plus il est essentiel que lors 
de l’intégration de (68) les seconds membres possèdent des dérivées 
premières continues. Formulons le résultat obtenu en tenant compte 
de tout ce qui vient d’être dit. Soit u (x, y) une solution de l’équa- 
tion (59) possédant des dérivées premières et secondes continues 
dans un voisinage d’un point (x,, y,). Posons u, = u (xs, Yo), 
Po = Ux (os Yo)» do = Uy (To: Yo). Nous admettons que la fonction 
F (x, y, u, p, q) est continue et possède des dérivées premières et 
secondes continues dans un voisinage de (xs, Yo» Uor Por do): SOUS 
ces conditions le système (68) possède une solution 


Zo (S)s Yo (S); Uo (S); Po (S); Go (S) 


vérifiant les conditions initiales (to, Yo: Uor Pos do) pour s = 0. 
Des raisonnements précédents, il s'ensuit que la surface intégrale 
u = u (x, y) contient la solution du système (68) pour tous les s 
assez proches de 0, autrement dit 
uo (s) = u [xs (s), yo (5); Po (s) = ux [to (S); Yo ()]; 
Go (S) = u, Uro (s), Yo (s)l- 

Comme déjà indiqué plus haut, le système (68) peut être considéré 
en soi, indépendamment de l'équation (59), comme un système du 
premier ordre pour des fonctions de (x, y, u, p, q). Il est immédiat 
de vérifier qu’il admet pour solution 

F (x, Ys Us D: q) = C. (69) 
En effet, en dérivant le premier membre de (69) par rapport à s et 
de par les équations (68), on obtient 


= XP4+YOHU (pP+q0)—P(X+Up)—Q(Y+Us=0. 
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1-1-7. Variétés caractéristiques. Toute solution du système (68) 
est constituée de cinq fonctions du paramètre auxiliaire s: 


T (s), y (s), u (s), P (s), q (s). (70) 


Nous allons distinguer uniquement les solutions du système qui, 
portées dans l’intégrale (69), annulent la constante C. Appelons ces 
solutions bandes caractéristiques de l'équation (59), autrement dit, 
on appelle bande caractéristique de l'équation (59) un système de fonc- 
tions (70) vérifiant le système (68) et la relation 


F (x, y, u, p, g) = 0. (71) 


Les trois premières fonctions (70) définissent une courbe gauche, 
les deux dernières, un plan tangent à cette courbe. Toute courbe 
gauche appartenant à une bande caractéristique s'appelle courbe 
caractéristique de l'équation (59). Dans le paragraphe précédent, 
on a montré que toute surface intégrale peut être recouverte par des 
bandes caractéristiques, donc par des courbes caractéristiques. Si 
l’on prend un point (to, Yo, Uo) Sur une surface intégrale, alors en 
vertu du théorème d'existence et d’unicité, le système (68) définit 
une seule bande caractéristique vérifiant la condition initiale x = 
= Los Y = Yo U = Uo, P = Pos 9 = Go (Po et 4 sont les valeurs de p 
et de q au point (To Yo» Uo)) et cette bande doit entièrement appar- 
tenir à la surface intégrale considérée. En d'autres termes, si une 
bande caractéristique possède un élément en commun avec une surface 
intégrale, alors elle est entièrement contenue dans cette surface. De 
cette assertion il résulte aussitôt que si deux surfaces intégrales sont 
tangentes en un point, c’est-à-dire ont les éléments p et qg en commun 
en ce point, alors la bande caractéristique correspondant à ces va- 
leurs initiales appartient à ces deux surfaces intégrales. Autrement 
dit, si deux surfaces intégrales sont tangentes en un point (xo, Yos Uo)s 
alors elles seront tangentes le long de la bande caractéristique qui vérifie 
les conditions initiales x = Zoo, Y = Yo: U = Uy, P = Pos 4 = Go- On 
admet bien sûr que les surfaces intégrales et la fonction F satisfont 
les conditions mentionnées dans le paragraphe précédent et que 
tous ces raisonnements sont valables au voisinage d’un point (x,, Yo). 

Signalons encore que pour qu’une solution du système (68) 
vérifie la relation (71), c’est-à-dire soit bande caractéristique, il 
suffit, en vertu de (69), de s'assurer que cette relation est vérifiée 
par les valeurs initiales de cette solution, i.e. 


F (Zos Yos Uor Por do) = 0e (72) 


I-1-8. Méthode de Cauchy. Nous avons étudié le lien existant entre 
le système (68) et l'équation (59). Nous avons vu en particulier que 
toute surface intégrale est une famille de bandes caractéristiques dé- 
pendant d’un paramètre. Supposons maintenant que nous avons 
réussi à intégrer le système (68), donc que nous connaissons toutes 
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les bandes caractéristiques. Montrons comment il est possible de 
construire les surfaces intégrales de l'équation (59) à partir de ces 
caractéristiques. Nous admettons que la solution du système (68) 
est exprimée en fonction du paramètre s et des valeurs initiales des 
fonctions du système : 


T—=zx(s, Lo Uo» Uo; Po» Go)» 
y =y({s, To, Yos Ugs Po» Go) 


u=u(....... ete) (73) 
D=D( sis. ; FER 
CR RE Hamale 


Pour obtenir la famille des bandes caractéristiques, on admettra que 
les valeurs initiales (xo, Yo: Uos Pos do) Sont fonctions d’un para- 


mètre é: 
To (£), Yo (ë, U5 (£), Po (£), do (£), (74) 


et vérifient la relation (72). On admet de plus qu’elles possèdent 
des dérivées continues pour £ € Jé,, t.l et que les seconds membres 
des équations (68) ont des dérivées continues par rapport à (x, y, 
U, P, q) dans un domaine contenant la variété (74) en son intérieur. 
n a vu au numéro précédent que la relation (71) sera satisfaite 
pour toute valeur de s. 
En portant les fonctions (74) dans les seconds membres des for- 
mules (73), on obtient 


z=t(st), y—=y(st)}, u=uts, t) (75) 
p=pl(st), g=qi(s t). (76) 


Les équations (75) sont les to paramétriques d’une surface. 
Si le déterminant 


À = xsy; — Tiÿs L (77) 


est différent de O0, ce que nous admettrons dans la suite, alors de 
même que pour l'équation linéaire on peut déterminer l'équation 
explicite u — u (x, y) de cette surface. L’équation (71), ainsi qu’on 
l’a vu plus haut, sera vérifiée mais l’on ne sait pas si les fonctions 
p et q définies par les formules (75) seront ou non les dérivées par- 
tielles de la fonction u (x, y) par rapport à x et à y. Si ceci a lieu, 
une dérivation de la es u (x, y) par rapport à s et { nous donne 


<. Ôx ôx 
ur ci 0, or Por 4 me —=0. (78) 


Comme le déterminant d'ordre deux formé avec les coefficients en 
pet gest par hypothèse différent de 0, on peut affirmer qu'inverse- 
ment, si p et g définies par les formules (76) vérifient les relations 
(78), alors elles sont les dérivées partielles de w (x, y) par rapport à 
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xæet à y. La première relation (78) découle immédiatement des trois 
premières équations du système (68). Il reste seulement à définir 
sous quelles conditions sera réalisée la deuxième relation (78). On 
admet que F (x, y, u, p, q) possède des dérivées premières et secon- 
des au voisinage de (25: Yo Uor Por do)- Cela étant, les seconds membres. 
des équations (68) possèdent des dérivées premières continues et 
ces équations nous disent d'autre part que x., y, et u, ont des dérivées. 
continues par rapport à t, c'est-à-dire que les dérivées xs, yss et ucg 
existent et sont continues. Il en est de même des dérivées z;,, y3, et 
Ut, et de plus xs; = Zis, Yst = Yiss Ust — Ur. En effet, ceci résulte: 
du fait que si une fonction f (x, y) possède dans un domaine une 
dérivée f,, continue, alors la dérivée f,. existe aussi et fx = fxy. 
Ce théorème peut être prouvé en modifiant légèrement les raisonne- 
ments du (tome I, [V-1-5]) (cf. par exemple G. Fikhtengoltz, 
Cours de calcul différentiel et intégral, t. 1. Naouka, 1970 (en russe)). 

En désignant par ZL le premier membre de la deuxième équation 
(78) et en dérivant par rapport à s, on obtient 


ôL o?u 8?x dy ôp ôÔx ôq ôy 


ôs _ otos P'oras  T'ütos vos ot os ot ‘ 
Par ailleurs, en dérivant par rapport à t la première relation 
(78), qui, on l'a vu, est réalisée, on obtient 


ô?u ô?x ?y ôp 0x 9q ôy 


ne — —— — et — 


Dot Pdear Too. 008 où dt 





0 — 


En retranchant terme à terme les deux dernières équations, 


on peut mettre 2. sous la forme 





ôs 01 ds dt ds ôs ‘ti ds ôt ? 


ou, compte tenu du système (68), 


ôL â4p ô G) Go) 
ve Pr QE +R +Up) SE +(Y +Ug) +. 





Une dérivation par rapport à t de la relation (71) qui est vérifiée 
par les fonctions (75) et (76) nous donne 


__ y 9z 0y ôu ôp ôgq 
M TN ee ue 


En retranchant les deux dernières égalités, on obtient pour ee 


ds 
OL Ôx 0y ou ôL 
=U (p55+q 5) où SEUL, 
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{vas 
L= L,e 0: 


où L; est la valeur du premier membre de la deuxième relation 
(78) pour s—0: 


9 


êu CEA dy 
Lo Po Du 
On voit que la relation L == 0 sera réalisée pour tout s si elle l’est 
pour s — Ü, c'est-à-dire qu’une condition nécessaire et suffisante 
pour que la deuxième relation (78) soit réalisée est que les fonctions 
(74) vérifient la relation 
du dto 


d 
Po + (6) 








On peut donc affirmer que si le déterminant À est non nul pour 
s—0etit—=t# (t’E lt, t.l), et si les fonctions (74) vérifient les 
relations 


duo dT9 


dy 
F(t, Yos Uos: Po: Go) — 0, Po +00 5 0 (80) 


alors les équations (75) définissent pour les s et & proches de s = 0 et 
de t —t’ une surface intégrale u — u (x, y) de l'équation (59). 
Les deux premières équations (75) nous donnent des fonctions con- 
tinûment dérivables s (x, y) et t (x, y). En les portant dans u (s, t), 
p(s, t)et g(s, t), on obtient des fonctions continûment dérivables 
de x et y que nous désignerons par u (x, y), p (x, y) et q (x, y) pour 
ne pas introduire de nouvelles notations. Or, p (x, y) = u, (x, y), 
q(x, y) = u, (x, y), donc u (x, y) possède des dérivées secondes 
continues. Pour la solution obtenue u, (t) — u [x, (f), yo (t)l pour 
s = 0 et £ proche de t”, c’est-à-dire que la surface u — u (x, y) con- 
tient une portion de la ligne x = x, (t), y — yo (t), u = u, (t). 


1-1-9. Problème de Cauchy. Le problème de Cauchy pour l’équa- 
tion (59) se formule dans les mêmes termes que pour l'équation li- 
néaire: on demande de trouver une surface passant par une courbe 
donnée l. Traitons d’abord le cas particulier où la courbe donnée 
est située dans un plan x — x, parallèle au plan (y, u) et est définie 
dans ce plan par l'équation explicite u — 1 (y), autrement dit, on 
demande de trouver la surface intégrale qui vérifie la condition 
suivante : 

Ulx=xe = Ÿ (y). (81) 
En étudiant le problème de Cauchy on démontrera toujours non 
seulement l'existence et l’unicité de la solution, mais aussi la dé- 
pendance continue de cette solution par rapport aux conditions ini- 
3* 
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tiales. Soit w, une solution pour laquelle on remplace 1 (y) par 
4 (y) + 6 (y) dans la condition (81). La dépendance continue par 
rapport aux conditions initiales revient ici à rendre dans un domaine 
fini de variation de (x, y) la quantité | u — u, | aussi petite que l’on 
veut si | Ô (y) | est assez petit. Cette dépendance continue s'appelle 
généralement validité du problème de Cauchy. On admettra que l’équa- 
tion (59) est écrite sous la forme résolue par rapport à p: 


p = f(x y, u, q). (82) 


De la condition de Cauchy (81), il résulte immédiatement que pour 
paramètre on peut prendre la variable y. L’équation paramétrique 
de la courbe / sera alors: x = 25; y — y; u = 1% (y). Il nous reste 
encore à définir sur cette courbe les fonctions p et q comme des fonc- 
tions du paramètre y de telle sorte que soient réalisées les deux 
conditions (80). Ces conditions s’écrivent ici 


Po — f (to, y, Ÿ (y); Go); Ÿ° (Y) — Go … (83) 


d’où l’on voit que p, et q, sont définies de façon unique sur Z. On 
obtient la solution du problème en appliquant la méthode dévelop- 
pée dans le paragraphe précédent. 

Pour que les conditions mentionnées dans le numéro précédent 
soient remplies, il faut que la fonction 1 (y) possède une dérivée 
seconde continue. Les conditions imposées à f résultent de celles 
imposées à F dans [I-1-81. 

Considérons maintenant une condition initiale plus générale, 
plus exactement, exigeons que la surface intégrale passe par la 
courbe 


= y); u = (y). (84) 
Ce problème peut être ramené au précédent par un changement des 
variables indépendantes. Posons 
t=x +p(y); y=y" 
et exprimons les dérivées par rapport aux nouvelles variables en 
fonction des dérivées par rapport aux anciennes: 
Ux = P; Uy = PP (y) +; 
d’où 
P=Ux; 4=Uy —uxP (y), 
et l’équation (59) devient dans les nouvelles variables: 
Fle+o(y), y',u, us, uy — uxp" (y)1 = 0. (85) 
La ligne (84) s'écrit dans les nouvelles variables: 


z'=0; u = (y), 
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c'est-à-dire qu'on est conduit à un problème de Cauchy du type 
précédent. Sa résolubilité se ramène à celle de l’équation (85) par 


rapport à us. 
Si la courbe / est définie paramétriquement par 


z=toft); y = Yo); u = uw (6), 

on doit déterminer les fonctions p, (t) et q, (t) à partir des équations: 
Fixo(t), ÿott), Uo(t), Pott); ot) = 0 

uo (8) — Po(t) (4) — go (t) y, (t) = 0 


Le jacobien des premiers membres de ces équations par rapport à 
Po €t Go» Soit 


(86) 


A5 = Yo (t) Fr — Lo À) Faq (87) 


est confondu précisément avec le déterminant (77) pour s — 0, ce 
qui résulte immédiatement des deux premières équations du système 
(68). On admet que le déterminant (77) est non nul sur Let que le 
système (86) nous donne sur / des valeurs bien définies pour Ps et qo. 
Sous ces conditions, on peut se servir de la méthode développée 
dans le numéro précédent pour construire la solution en se souve- 
nant que le jacobien (87) est différent de zéro non seulement pour 
s — O0 mais aussi pour les s proches de 0. Pour que les fonctions 
Po { ), do (t) possèdent des dérivées premières continues, il faut 
exiger que les fonctions x, (ft), y, (t) et u, (t) en possèdent des secon- 
des continues. Ceci ressort de la deuxième équation (86). 


1-1-10. Unicité de la solution. En résolvant le problème de Cauchy 
on a construit une surface intégrale à l’aide des bandes caractéristi- 
ques. L’unicité de la solution découle, de prime abord, directement 
du fait que toute surface intégrale peut être recouverte par des bandes 
caractéristiques. Mais pour le prouver on a dû admettre que la fonc- 
tion uw (x, y) possédait des dérivées secondes continues. Sous les 
hypothèses faites plus haut, on a obtenu dans [I-1-9] une solution 
dont u (x, y) possédait des dérivées secondes continues. Cependant, 
cette démonstration simple de l’unicité ne passe pas si l’on suppose 
que u (x, y) admet seulement des dérivées premières continues. 

On démontre toutefois sans peine le théorème d'’unicité en ad- 
mettant seulement l’existence de dérivées premières continues. Nous 
le ferons pour l’équation (82) avec la condition de Cauchy (81). 

La démonstration repose sur le lemme suivant. 

Lemme. Supposons qu'une fonction u (x, y) continue dans un 
triangle À fermé limité par les droites 


1 1 
TT; L—To=-7(Y—V); LT—to— —-7(y—Yy2) (88) 
(1 € Y2), 
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est définie et possède des dérivées premières continues pour x > x, dans 
un triangle plus grand limité par les droites 


T= Lo; 220 (UV) : D— 2 — 7 (y— y) (89) 
(Vs <Y1 Ya € Ya). 
Supposons d'autre part que 
lux ISA Tu|+Blul], (90) 
sur le triangle A tout entier privé de la base x = Lo, et que 
Fu (to, y 1< M (91) 
sur la base x — x,. Sous ces conditions 
Fu (x, y) 1< MeBG-x0), (92) 


sur le triangle À tout entier. 

Commençons par prouver ce lemme pour À — B — 1. Supposons 
par absurde qu’il existe dans À des points en lesquels | u (x, y) | > 
> Me*-%, La fonction uw (x, y) e*°-* n’atteint pas alors son maxi- 
mum sur la base. 

Comme la fonction uw (x, y) et ses dérivées ne figurent dans tou- 
tes ces conditions que par leurs valeurs absolues, on peut, quitte à 
changer le signe de u (x, y), admettre que le produit u (x, y) e*-* 
atteint son maximum en dehors de la base de À. De plus, on peut 
fixer un nombre À >> 0 aussi petit que l’on veut tel que la fonction 


vx, y) = u(x, y) e-A+DG-xe) (93) 


atteigne son maximum en dehors de la base de A. Montrons que 
cela est impossible. Si ceci a lieu en un point intérieur de A, alors 
Vx = Vy = 0 en ce point, d'oùu, — (1 + A) u = 0,u, = 0 (u > 0), 
ce qui contredit (90) pour À = B = 1. Si ceci a lieu sur le côté 
TZ — Zo = y — y, (mais pas en un sommet de A), alors v,< 0 et en 


3 


dérivant le long de ce côté on obtient v, + v, = 0. D'où 


uy<O0;, u = —-u, +(+hNu (u> 0), (94) 
ce qui contredit encore (90) pour À = B = 1. Si ceci a lieu sur le 
CÔTÉ x — r9 = —(y — y), on trouve par analogie v, > 0, v, — v, = 
= 0, d’où 

u,>Z>0;, u=u, +(+hu (u> 0), (95) 


ce qui contredit encore (90) pour À = B = 1. Supposons enfin que 
la fonction (93) atteint son maximum en un sommet du triangle A. 
On a en ce sommet v,> 0, i.e. u, > (1 + À) u. Si de plus u, = 0, 
on obtient de nouveau une contradiction avec (90). Si u, << 0, en 
dérivant le long du côté x — x, = y — y,, on trouve v, + v,> 0, 
d'où u,y <0, u,> —u, + (1 +À)u, ce qui contredit (90) pour 
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A = B = 1. Si enfin u, > 0 au sommet considéré, en dérivant le 
jong de x — x, = —(y — y,), on obtient comme plus haut une 
contradiction. On a donc prouvé le lemme pour À = B = 1. Gé- 
néralisons ce lemme. Considérons le triangle de côtés (88) avec les 
conditions (90) et (91). Le changement de variables x° — Bx, y" = 


= Z y transforme le triangle À en un triangle À” de côtés 
2'= Bts; 2'—Brs=y—yi; 2'—Bzs= —(y —y;) 
, B 
kR— TA SR}; 
y y 
la condition (90), en la condition 


luxe IK Puy [+ Tu, 


et la condition (91), en la condition similaire | u (Bx,, y") | M. 
D'après ce qui a été prouvé plus haut, on obtient | u (x’, y')|< 
< Me®'-Bx) dans A” et en revenant aux anciennes variables, l’iné- 
galité (92) dans À. 

Prouvons maintenant l’unicité de la solution de l'équation (82) 
vérifiant la condition (81) et les conditions du lemme. Supposons 
qu'il existe deux solutions u, (x, y) et u: (x, y) dans la bande x, < 
< z< x, telles que | ux (x, y) | et | uxy (x, y) |, k — 1, 2, soient 
inférieures à un nombre WM,. S'agissant de f (x, y, u, q), on admettra 
seulement que quels que soient (x, y) de cette bande et u,, qn, k = 
= 1, 2, inférieures en module à M,, on a 


| f (x, Y; Us, ge) — f (@&, Y; Ur 1) ES 
< Bus —u | + À Îg—œab 


où À et B sont des constantes. En retranchant l'équation (82) pour 
u, (x, y) de l’équation (82) pour uw, (x, y) et en utilisant l’inégalité 
précédente, on obtient 


F (ue — Ui)x | À | (ue — why | + B Jus — wi |. | 


En appliquant le lemme à la différence u, — u, et en tenant compte 
du fait que cette différence s'annule pour x = x, (i.e. M = 0), on 
voit sur (92) que uw, (x, y) — u, (x, y) — O0 dans tout triangle À, 
ce qui prouve l’unicité de la solution. Le cas général de l'équation 
(59) avec des conditions initiales supportées par une courbe quel- 
<onque se ramène au cas étudié plus haut par un changement de va- 
riables et par la résolution de l’équation différentielle par rapport 
à l’une des dérivées (cf. [I-1-9]). 

Considérons maintenant dans le triangle A deux solutions 
u (x, y) et u, (x, y) de l'équation (82) vérifiant des conditions 
initiales distinctes: 


U; Îx=%0 Sa Ÿ: (y) ; Urlx=+0 5 Yo (y). 
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En appliquant le lemme à la différence u, — u,, on obtient l’inéga- 
lité suivante dans le triangle À : 


lu, (x, y)—u(x, y) < es lbe (y) — 1, (Y)1 eBx 50), 


1SYL Vs 


Cette inégalité prouve la dépendance continue de la solution par 
rapport aux conditions initiales 4 (y) figurant dans la formule (81). 

Le problème de Cauchy appelle encore une remarque. Si la fonc- 
tion 1 (y) ne possède pas de dérivée seconde continue, l'application 
de la méthode de Cauchy peut conduire à une surface u = u (x, y) 
telle que uw (x, y) n’ait pas de dérivée. On démontre que dans ce 
cas le problème ne possède pas de solution dont la dérivée soit con- 
tinue (A. Ha ar, Acta Szeged, 1928, 4, n° 2). Une démonstration 
du lemme dans un cas plus général et ses applications à la démons- 
tration des théorèmes d’unicité pour les équations aux dérivées par- 
tielles sont accéssibles dans l’article: A. Mychkis, Unicité de 
la solution du problème de Cauchy. UMN, 1948, 3, n° 2. 


1-1-11. Cas singulier. Soit donnée une bande vérifiant les deux 
relations (80) et telle que le jacobien (87) y soit nul: 


A5 = Left — Ciysle=0 = UE) Fpy — Lo (E) Fa = 0. (96) 


Supposons qu'il existe une surface intégrale u — u (x, y) passant 
par cette bande et telle que w (x, y) possède des dérivées premières 
et secondes continues. Si F,, et F,, ne sont pas simultanément nul- 
les, alors de (96) et de la deuxième relation (80), on déduit que la 
bande vérifie les équations (66) dans lesquelles il faut remplacer s 
par t. Les calculs effectués dans [[-1-6] montrent alors que la bande 
vérifie toutes les équations (68), c’est-à-dire est une bande caracté- 
ristique. Donc, si sous les conditions (96) il existe une surface intégrale 
contenant la bande donnée, alors celle-ci est une bande caractéristique 
(on admet que F,, et FA, ne sont pas simultanément nulles). En outre, 
comme dans le cas d’une équation linéaire, par cette bande il peut 
passer une infinité de surfaces intégrales. Il faut mener une bande 
wo qui possède en commun avec la bande (74) un point (xo; Yo» Uo) 
et les valeurs de p, et go en (xs, Yo: wo) et de plus qui soit telle que 
le déterminant (87) ne s’y annule pas. Sous certaines conditions 
il passe par cette bande une surface intégrale qui contiendra la bande 
(74), car elle contient son élément initial. La bande w étant arbi- 
traire, le problème admet une infinité de solutions. 

Si À, = 0 sur la bande donnée, mais que cette bande ne soit 
pas Caractéristique, alors le problème n’admet pas de solution dans 
la classe des fonctions u (x, y) dont les dérivées premières et secondes 
sont continues. Il est possible que la courbe / soit singulière pour 
la surface intégrale. A noter que lorsqu'on a appliqué la méthode 
de Cauchy, on s’est servi des dérivées secondes de la fonction u (x, y). 


1-1-11. CAS SINGULIER 4# 


Si l'égalité (96) est réalisée et si la bande n'est pas caractéristique, 
alors seules les trois premières équations du système (68) sont satis- 
faites sur cette bande. Nous glisserons sur la démonstration des: 
propositions formulées ci-dessus. 

Les raisonnements précédents admettent une signification géo- 
métrique simple. Si une courbe ! nous est donnée, alors la première- 
des conditions (80) nous dit que le plan défini par p, (t) et q, (t} 
doit être tangent au cône T le long de Z et la deuxième condition, 
que le vecteur tangent à ! doit être situé dans ce plan. Si l'on. 
considère l'équation (64) des génératrices du cône, on cons- 
tate que la condition À, 0 traduit le fait que les tangentes à [' 
ne sont pas confondues avec les génératrices du cône T. Résoudre- 
le système d'équations (86) par rapport à p, (t) et qo (t) revient à. 
mener un plan tangent au cône et contenant une tangente à [. Sup- 
posons que l’on peut mener par les tangentes à Z des plans qui sont. 
tangents à 7 et qui varient continüment le long de Z (p, (t) et qo (}: 
doivent posséder des dérivées continues). 

On prolonge ainsi la courbe ! à une bande. En prenant cette- 
bande pour conditions initiales dans (73), on obtient une surface- 
intégrale. Si les tangentes à / sont des génératrices des cônes T, 
alors en menant un plan tangent au cône le long de la génératrice- 
correspondante, on obtiendra les valeurs de p, et q, le long de 7. 
La bande ainsi obtenue peut être une bande caractéristique. Dans- 
ce cas le problème possède une infinité de solutions. Il suffit de 
couper la courbe L par une autre courbe L, telle que la tangente à L, 
au point d’intersection M de Let de L, soit coplanaire mais non con- 
fondue avec la tangente à ! en M et telle qu'aucune tangente à L, 
ne soit confondue avec une génératrice de T. La surface intégrale- 
passant par !, contiendra aussi L. Il est possible enfin que les tan- 
gentes à la courbe ! soient des génératrices des cônes T' sans que- 
cette courbe soit une caractéristique, autrement dit, le prolonge- 
ment de cette courbe à une bande par la méthode indiquée n’est pas. 
une bande caractéristique. Dans ce cas on peut à partir de chaque- 
point de / mener une bande caractéristique si l’on connaît les valeurs. 
initiales (xp, Yo: Uor Por do). Si ces bandes caractéristiques for- 
ment une surface intégrale d’équation u = u (x, y), alors la courbe 
l'est une courbe singulière de cette surface. Ces raisonnements n'ont. 
qu'une valeur illustrative. 

Signalons un type important de surfaces intégrales de l'équa-- 
tion (59). Fixons un point (xs, Yo, wo). La deuxième relation (£0} 
sera alors vérifiée pour toutes valeurs de p, et q,, puisque toutes: 
les dérivées figurant dans cette relation sont identiquement nulles. 
On obtient une première relation (80) qui nous donnera en général 
une infinité de valeurs pour p, et g,. Ge seront justement les valeurs 
de ps et go qui définissent toutes les positions possibles du plan. 
tangent au point fixe (xs, Yo, Uo). On peut comme plus haut admet 
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tre que p, (t) et q, (t) sont fonctions d’un paramètre t. En portant 
les valeurs fixes (20, Yo; wo) et les expressions de p, (£) et go (t) dans 
la formule (73), on obtient une surface intégrale de l’équation (59) 
qui a la forme d’une surface conique de sommet (x4, Yo, uo). Cette 
surface sera engendrée par des génératrices curvilignes qui seront 
tangentes en (xs, Yos Uo) aux génératrices du cône T. Cette surface 
s'appelle conoïde intégral de l'équation (59) de sommet (xo, Yo; Uo)- 
On démontre que le problème de Cauchy se ramène à la construction 
suivante. On trace les conoïdes intégraux dont les sommets sont 
les points de la courbe Z et on prend leur enveloppe. Tout ce qui 
vient d’être dit doit bien sûr être rigoureusement prouvé, mais nous 
-ne nous attarderons pas sur ces démonstrations. 


I-1-12. Cas d’un nombre quelconque de variables indépendantes. 
Etudions l'équation du premier ordre 


PL 285 Das Ua Dis asess Dni = 0 (97) 


pour un nombre quelconque nr de variables indépendantes. 

La méthode de Cauchy d'intégration d’une telle équation est 
Calquée sur le cas de deux variables indépendantes. On se limitera 
donc à l’ indication des résultats. Le système caractéristique corres- 
pondant à l’équation (97) est de la forme 





OR CR QE 5 ue 
Pre Pn  PiPytee.+PnPn — (A1 + Uri) 
d 

Tr = (Lu = Frs Pa= Fu U=Fu) (98) 
Indiquons comment on obtient formellement le système (98). Soit 
U = U (zx, ..., &) une solution de l'équation (97) possédant des 
dérivées premières et secondes continues. Il est évident que X%, 
P, et U sont des fonctions de (x, . .., x,) 


Ecrivons le système d'équations du premier ordre 


TE Pr (k=1,...,n), 





-où s est une variable auxiliaire. En portant les solutions de ce système 
dans l’équation u = u (x,, . .., x,) et en dérivant par rapport às, 
On trouve 





De façon analogue 
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Une dérivation de (97) par rapport à x, nous donne 





n n 
: ÔP; 
X,+Upa+ D Pi = Xi + Upr + D Us Pi = 0. 


i=1 îi=1 
Ces égalités entraînent 


d 
_ = —(X; +U pi). 





On a donc obtenu toutes les équations du système (98). Etudions ce 
système plus en détail par rapport aux fonctions x,, u et px de la 
variable auxiliaire s. 

Il admet l'intégrale évidente 


Pr sat biere s D) =: Ce 


Supposons qu'on a réussi à intégrer le système indiqué : 


u—ut(s, x}, uU), py), (99) 
Pr — Pr (s, Th, u(), PK” , 


où zxk , uU), p} sont les valeurs des fonctions pour s = 0. On ad- 
mettra que ces valeurs initiales dépendent de (7 — {) paramètres: 


D (li se Un re 8 rs) DR sets nca: (O0) 


En portant (100) dans (99), on obtiendra pour x, et u des expres- 
sions qui dépendront de z paramètres. Le déterminant fonctionnel 
D (x;, ….. Tn) 

Ds, D .. tn-1) 

peut, en vertu des premières équations du système, être mis sous 
la forme 











P,,..., Ph 
ôx: ÔTn 
Pate , .. , 
À ôt: ôt: | (401) 
CHE ÔTn 
ôtn-1 Fr Otn-1 


Si ce déterminant est différent de zéro au voisinage de s = 0, alors 
les équations (100) définissent une surface u = u (x,, . . ., Zn). 
Pour que cette surface soit une surface intégrale de l'équation (97), 
il est nécessaire et suffisant que les fonctions (100) vérifient les 
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relations suivantes : 





FE, ere, 2 u(0). pis rs p®)=0, (102) 
ñn 

gu(0) CES 

on =D G=1,2,...,n—1). (103) 
s—1 


Le problème de Cauchy consiste à chercher une surface intégrale 
de l’équation (97) contenant une variété à (n — 1) dimensions don- 
née : 

de sise da) MP ss Er) 


On admet que cette variété est prolongée en une variété (100) de telle 
sorte que soient vérifiées les relations (102) et (103). Si dans ces 
conditions le déterminant (101) est différent de zéro sur une telle 
variété, alors la méthode exposée précédemment nous donne la 
solution du problème de Cauchy et cette solution est unique. 

Comme dans le cas de deux variables indépendantes, on peut 
construire un conoïde intégral de l’équation (97) en fixant un point 
(x, an, u®) et en choisissant p}°, ..., px comme des fonc- 
tions de (nr — 1) paramètres de telle sorte que la relation (102) 
soit satisfaite. 


Si l'équation est résolue en p,: 


Di l'es 2 Us Dose és Das (104} 


et si la condition initiale est de la forme: 
U |x1=x0) Fe Ÿ (T2, CE Tn) (105) 
alors le problème de Cauchy possède une solution unique. 


Nous n’exhibons pas ici toutes les conditions de continuité et d’existence 
des dérivées de f et de . Il faut procéder comme pour nr — 2. Pour l'équation 
(104) avec la condition initiale (105), on peut, en assujettissant f et 1 à des con- 
ditions bien définies, déterminer le domaine dans lequel existe la surface inté- 
grale. Supposons que la fonction f est continue avec ses dérivées fxps fpn © 
fu =2,...,n)pour x —x$ | <Laetzx;,, pk et u arbitraires. Supposons 
par ailleurs que ces dérivées possèdent à leur tour des dérivées par rapport à z;, 
z, u et p, continues et que les dérivées f,,, fx, fus fpns fenxp fau fænpy fuur 
fup, papy Sont bornées en valeur absolue par un nombre 4 pour les valeurs 


indiquées des arguments. Supposons enfin que % (x:, ..., x,) admet des déri- 
vées premières et secondes continues et que 


ñn 
hat +D lhxpxslSB (=2, ...,n). 
i=2 


Sous ces conditions l’équation (104) possède une solution bicontinôment dériva- 
ble vérifiant la condition (105) dans le domaine | x, — x(% |  & quels que soient 
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2 (k—=2,...;n), où a <a et 


1 In 3 
a<rii+ Tr | 
{cf. E. Kamke. Math. Z., 1943, 49, n0 3]. 


1-1-13. Intégrales complète, générale et singulière. Dans ce para- 
graphe et dans les suivants on indique une autre méthode d’intégra- 


tion de l’équation 
F (x, y, u, p, q) = 0 (106) 


et notamment de résolution du problème de Cauchy. Cette méthode 
donne plus facilement la solution dans certains exemples. En expo- 
sant la méthode de Cauchy nous avons établi ses conditions d’appli- 
cabilité ainsi que les conditions d'existence et d’unicité de la solu- 
tion du problème de Cauchy. Nous allons nous attacher maintenant 
essentiellement à l’aspect formel du problème en utilisant largement 
la théorie des enveloppes d’une famille de surfaces dépendant d’un 
ou de deux paramètres. 

La méthode de Cauchy d'intégration de l'équation (106) implique 
l'intégration complète du système d'équations ordinaires corres- 
pondant : | 


ne CR D ee 
P Q pP+q0 —(X +Up) —(Y+ Us) 

Nous allons montrer que l’intégration de l'équation (106) n’exige 

que la connaissance d’une solution de cette équation dépendant 

de deux constantes arbitraires. Supposons que cette solution est: 


u = (x, y, a, b), (108) 


où a et b sont des constantes arbitraires. Les dérivées partielles p 
et q sont données par les formules : 


P = @r(r, y, a, b), q = y (x, y, a, b) (109) 
et l’on obtient ainsi la relation 
FTx, y; (x, y, €, b), Pr (x, y, a, b), Py (x, y, d; b)] = 0 (110) 


qui doit être réalisée par rapport à (x, y) et par rapport à (a, b). 
Admettons que les constantes a et b peuvent être éliminées entre 
les relations (108) et (109) et que cette élimination nous conduit à 
l'équation (106). Dans ce cas, la solution (108) de l'équation (106) 
s’appellera intégrale complète de cette équation. Il est immédiat 
d'obtenir les autres solutions de cette équation à partir de l’inté- 
grale complète. Supposons que dans la formule (108) la constante b 
est fonction de a, i.e. b — © (a). On obtient ainsi une famille de 
surfaces intégrales dépendant d’un seul paramètre: 


u = px, y, a, w (a)l. (111) 
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L'enveloppe de cette famille qui s'obtient par élimination de @æ 
entre l'équation (111) et l’équation 


Pa Le, y, a, © (a)l + pe Îx, y, a, © (a)lw” (a) — 0, (112) 


aura le long de la ligne de tangence à la surface enveloppée les mêmes 
p et q que cette surface, donc cette enveloppe sera aussi surface 
intégrale de l’équation (106). L'ensemble de ces surfaces intégrales 
forme l'intégrale générale de l’équation (106) quelle que soit la fonc- 
tion arbitraire « (a). Cette intégrale, on le voit, contient la fonc- 
tion arbitraire o (a). On peut ensuite construire l’enveloppe de la 
famille de surfaces intégrales (108), dépendant des deux paramètres 
a et b. Ceci nous amène à éliminer a et b entre l’équation (108) et les 


équations 
Pa (x, y, a, b) = 0; os (x, y, a, b) = 0. (113) 


La surface intégrale obtenue ne contient aucun élément arbitraire 
et s'appelle généralement intégrale singulière de l'équation (106). 
On admet bien sûr que toutes les éliminations mentionnées sont 
possibles et nous conduisent à des fonctions possédant des dérivées 
continues. 

On peut obtenir aussi les intégrales générale et singulière par la 
méthode de variation des constantes arbitraires. On cherchera la 
solution de l’équation (106) sous la forme (108), en admettant que 
a et b sont des fonctions inconnues de (x, y). Au lieu des formules 
(109) on se servira des formules suivantes pour calculer les dérivées 
partielles de la fonction u: 


P = Pr + Palx + Pos 4 = Py + Poly + Poby. 
Si nous imposons aux fonctions a et b de vérifier les relations: 


Padx + Poôx = 0: Poay + prb, = 0, (114) 


alors les expressions des dérivées partielles ne changeront pas et la 
fonction (108) définira comme précédemment une surface intégrale. 
Tout se ramène à l’étude des équations (114). Ces équations possè- 
dent les solutions évidentes: a — const et b = const. On obtient 
ainsi une intégrale complète. Si a et b satisfont les relations 


Pa — 0; Pr = 0, 
on obtient une autre solution évidente qui est une intégrale singu- 
lière. Si l’une au moins de ces égalités n’est pas vérifiée, le détermi- 
nant du système (114) qui est homogène par rapport à @, et @, doit 
s’annuler : 
dx Ux 


b 


y Uy 
On admet que a et b ne sont pas simultanément constantes. Le 
fait que ce déterminant soit nul nous donne une relation entre a et b 


=(. 








a 
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(tome IIT,, [I-2-11)). On suppose que cette relation est de la forme 
b — w (a). Les équations (114) se ramènent à une seule équation 
de la forme 


Pa + OPTOR (a) 7. 0, 


et l’on obtient l'intégrale générale. On démontre que moyennant 
certaines conditions, l'équation (106) n’admet pas de solutions autres: 
que celles indiquées plus haut. En fait, cela revient à dire que la 
connaissance d’une intégrale complète nous permet de résoudre: 
le problème de Cauchy. 


I-1-14. Intégrale complète et problème de Cauchy. Montrons main- 
tenant comment le problème de Cauchy se résout à l’aide d’une inté- 
grale complète. Soit à trouver la surface intégrale qui passe par la 
courbe 


= a (5 = y: = u (0. (15) 


Le problème consiste à trouver dans l’intégrale générale définie 
par (111) et (112) une fonction b — w (a) telle que la surface inté- 
grale obtenue passe par la courbe (115). Voyons préalablement une- 
propriété de l'enveloppe. Soit donnée une famille de surfaces à un. 
paramètre : 


(x, y, u, a) = 0. (116) 


Supposons que par tout point M de la courbe (115) il passe une sur- 
face de la famille (116) et que le plan tangent à cette surface en M 
contient la tangente à la courbe (115) en M. Montrons que dans ce- 
cas l'enveloppe de la famille (116) contient la courbe (115). En. 
effet, par hypothèse 


Ÿ [x (£), y (£), u (£), al = 0. (117): 
À noter qu'à des points distincts de la courbe (115) correspondent. 
des valeurs distinctes de a, donc des surfaces distinctes de la famille 


(116). Une dérivation de la dernière relation par rapport à { nous 
donne 


elt + Vyÿi + Vuus + Wa; = 0. 


Par ailleurs, le fait que le plan tangent à une surface (116) contient. 
la tangente à la courbe (115) s'exprime par la relation 


Valt + Vyÿt + Vuur = 0. (118) 


Des deux dernières relations on déduit que Wa, = 0, d'où, — 0, 
puisque a; 0. Ainsi les fonctions (115) vérifient identiquement. 
en t les équations ÿ — 0 et y, = 0, autrement dit, l'enveloppe de la 
famille (116) contient bien la courbe (115). 

Supposons maintenant que nous connaissons une intégrale com- 
plète de l'équation (106) et mettons cette intégrale sous la forme 
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implicite: | 
Ÿ (x, y, U, a, b) = (0. (119) 


IL nous faut définir la fonction b = © (a) de telle sorte que soient 
réalisées les relations (417) et (118). Le premier membre de (118) 
-est la dérivée par rapport à £ de celui de (117). Désignons par 
Y'({, a, b) la fonction obtenue en portant les fonctions (115) dans 
{119). On a 

Wt,a, bb) =0; W,(t, a, b) = 0. (120) 


L’élimination de t entre ces égalités nous donnera une relation entre 
« et b, c'est-à-dire la fonction cherchée b — o« (a). Ainsi, pour résou- 
dre le problème de Cauchy à l’aide d’une intégrale complète il faut 
y porter les fonctions (115), dériver l’équation obtenue par rapport àt 
et éliminer t entre les deux équations obtenues. La relation établie 
“entre a et b définit la surface intégrale qui contient la courbe (115). 

On peut procéder autrement. Exprimons a et b en fonction de t 
à partir (120) et portons-les dans (119). Nous obtenons une famille de 
‘surfaces à un paramètre {. L’enveloppe de cette surface nous donnera 
la surface intégrale qui passe par la courbe (115). 

Signalons encore un lien entre l’intégrale générale et les bandes 
Caractéristiques qui s’obtiennent par intégration du système (107). 
L’enveloppe de la famille (111) est tangente à une surface envelop- 
pée le long d’une courbe Z,. En menant le long de /, le plan tangent 
<ommun à l'enveloppe et à l’enveloppée, on obtient une bande. 
Cette bande appartient à deux surfaces intégrales : à l'enveloppe et 
à l’enveloppée, donc c’est une bande caractéristique. On peut par 
-Conséquent affirmer que les formules 


u=@p(r, y, a, b); paix, y,a,b)+q(x, y, a, b)w'(a)=0, 
pr, y, a, b); q—,(x, y, a, b) 


définissent, quelles que soient a fixe et b — w (a), la solution du 
système (107) qui vérifie la condition (106). 

On peut admettre que les formules (121) définissent quatre des 
variables x, y, u, p, q en fonction de la cinquième et des trois cons- 
tantes arbitraires a, b etc — w’ (a). L'intégrale générale du système 
107) contient quatre constantes arbitraires. Mais la relation (106) 
nous dit que la famille des bandes caractéristiques ne doit dépendre 
que de trois constantes arbitraires. C’est ce qu’expriment les formu- 
les (121). Dans un prochain paragraphe consacré au cas d’un nombre 
quelconque de variables indépendantes, on s’assurera par des calculs 
don que les équations (121) donnent bien la solution du système 

07). 

Voyons maintenant s’il est possible de définir une intégrale sin- 
gulière directement à partir de l’équation différentielle sans le se- 
Cours d'une intégrale complète. Une dérivation de (110) par rap- 


(121) 
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port à a et à b nous donne 


FyPa + FrPra + FoPya = 0; F9 + FrPxrb + FoQue = 0. 


. La définition de l'intégrale singulière (113) nous permet d'affirmer 
que sur la surface intégrale singulière on a: 


FQxa + FaPya = 0; Fp9x6 + FoQye = (0. 


On admettra que le déterminant de ce système homogène par rap- 
port à F,et F, ne s’annule pas sur la surface intégrale singulière, ce 
qui revient en fait à à admettre que les équations (109) sont solubles 
par rapport à a et b. Ce système nous donne 


F=Fy=0. (122) 


Donc, l'intégrale singulière peut être obtenue par élimination de 
p et q entre les trois équations suivantes: 


Fa yu, p, 9 —=0; F,(x, y, u, p, 9)  =0; 
Fa (ts Ye Us Ps 9) = O0 (123) 


Les équations (122) indiquent qu'il est impossible d'appliquer le 
théorème des fonctions implicites à l’équation (106) relativement à la 
variable p ou q. Ceci exprime qu’il est impossible d'obtenir l’inté- 
grale singulière en résolvant le problème de Cauchy ainsi que nous 
l’avons fait dans [I-1-9], en admettant que l'équation était résolue 
en p (ou q). On aurait pu arriver à ce résultat par une autre voie. 
Quelle que soit la courbe considérée sur la surface intégrale singu- 
lière, le déterminant (96) sera nul le long de cette courbe en vertu 
des conditions (122). Ceci montre que le problème de Cauchy n’admet 
pas de solution pour toute courbe de la surface intégrale singulière. 


1-1-15, Exemples. 1. L’équation 
u= ap + yq+f(p, 9) (124) 


est analogue à l'équation de Clairault étudiée au (tome Il, [I-1- -11]). En rempla- 
çant p et q par a et b on obtient immédiatement l’ intégrale complète: 


u= ax + by + f (a, b). 
L'équation 
u = xp + yq + pq 
admet pour intégrale complète : 
u = ax + by + ab 
En appliquant la méthode indiquée ci-dessus, on obtient l'intégrale singulière: 
‘u = 7, re 
Si l’on considère une courbe quelconque | r : 
= Pl); Jo =D); = —-p(t) bp) (125) 
4—01017 
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de cette surface, alors les équations (86) 
P () Po + Ÿ (t) Go + Poo + P () Ÿ (t) = 0, 
p' @) D @) + Ÿ" () p @) + p° () po + Ÿ° (6) go = 0 
admettent les solutions po — — (t), go — — (t) et le long de la courbe (125) 
on aura 
Fp= 1400 =0; Fa=p+V(o = 0. 
L'équation 
1 

U=Zp+yq— (p? + 9?) (1241) 

admet pour intégrale singulière 


ie _ (x? + y?). (126) 


Si l’on résout l'équation (124,) par rapport à p, on obtient 
F=p—z+V + 2qy—2u—@=0, 


et la dérivée partielle du premier membre de l’équation par rapport à uw est infi- 
nie sur la surface (126). 


2. Soit donnée une équation en p et g seulement: 


_{GE, 9 = 0. 
Cette équation admet la solution évidente: 
u = ax + cy + b, 
les constantes a et c vérifiant la relation f (a, c) — 0. En résolvant cette dernière 
par rapport à e, soit c = f, (a), on obtient l'intégrale complète: 
u = ax + f\ (a) y + b. 


Cette équation définit une famille de plans. L'intégrale générale sera l’enveloppe 
de cette famille de plans à un paramètre, c’est-à-dire une surface développable 
(tome II, [V-2-13]). 
Etudions à titre d'exemple l’équation 
Éd p+g= ph. (127) 


Le cosinus directeur de l’angle de la normale n à la surface cherchée et de 
l'axe des u s'exprimant par la formule 


1 1 
= + = + = 
Fe V1+r + Vire ? 


l'équation (127) dit que les normales n font un angle constant avec l’axe des w 
Une intégrale complète est 


u = ax + VE ay + b; 


on reconnaît une famille de plans. Le système (68) s'écrit 


dr , dy : du ë 7. dp _n. dg 
Ts = 2P 7 29 7 —2(P +9); de =0; RP 0, 


et sa solution exprimée en fonction des conditions initiales est 
& = 2pçs + 205 y = 208 + Yo; u = 2 (p$ + 9ÿ) S + Uo5 p= Pos 4 — Go. (128) 
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On obtient les bandes caractéristiques en Lipeant à po et q de vérifier la rela- 
tion p? + qè — k?. Ce sont des droites le long desquelles p et q gardent des 
valeurs constantes. | 

Supposons qu’on demande la surface intégrale qui passe par le cercle 


Zo = COSt; Y9—0; w=sint. 


Les équations (86) s’éerivent ici 
pèt+=Rk; cost= —posint, 
d'où 
Po= —cotgt; = K?—cotg?t. 
En portant ces valeurs dans les trois premières équations (128), on obtient 


l'équation paramétrique de la surface intégrale cherchée en fonction des para- 
mètres s et ft: 


z=—9scotgt+cost; y—2sy k—cotg? t; u—2ks+sint. 
3. Considérons maintenant un type plus général d'équations du premier 
ordre : 
fi (, P) = fe (y, Q). 


Pour déterminer une intégrale complète on admettra que les deux membres de 
l'équation sont égaux à une même constante a: f, (x, p) = a et fa (y, q) = a. 
La résolution de ces équations par rapport à p et qg nous donne p = q, (x, a) 
et q = a (Y, a) et l’on obtient l'intégrale complète 


u = [a (x, a) dr+ F2 (y, a) dy, 


où b est la deuxième constante arbitraire. Appliquée à l'équation 


P _y 
cette méthode nous donne 
1 1 
— — gr? ——— 2 + - : 
u— ax + 5x Ÿ + b. (130) 


Soit à déte rminer la surface intégrale qui passe par la courbe 
1 
T=lÏ; rs u = À. 


En portant ces expressions dans (130) et en dérivant par rapport à ?, on trouve 





— 1 2 1 . 1 = 
1=- at + ga bi ai— ais = 0, 


L'élimination de t entre ces équations nous donne b = 0 et nous obtenons une 
famille de surfaces intégrales à un paramètre. 
4: 1 
ee te 
U= 4x + 5x Ÿ* 
L'enveloppe de cette famille est la surface intégrale cherchée, soit : 
u = 2y. 
Si pour condition initiale on avait pris la courbe 
æ=t; y=t; u= 6, - (131) 
4e 
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da méthode ‘précédente nous aurait conduits aux équations 
(Go+y—1) B+b—0: 2 (Sets —1) t=0, 


d’où il s'ensuit que a — 1, b = 0 et nous n'aurions pas pu trouver une surface 
intégrale passant par la courbe (131). Il est immédiat de voir qu'on peut pro- 
longer la courbe (131) en une bande PArSRNENIAUe en posant p=—tetq—t. 
En effet, les fonctions. 


z=t; y=t; u=t; pt; qæit 
vérifient l'équation (129) et le système (107). 


4, Si l'équation ne contient pas les variab' indépendantes, c’est-à-dire 
<st de la forme | | 
F (u, D: q) = 0 


on peut déterminer une intégrale complète en cherchant la solution de l'équa- 
‘tion sous la forme 


u— (x + ay), (32) 


où a est une constante arbitraire. 
Porn à titre d'exemple l'équation 


| pyg—u=t0. _ (133) 
En effectuant la substitution (132) et en posant £ — x + ay, on trouve 
a [g” E)P —  E) = 0. 


L'in tion de cette équation différentielle ordinaire nous doine l’intégrale 
complète de l'équation (133): 


++) 
&a e. 


‘Le système (68) s'écrit dans le cas de l'équation (133): 


dx _. dy. du _,. dp _.. d. 
a “9 ds P: ds —— = 2pq; Gs  P: & D . 


et son intégration nous donne 
8 @oet + (0 — G)5 = port + (vo — Po 3 u = pote + (u—Pu%): 


| p ous Pot; q = oe*. | | ° 433,) 
Supposons qu’on cherche la sürface intégrale qui passe par la droite 
EU 2 CE D de . Æo = t; ÿo = 1; Up = À. 


On Auf Po €t & à partir des équations 


Pod = t3 Po =; 
= 1 et 4 —=t.. En, portant p, et 4qo. dans les trois premières équations 


où Po 
ER et en posant et = v, on obtient les équations paramétriques de la sutface 
cherchée en fonction des paramètres v.et.£: 


Le ER YU; u = tu, 


‘ou, sous la forme explicite, u = zy. , 
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‘1-1-16. Cas d’un nombre quelconque de variables. On appelle 
intégrale complète de l'équation 


| F'(tis ces Tns Us Pis + + +» Pn) = 0 (434) 
une solution 

u—= (T1 oo) ns ir ün) | (135) 
de cette équation contenant n constantes arbitraires a, et telle que 
l'élimination des a, entre les équations 


Pr = Pan (Æir + Tns Gus ce, On) (K=1, 2, ...,n) (135:) 


et l’équation (135) donne l'équation (134).0n admettra que a; sont 
des fonctions de nr — 1 paramètres: 


ax = ap (lp costn) (E—14,2,..., n). (136) 


En portant ces expressions dans (135) et en éliminant les n — 1 
paramètres entre les n équations 


= D (Ti, se ns dis Lars M), 
Pt(lis ces Tns io ce.) An) =0 (j=1, ..., n—1), (137) 


on obtient l'intégrale générale de l’équation (134). Cette intégrale 
dépend du choix des » fonctions (136). Passons maintenant au pro- 
blème de Cauchy. On demande de trouver une surface intégrale 
de l'équation (134) contenant une variété de #7 — 4 dimensions 
donnée : 


= uso tr = (ssl) 


(&—1,2,...,n). (138) 


Ce problème se résout exactement comme pour le cas de deux varia- 
bles indépendantes. En portant les expressions (138) dans (135) on 
obtient une égalité de la forme 


Ÿ (Er .. En -1 As An) == 0. (139) 


En adjoignant à cette égalité les z — 1 relations obtenues par déri- 
vation de (139) par rapport à £,, ..., {,.1, soit 


Pai=0; Ya—0;...; 1, _,=0, (140) 


on obtiendra n équations à partir desquelles on peut déterminer 
an (k — 1, 2, ..., n) en fonction des paramètres ty, . . ., ln 
c’est-à-dire les fonctions (136). En portant ces fonctions dans (137) 
et en éliminant t,, ..., {,_, entre les n équations (137), on obtien- 
dra la surface intégrale qui contient la variété (138). A noter que 
dans la formule (139) le nombre de paramètres peut être inférieur 
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à n — 1. Dans ce cas il faut dériver (139) par rapport à ces para- 
mètres. 

Si l’on fixe les paramètres f;, les n équations (137) à n + 1 varia- 
bles (u, x, . .., æ,) définissent une courbe dans l’espace à 7 + 1 
dimensions de point générique (u, 1, ..., Zn). En adjoignant 
l'équation ( (135:) à ces équations, on prolonge cette courbe en une 
bande du premier ordre. Cette bande appartient à deux surfaces 
intégrales : à l'enveloppe qui s'obtient par élimination des paramètres 
+; entre les équations (137), et à une surface enveloppée. Donc, cette 
bande est caractéristique, c’est-à-dire vérifie le système de Cauchy 
(98). Ceci nous permet, si l’on connaît une intégrale complète (135), 
de trouver la solution du système (98) en fonction de 2n — 1 cons- 
tantes arbitraires. On admettra pour simplifier que a, est une fonc- 


tion de (@ +. An-1); Ces derniers jouant le rôle des paramètres 
bis «+ fn 1. Les formules (137) et (135,) deviennent : 
PÜbisnsnss ts di sue a), 
us Gt, 2270, (141) 
Ph = Par (lis ++, Tns As +. An) (k=1, 2, ...,n), 


où par b; on a désigné la dérivée de a, par rapport à ay. Les formu- 
les (144) définissent la bande du premier ordre mentionnée. Dans 
ces formules a, ..., an et bi, .. ., bn, sont arbitraires, puisque 
le choix de la fonction a, (a, . .., a 4) l’est. Prouvons formelle- 
ment que la bande définie par les formules (141) vérifie le système 
(98). 

En portant les expressions (141) de w et p;, dans l'équation (134), 
on obtient une identité en x, et ax (k = 1, ..., n) dont la dériva- 
tion par rapport à a, nous donne 


L Uga;+ D PrPxrra; = 0 G=1, 2, es n— 1), 0 


Up ee PrParen =0. 
En multipliant la dernière égalité par b;, en | no. à la précé- 
dente et en se servant de (141), on obtient les n -— 1 égalités sui- 
vents, 


DRE 


à Pr (Ga + Po = 0. : 0 (149 | 


.iGre 


En Drendiit: par ailleurs la différentielle totale. du. prenne else 
de la deuxième équation (141), on obtient les n .— 1 égalités sui- 
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vantes : 


n 
à (Pajr US Panxx0j) dx, = 0 (j as 1, 24 .….. n— 1). (143) 


Si l’on admet que l’un au moins des déterminants d'ordre nr — 1 
du système (142) ou (143) est différent de zéro, alors on peut affirmer 
que dx, sont proportionnelles à P,, c’est-à-dire que 

dx; | _ d£n 


P, .….. "Pr e 





D'autre part, de (141) il s'ensuit que du = D px dxx et 
K=1 


dti __ din du 144 
Ps  ‘‘*  Pn  piP;+...+pnPn° 6) 
Revenons à l'identité obtenue en portant les expressions (141) 
de u et p;, dans (134) et en dérivant par rapport à x,: 





À% + Psy +È PiPrixn = 0. 


En multipliant par dx, et en remplaçant, en vertu de (44), P;dxz 
par P;,dx;, on obtient rene | 


(Xe + Upr) des + Pr > Parier dti = 0. 


Or 

: 

2) Prixe dx, 7 dPy, 
donc 

_. à dir dPr 
(Xr + Up») dtr + P; dpr =0, ï.e. PE À Ur)? 
et l’on obtient en définitive le système 
Fdx; _ dr du _ 
Pi Ne Pn PiPit-..+pnPn 
dpi LS dpn : 4 
En SX; Up) DE (An Un ie 49) 


I-1-17. Théorème de Jacobi. Considérons maintenant le cas par- 
ticulier où l'équation (134) ne renferme pas la fonction inconnue u 
et est résolue par rapport à une dérivée. Pour la symétrie de la no- 
tation, on désignera les variables indépendantes par t, Tir + ++ En 
et on admettra que l'équation est résolue par rapport à po = up 
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c’est-à-dire est de la forme: 5 à 
Di HE, ss Con D es Pr) = 0. (146) 





Le système (145) correspondant à cette équation s’écrit 
hs dr — Jin __ dpi dPn 
A — Hp, aa 7 Hp re x] — Hz, 
du 
= ———— 147 
Po+PiHp;+ ... +PnHp, ° EE 


Toutes les relations à l’exception de la dernière ne contiennent 

pas P, et u. On obtient ainsi le système canonique: 

Hi EH, (et, 2 en), 
où zz et p, sont des fonctions de t. Si l’on réussit à intégrer ce systè- 
me, on déduit p, à partir de (146) et u par une quadrature de l’équa- 
tion du = (po + Pin + + + + + PnHpn) dt. 

Comme l'équation (146) ne contient pas uw, on peut ajouter une 
constante arbitraire à sa solution. Supposons que nous connaissons 
une intégrale complète de l'équation (146). Cette intégrale dépend 
de n + 1 constantes arbitraires dont une additive: 


(72 = 4 (é, T1» CRCEET) Tns di, .. 4 An) — Go. 
Appliquons les relations (141) à ce cas en faisant jouer à a, le rôle 
de a,. Comme qu, = —1, l'intégrale générale du système canonique 
s'écrit : 
Va, = On ; Pr = Ÿx, (k—1, ... n). 


Ceci fait l’objet du théorème classique de Jacobi mentionné déjà 
dans le (tome IV,, {II-22]). 

Signalons que si l'équation (134) ne renferme pas la fonction 
inconnue u et n’est résolue par rapport à aucun p,, c'est-à-dire est 
de la forme 

Elise : Du-5 se aa) = 0: 


alors le système (145) correspondant à cette équation s'écrit : 








das — in _._ ps 7  —_dPn_ 
Fr, de Fp, — Fr Fe — Fin 
du 
= ———_—_—__———_— — = (Às 
PiFp,+ siere + PnFp, d 


et l’on obtient encore le système canonique: 


d 
ER hp, (k—1,...,n) 


Te PR 3 x 
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dans lequel le paramètre s joue le rôle d’une variable indépendante. 
Si l’on réussit à intégrer ce système, on détermine uw à l’aide d’une 
quadrature. 

Le théorème de Jacobi nous indique comment intégrer le système 
canonique correspondant à l'équation (146) si l’on connaît une inté- 
grale complète de cette dernière. La méthode de Cauchy développée 
dans [1-1-2] nous montre, à l'inverse, comment on peut, si l’on sait 
intégrer le système (147), trouver les solutions de l’équation (146) 
vérifiant des conditions initiales quelconques et, en se servant de 
ces dernières, montrer, en particulier, comment on peut trouver 
une intégrale complète de l'équation (146). 


I-1-18. Systèmes de deux équations du premier ordre. Nous avons 
exhibé de nombreux exemples dans lesquels nous avons déterminé 
une intégrale complète par des procédés élémentaires. Il se pose la 
question de savoir s’il est possible d'élaborer une méthode générale 
de recherche d’une intégrale complète de toute équation du premier 
ordre. Pour exposer cette méthode il nous faut étudier préalablement 
la résolution d’un système de deux équations du premier ordre en u: 


Fr, y u, p, g9)=0; ®(x, y, u, p, q) = 0. 
On admet que ces équations sont résolues par rapport à p et q, soit 
P = f(x, y, u); g— g (x, y, u). (148) 


On dira que ce système est complètement intégrable s'il admet une 
solution dépendant d’une constante arbitraire. On se propose d’éta- 
blir une condition nécessaire et suffisante d'existence d’une telle solu- 
tion et de donner une méthode de détermination de cette dernière si 
cette condition est remplie. En dérivant la première équation ({48) 
par rapport à y et la seconde par rapport à x, on obtient de toute 
évidence 


Îy + fu = Lx + LuP; 
ou en vertu de (148) 


fu SH Îug = gx + Bu]. (149) 


Si cette relation entre les variables x, y, u n’est pas réalisée identi- 
quement, alors elle définit u comme une fonction de x et y et seule 
cette fonction qui ne contient pas de constante arbitraire est sus- 
ceptible d’être solution du système (148). Donc, la réalisation de la 
relation (149) est une condition nécessaire pour que le système (148) 
soit complètement intégrable. Montrons qu'elle est suffisante et 
indiquons en même temps une méthode de résolution du système 
(148). On peut traiter la première équation (148) comme une équa- 
tion à une variable indépendante x, puisque y est un paramètre dans 
cette équation. En intégrant cette équation du premier ordre, on 
obtient u en fonction de la variable indépendante x, du paramètre y 
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<t d’une constante arbitraire C (y) que l’on supposera dépendre de y: 
u = px, y, C(y)l. (150) 
Cette fonction doit satisfaire aussi la deuxième équation (148), 
c’est-à-dire qu’on doit avoir 
dC 
PytPc-g “8; y, u 
où 
dC _8(&, y, u)—y 
dy Pc . 
<quation dans laquelle il faut remplacer uw par son expression (150). 
Montrons maintenant que si la relation (149) a lieu, le second membre 
de (151) ne contient pas x. En effet, en annulant la dérivée du second 
membre de l'équation (154) par rapport à x, on obtient 
(8x + EuPx — Pyx) Pc — Pex (g es Py) Te 0. (152) 
Comme la fonction (150) vérifie la première des équations (148), 
on a les relations évidentes: 
= f; Pyx — Îy aa ÎuP y Pcx —= fuPc- 


Ces a nous PEERIEnt de mettre la condition (152) sous la 
forme : 


(151) 


(8x TL 7 — À Fe fuPy) Pc — ÎuPc (£ 3 Puy) Fe 0, 


æt cette condition est manifestement réalisée, puisque l’on admet que 
la relation (149) l’est identiquement. Donc, sous ces conditions, 
l'équation (151) est une équation du premier ordre en C (y) dont 
l'intégration nous donne C en fonction de y et d'une constante arbi- 
traire b. En portant l’expression de C dans (150), on obtiendra la 
solution du système (148) en fonction d’une seule constante arbitraire. 
Donc, pour que le système (148) admette une intégrale complète il est 
nécessaire et suffisant que la relation (149) soit identiquement réalisée. 
Si cette condition est remplie, l'intégration du système (148) se 
ramène à celle de deux équations différentielles ordinaires du pre- 
mier ordre et la solution générale du système (148) contient une seule 
constante arbitraire. 

Le problème résolu est étroitement lié à l'intégration de l’équa- 
tion aux différentielles totales : 


 Pdz+Qdy+Rdu=0, (153) 
où P,Qet R sont des forictions données de (x, y, u). Cette équation 
se ramène directement au système (148) si l'on pose 


ns BR 


SD na D Aer dal ta Es PR EEE PS 
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et la condition d'intégrabilité (149) devient 
P (Ry — Qu) + @ (Pa — Ra) + R (Qx— Py) = 0. 
Nous avons déjà signalé que cette relation était une condition néces- 


saire et suffisante d’intégrabilité complète de l'équation (153) 
(tome Il, [III-2-11/). 


_I-1-19. Méthode de Lagrange-Charpie. Cette méthode est une 
méthode générale de construction d’une intégrale complète d’une 
équation aux dérivées partielles du premier ordre: 


F (x, y, u, p, q) = 0. (154) 
Cherchons une deuxième équation de la forme 
(3) (x, y, U, p, q) — à, (155) 


où a est une constante arbitraire, et telle que les équations (154) 
et (155) soient solubles par rapport à p et q et que le système de la 
forme (148) ainsi obtenu soit complètement intégrable. L’intégra- 
tion de ce système introduit une constante arbitraire b et l’on obtient 
ainsi une intégrale complète de l” équation (154). La condition d’in- 
Hein complète (149) peut être mise sous la forme 


Py À Pud = x + up (156) 
Calculons les dérivées partielles figurant dans cette identité en uti- 
lisant les règles de dérivation des fonctions implicites p et qg de 
(x, y, u) définies par les équations (154) et (155). En dérivant les 
relations (154) et (155) par rapport à w, on trouve 
Fa + FpPu À Fou = 0; ®, + D,py + D Qu = 0, 
d’où | 















































Fu: | : Fp, Fu 
= Dus Pal. __ _ 1®p, ®u 
Pu— — Fp, Fq 9 Iu — Fp, re . 
Dp, o:| Dh, : D En 
De façon analogue, en dérivant par rapport à x. et y, on aura 
Fp, Fx Fy, D 
= Dp, Pl. _ __1®y, Pa 
Be TR, Fil PM UF» Faq 
et la condition d’intégrabilité (156) s'écrit, + 
PE q u» q p? Le : 
ou EL | LE ti | 
PF F,+Fip . LFa tra (157) 
D, D, +®,p Dy D, +; DE 
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En développant ces déterminants et en utilisant les notations de 
[1-1-6] on obtient l'équation suivante pour la détermination de la 
fonction ®: 


_(Y+Ug) D,=0. (158) 


Strictement parlant cette équation doit être satisfaite si l’on rem- 
place p et q par leurs expressions tirées de (154) et (155). Mais on 
exigera plus, plus exactement, qu’elle soit identiquement vérifiée. 
Le système d’équations différentielles ordinaires correspondant à 
l'équation linéaire sans second membre (158) est justement le système 
de Cauchy (107): 


dx __dy _ du dp L dq 
—(Y+Uo) (58) 


PQ PO =G+Un 

Il nous suffit de trouver une intégrale de ce système telle que les 
équations (154) et (155) soient solubles par rapport à p et q. 

On sait que le système (159) possède une intégrale évidente F = C. 
La connaissance de cette intégrale facilite la recherche d’une autre 
intégrale du système. On peut aussi se servir de la relation évidente 
F = 0. 
Si l'équation (154) ne contient pas la fonction inconnue u, c'est-à- 
dire est de la forme F (x, y, p, q) = 0, alors on cherchera l'inté- 
grale sous la forme : 


®D (x, y, p, q) = a. 
La condition (157) s'écrit alors: 
Fr, Fr Fu Fy 
D, ®, D, D, 
ou sous la forme détaillée 
(FpDx — FD) + (FaDy — FD) = 0, 











—0, (160) 





ce qui revient à intégrer le système 


dx __dy __ dp __  dq 
Bo QE. 659 
Le premier membre de (160) s'appelle crochet de Poisson des fonc- 
tions F et ® et se désigne par le symbole (F, D). Le premier membre 
de (157) s'appelle crochet de Mayer des fonctions F et ® et se note 
{F, D]. Si pour toute fonction © des variables (x, y, u, p, q) on 
convient de poser 


do 


do 
Te = Ox + OupP; 71 = Oy + Oug, 
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alors le crochet de Mayer s'écrit: 


aF F dF 
D o al. 
[F, ®]= ot le ds (462 
n | [Ve y 


On dit que deux fonctions F et ® sont en involution si leur crochet de 
Poisson ou de Mayer est nul. Dans le premier cas, ces fonctions doi- 
vent dépendre des variables (x, y, p, g), dans le second, il faut ajou- 
ter u à ces variables. La méthode de Lagrange-Charpie consiste donc 
à trouver une intégrale du système (159) ou (161) qui soit en involu- 
tion avec F. 

Signalons un fait qui saute immédiatement aux yeux lorsqu'on 
compare les méthodes de Cauchy et de Lagrange. Avec la méthode de 
Cauchy on doit trouver toutes les intégrales du système (159), avec 
la méthode de Lagrange-Charpie, une seule. Si l’on connaît une inté- 
grale complète de l'équation (154), on peut complètement intégrer 
le système (159). 


1-1-20. Systèmes d’équations linéaires. Pour généraliser la méthode de 
Lagrange-Charpie au cas d’un nombre quelconque de variables indépendantes, 
il nous faut préalablement étudier l'intégration d’un système d'équations 
linéaires homogènes en une seule fonction inconnue. Considérons un tel système 
de m équations: 


X1(u)=@11P1 + @32P2 + +. + dinPn =0, 

Xa(u)=4@21p1 + 022Pa + +. + GonPn =0, (163) 

Xm(u)=4@m1P1 + @m2Pa + +. + AmnPn=0, 
où px — U,,, les coefficients «;, sont des fonctions continues et continûment 
dérivables des variables indépendantes x, et X, (u) désigne le premier membre 
de la k-ième équation. On demande une fonction w vérifiant simultanément 
toutes les équations du système (163). Les solutions u — const sont automati- 

uement écartées, vu le peu d'intérêt qu’elles présentent. On admet que les 

équations (163) sont linéairement indépendantes, c’est-à-dire qu'il n'existe 
pas de À; non tous nuls susceptibles de dépendre de x, et tels que l’on ait 


m 
D AaXn(u)=0, 
Let 


identiquement par rapport à z, dans un domaine de variation de x, et de p.. 
Si de tels À, existaient et si l’un d’eux était non nul, alors le premier membre 
d’une équation de (163) serait linéairement dépendant de ceux des autres équa- 
tions. Cette équation serait donc une conséquence de toutes les autres et on pour- 
rait la supprimer. Re ee : 

Supposons que m > n et considérons les nr premières équations du système, 
Ces équations étant linéairement indépendantes, le déterminant formé avec leurs 
coefficients doit être différent de zéro. Donc, le système sans second membre en 
Pr, n’admet que la solution triviale p, = ... — pn — 0, d’où il résulte que u — 
— const, autrement dit, pour m > n le système n'admet pas de solutions (autres 
que la solution évidente u — const). On supposera donc dans la suite que m < 
<< n. | 
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On peut former de nouvelles équations linéaires sans second membre à partir 
des équations (163) et ces équations peuvent être linéairement indépendantes de 
(163). Etablissons tout d’abord quelques identités élémentaires. Si u, et uw 
sont deux fonctions quelconques des variables indépendantes x, ..., x,, on 
a les identités évidentes : 


Zn (ui + ue) = À (wi) + Xx (us); 


Xy (us) = WXx (ue) + ueXr (wi). 
Dans X; (u) remplaçons la fonction u par le premier membre de la k-ième équa- 
tion, c’est-à-dire par l'expression de X4 (u). En tenant compte de (164), on 
trouve | . 


(164) 


Xi (Xnu)= Ÿ Xi (ans) ux,+ D ansXi (ur). 
s=1 s—1 
De façon analogue, 
Xr(Xi(u))= > XR (ais) x, + > disXR (Uxs). 
s—1 


s—1 
En se servant des dérivées secondes de la fonction u, on peut de toute évi- 
dence écrire : 
‘ n 


n n n 
> ahsXi (Ux,)= > Rs >» ditüx ext = > ditahsUx ext" 
s—1 s=1 t=1 8, t—1 


La dernière expression ne change pas lorsqu'on permute les indices i et k: 
nr n 
D'aisXh(ux)= D ansXi(ux), 
s—1 s—=1 


et l’on obtient la formule suivante: 
n 
Xi(Xn (u))—Xn (Xi (u))= D [Xi tans)— Xn (ais) ux,s (165) 
s—1 
où le second membre est une fonction linéaire homogène de p, = u,, dont les 


coefficients dépendent de z,. Généralisons la notion de crochet de Poisson à un 
nombre quelconque de variables indépendantes. Le crochet de Poisson de fonc- 
tions œ et 1 des variables z,, . .., x, et p1, . . ., p, se définit de façon analogue 
par l'égalité : 


n 
(q; p=Y (PPjŸx;— PxjŸp;) (166) 
3=1 
Supposons que q—X;(u) et ÿ—Xzr(u). On a 
n n : 
: er ÔaRs : . dis : se. 
PP, ii; Ve, 1 Ge; Ps; Ras De Pi Vp,= 2; 
$—= S—= 


En portant ces expressions dans le second membre de (166), on obtient : 


n n 


n 

_ ze 0aRs Ouais 

Are), Xe D (D es D où D) pa 
s=1 Jj=1 31 
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ou ce qui revient au même: 


n 
(Xi(u), Xa(u)= D [Xi (ans) —XR (ais)] ps 
s=1 
Une comparaison avec le second membre de (165) nous donne l’importante iden-— 
tité : 
Xi (Zn (u)) — Xn (Xi (u)) = (Xi (u), Xr (u)). (167) 


Si u est solution du système (163), c'est-à-dire 
Xi(u)=0 (—=1,..., m), 
alors elle sera aussi solution de l'équation linéaire sans second membre 
(Xi (u), Xr (u)) = 0 (168) 


quels que soient les indices i et k. En faisant prendre toutes les valeurs possi- 
m (m — 
2 
membre qui résultent, au sens indiqué, du système (163). Certaines de ces équa- 
tions peuvent se transformer en identités, c’est-à-dire que leurs coefficients en p4 
sont nuls. Joignons les autres équations (celles qui ne se transforment pas en: 
identités) à celles du système (163) en nous assurant à chaque fois que l’équation: 
adjointe n’est pas une combinaison linéaire des précédentes (si une équation est. 
une combinaison linéaire des précédentes, il faut immédiatement l’écarter). En 
faisant cette opération avec toutes les équations nous obtenons un nouveau systè- 
me qui peut être composé de plus de m équations. Formons les crochets de Pois-- 
son des premiers membres du nouveau système en prenant soin d’écarter ceux. 
qui ont déjà été dans le système initial. Joignons les équations obtenues au: 
nouveau système comme nous l'avons déjà fait plus haut. Poursuivons cette pro- 
cédure. Deux cas peuvent se présenter. Ou bien nous obtenons un système de n: 
équations qui n’admettra donc que la solution triviale uw = const et il en sera 
de même du système initial. Ou bien nous obtenons un système de moins de »: 
équations tel que toutes les nouvelles équations déduites par le crochet de Pois-- 
son sont des combinaisons linéaires des équations de (163). Un tel système est 
dit complet. Des raisonnements précédents il s’ensuit donc que Le système initial' 
ou bien n'admet que la solution triviale ou bien est équivalent à un système complet. 
On admettra que le système (163) est complet, c’est-à-dire ou bien les crochets. 
de Poisson (X; (u), XX (u)) sont des combinaisons linéaires des premiers mem- 
bres des équations initiales: 


bles aux indices, on forme ) nouvelles équations linéaires sans second 


m 
(Xi), Xa (u)= D PIX; (u), (169) 
i=1 
les coefficients p$i) étant des fonctions de x,, ou bien ils sont identiquement. 
nuls. 
I-1-21. Systèmes complets et jacobiens. Etablissons quelques propriétés: 


fondamentales des systèmes complets. Introduisons les nouvelles vaïiables. 
indépendantes | 


Un = PR (Aus c++ En) G—=1,2,...,n) 


(on admet que ce système est soluble en z,). Le système (163) s'écrit dans les 
nouvelles variables : 





ou -Ou 
n 


CU y dy OÙ. = 2 ess), 
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où, en vertu de la règle de dérivation de fonctions composées, 


n 
() 
bn= D) 2j er X j (De (170) 
s=1Î 


Pour toute fonction u on à Y;(u) — X;(u), le premier membre ne contenant 
que les variables indépendantes y,, le second, que les variables indépendantes z,. 
Donc, quels que soient les indices à et k, 


X; (Xn (u)) = Yi (Y (u)) 
et 
Xi (Xe (u)) — Xe (Xi (u)) = Yi Pa (u)) — Ya (Ya (u)). 


Compte tenu de (167) et (169), il vient 
m 
Yi) Ye Pitu))= D y y; (u) 
l=i 


où les coefficients yf# se déduisent à partir des coefficients Bl#) par un 
simple passage aux nouvelles variables. On voit donc que si le système initial est 
complet, il en est de même de tout système obtenu par un changement des variables 
indépendantes: 

Voyons maintenant une deixième propriété des systèmes complets. For- 
mons m combinaisons linéaires des premiers membres des équations (163): 


Z; (u) es À (u) EE LUE PAS Œw dim m (u) (e) = 4, es m), 


les coefficients d;, étant supposés dépendre de x, et le déterminant || d;, || 
différent de zéro. Sous ces conditions le système d'équations 


ZW =0 G—=1,2,,.., m) (174) 


sera manifestement équivalent au système (163). Montrons que si Le système ini- 
tial est complet, il en est de même de tout système équivalent. En effet, le crochet 
de Poisson (Z; (u), Z, (u)) sera la somme d'expressions de la forme 


dipXp (hgX q (0) — de gX a GipXp (u)h, 
ou, en vertu de (164), la somme d'expressions de la forme 
dip [Xp Gro) Xa @) + dX p (Ka WI — da LX a ip) Xp (0) + 
En dipX q (Xp (&)) = dipÂp (dp a) À q (u) — dax q (ip) Xp (u) E 
+ dinde LXp Lg) — Xa Xp (u)le 


Les expressions X, (X9 (u)) — X g (Xp (u)) étant toutes linéairement dépendan- 


tes de X;(u), le crochet de Poisson (Z; (u), Zy (u)) dépend linéairement de 
X; (u), donc de Z; (u), ce qui exprime que le système (171) est complet. Intro- 
duisons maintenant une notion qui est un cas particulier de la notion de complé- 
tude, plus exactement, on dira qu’un système (163) est jacobien si tous les cro- 
chets de Poisson (X; (u), X4 (u)) sont identiquement nuls, c'est-à-dire si tous 
les coefficients en p, sont identiquement nuls. Il est immédiat de transformer 
un système complet en jacobien par des opérations algébriques élémentaires. 
En effet, soit donné un système (163) complet. Ce système étant composé d’équa- 
tions linéairement indépendantes, sa matrice est de rang m et on peut le résoudre 
par rapport à m variables p,. Sans restreindre la généralité on peut admettre 
qu’il est soluble par rapport à p,, . .., Pm, c’est-à-dire qu’au lieu du système 
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(163) on obtient le système équivalent 


Pit Ci, msiPmai te. + Gi,nPn= 0, 
Pat Ce, m#1Pm+1 +. +C2,nPr = 0, 


3 - L LI LL L * L 2 ° L] LI e L] LL LL L3 LD L] 


Pm-t Cm, m+1Pm+#1 + ...+Cm,nPn = 0. 


D'après ce qui a été prouvé plus haut, ce système doit être complet. Montrons 
qu’il est aussi jacobien. Désignons comme toujours par X;, (u) les premiers mem- 
bres des équations du système. Nous devons prouver que les coefficients por) 
de la formule (169) sont tous identiquement nuls. De la forme du système (172) 
et de la définition du crochet de Poisson il s’ensuit immédiatement que le pre- 
mier membre de (169) ne contient pas p, pour s < m, et que le coefficient en p, 
(s < m) du second membre est visiblement égal à pih), D'où il résulte aussitôt 
que les coefficients BÜ-*) doivent être tous nuls, autrement dit le système (172) 
est bien un système jacobien. À noter qu'un système jacobien n’est pas forcé- 
ment de la forme (172), mais, d’après ce qui vient d’être prouvé, si un système 
complet se ramène à la forme (172), alors il est jacobien. 


(172) 


I-1-22. Intégration des systèmes complets. On peut remplacer l'intégration 
d'un système complet (163) par celle d'un système jacobien (172) équivalent. 

Considérons la première équation du système (172) et le système d'équations 
différentielles ordinaires correspondant à cette dernière: 


dt; __dz, _ Îlm _ dtmyi __ dtn 
4 . 0 ep en 


Ce système possède nr — 1 intégrales indépendantes 











0 C1, m+#1 Gin 


Pa (Lys +. Zn) = Ca; ….., Pn (1 ET Zn) = Cr 


les premiers membres de ces relations étant solutions de la première équation 
(172). Signalons qu'on aurait pu immédiatement trouver m — 1 intégrales, 
savoir : 


Te = CONSt; .. 5 Tm = CONSt. 
Introduisons les n — 1 nouvelles variables 
Us = Pe (Ets cos En) (5—=2,...,n). (173) 


Les intégrales étant indépendantes, le système (173) est soluble par rapport 
à n — 1 variables x, et l’on peut choisir la fonction q; (1, . .., x,) telle que 
le système 


= et; 0 


soit soluble par rapport à toutes les variables x,. Si, par exemple, le système 
(173) est soluble par rapport à z1, ..., æh-1, il nous suffit de prendre q = x,. 
Ecrivons le système (172) dans les nouvelles variables indépendantes. En se 
servant de la formule (170) et du fait que m2, . .., @, sont solutions de la pre- 


mière équation (172), on s'assure que cette équation se ramène à la forme = 


= 0. On supprime ensuite tous les termes contenant Fe dans les m—1 équa- 
tions restantes et comme ces équations sont linéairement indépendantes, on 
peut résoudre le système qu’elles forment par rapport à m—1 dérivées D. 
Sans restreindre la généralité, on peut admettre qu'il s’agit des dérivées 
5—01017 
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con jrs EL . Le système transformé est donc de la forme: 
0yo 0Ym | 
ou 
( Y U = —0, 
| 1 ( ) EPA 
êu ou 
Y u\ = ———— h Se: h =0 
| 2 ( ’ ÔY» + 2, Mm+1 TRI + an OYn , (174) 
| ou ou du 
Yu) =——+h | ee +hmn = —=0. 
( m ( ) OYm +- m, m+1l OYm+1 + + mn On 


Le système initial est jacobien, donc complet et par suite il en est de même 
du système transformé. Ce dernier étant soluble par rapport aux dérivées, il est 
jacobien. Signalons que des raisonnements du {1-1-21] il s'ensuit immédiate- 
ment qu’un système jacobien se transforme en un système jacobien dans les 
nouvelles variables. 

La première équation (174) indique que la fonction v ne doit pas dépendre 
de y,. Montrons que les coeïficients des autres équations du système (174) ne 
contiennent pas y,. En effet, toute expression 





ôh; êu his Ou 
A Re Rte ou 


doit s’annuler identiquement, puisque le système (174) est jacobien, ce qui prou- 
ve notre assertion. On peut donc dans le système (174) écarter la première équa- 
tion et intégrer les autres en admettant que u ne dépend pas de y,. On obtient 
ainsi un système fermé de m — 1 équations à n — 1 variables indépendantes. 
En appliquant l'opération précédente à ce système, on obtient un système fermé 
de m — 2 équations à n — 2 variables. Cette procédure nous conduit finalement 
à une seule équation pour une fonction u de n — m + 1 variables. En désignant 
ces variables par y, ..., Yn-m+1, On obtient l’équation 

ôu : ôu Es Le Ou 

Oui 6ys Sync 
où les variables indépendantes y; dépendent des variables indépendantes initia- 
les x, ..., x,. Le système d'équations différentielles ordinaires correspondant 
à cette équation admet n — m intégrales indépendantes : 


Ÿ (ÿ1» CR Un-m+1) Er Ci; .. Ÿn-m (Ga, ss Yn-m41) Te Cn-m) 
et la solution générale de cette équation est 


- u — pd (b:; 7 Ÿn-m); 
où YŸ est une fonction arbitraire. Cette formule nous donne aussi la solution 
générale du système initial (163). 


1-1-23. Crochet de Poisson. On se propose d'utiliser les résultats précé- 
dentes pour élaborer une méthode de détermination de l’intégrale complète d’une 
équation non linéaire du premier ordre dans le cas d’un nombre quelconque de 
variables indépendantes. À cet effet, comme dans le cas de deux variables indé- 
pendantes, il nous faut étudier un problème auxiliaire. Soit à déterminer une 
fonction u (x, ..., r,) sachant que ses dérivées partielles sont des fonctions 
données des variables indépendantes x, : 


PR = PRÜtis ce. Tn) (Kk—=1,2,...,n). (175) 
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La dérivation étant indépendante de l’ordre dans lequel elle est effectuée, 


on voit que les fonctions (175) doivent vérifier les —— T 


0Pi (Z1, es Tn) __0pn (T1. ..., Tn) 
ÔTR 0x; : 


relations suivantes : 





(176) 


Ces relations sont nécessaires et suffisantes à la détermination de la fonc- 
tion u. Ce fait a été prouvé pour n = 2 et n — 3 (tome II, [III-2-8]). En géné- 
ralisant la formule de Stokes à un espace à n dimensions on s’aperçoit, comme 
pour n = 3, que si la condition (176) est remplie, l’intégrale curviligne 


(Xi, ..., Xn) N 


U (Ty, +. Tn)= >; Ds (Ti +.., Zn) dts 
s—=1 


ne dépend pas du chemin et donne une fonction w ayant (175) pour dérivées 
partielles. 

On démontre la suffisance des conditions (176) dans le cas général par 
récurrence. Supposons que la suffisance des conditions (176) a été prouvée pour 
n — { variables et prouvons qu’elle est valable pour n variables. Nous supposons 
donc que les fonctions (175) satisfont les conditions (176). Notre assertion étant 
vraie pour rz — 1 variables, on peut, en se servant des nr — 1 premières fonctions 
(175), former une fonction uw des variables (x, ..., x, 1) telle que u,, = 
= Pp (is cs Zn) (k = 1, 2, ..., n — 1). Dans cette fonction x, figurera 
comme paramètre, car p4 en dépend. On peut par ailleurs ajouter à la fonction u 
une constante arbitraire que l’on supposera dépendre de x, 

On obtient ainsi la fonction 


ist eds a) Ce (ES 


qui vérifie les n — 1 conditions: 
Up = Ph (is En) (= 12 it, mes), 


Reste à choisir c (x,) tel que l’on ait u,,= pn (21, . .., zh), ce qui nous 
conduit à l'équation 


dc (Zn) 
EL 2 pr (Ti, +, Tn) —u, 


n 


Il reste à montrer maintenant que le second membre de cette équation ne dé- 


pend que de x,. En dérivant par rapport à x, pour 4 << n et en tenant compte de 
(176) et de l'égalité Ux, = Pr, OR obtient 


ÔtR On | 





OPn @u __ OPn 9 ( ôu ) 
Th Otn 0Zh  ÔTk On \ÔôTR 
c.q.f.d. 


Admettons maintenant que les dérivées partielles p, sont définies implicite- 
ment par les n équations: 


Fo (trs ee Tns Pas ces Pn) = 4 (s=1,...,n), (177) 


que nous supposons solubles en p,. Montrons que pour que les p; définies par les 
équations (177) satisfassent aux conditions (176), il est nécessaire et suffisant 
que tous les crochets de Poisson des premiers membres de (177) soïent identique- 
: Se ; , : nn —1Â). en en 
ment nuls, c’est-à-dire qu’on doit avoir les oo. identités suivantes en 


5° 
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zx; et p;: 
n 
0F; 0Fx OF; ‘0Fhk 
is Fn= } ÔPs O7 ts ts ] = 0. (178) 


S—= 


Ceci étant, on admet que les seconds membres des équations (177) sont des cons- 
tantes arbitraires. | 
Prenons deux équations (177) et dérivons-les par rapport à x, : 











En multipliant la première équation par ee et la seconde par FE, enre- 
S S 


tranchant la première de la seconde et en sommant sur s, on obtient: 


n n n ñn 
0Fr OF; ôp;j ÔF; O0Fr 0pj _ 
NPD Dome ver Di à du do À 


JA s—1 Î=i s— 


En changeant les indices des variables de sommation dans la deuxième somme, 
on peut mettre la formule précédente sous la forme: 


LA nr 
ôF 0F; [6j Ps 
(Fi, Fat 2 2 D (5 me) =0. (179) 
= S—= 








Si px vérifie les relations (176), alors de la dernière formule il s'ensuit immé- 
diatement que les identités (178) sont valables quels que soient les indices. 
Prouvons la réciproque, c’est-à-dire que si les identités (178) ont lieu, alors 
les p, définies par les formules (177) vérifient les relations (176). Si les identités 
(178) sont valables, la formule (179) s'écrit: 


nn 
> D 0Fr 0F; (22) 0 
- 0p;j ÔPs \ 0ts ôt ; d 
J=1 s—1 


les indices à et k pouvant prendre des valeurs quelconques. En attribuant les 
valeurs 4, 2, ..., n à l'indice k, on obtient n égalités que l’on peut traiter 
comme nr équations sans second membre en les n quantités suivantes: 











n 
OFi { ôp; __ ôPs ) _ 
D ÔPs ( ts 0x ; G=1, 7 Si n). (180) 


$= 


Le déterminant de ce système est le jacobien des fonctions F, par rapport à p.. 
Ce jacobien est différent de zéro, puisqu'on a admis que le système (177) est 
soluble en p,. On peut donc affirmer que les quantités (180) sont nulles. En fi- 
xant j et en attribuant les valeurs 1, 2, ..., n à i, on obtient encore un système 
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d'équations sans second membre en les quantités 


ôpj __ ÔPs eL 

2 (s—1, 2, ..…., æ). (181) 
Le déterminant de ce système étant différent de zéro, car c’est le jacobien des 
fonctions F, par rapport à p., il s'ensuit immédiatement que les quantités (181) 
sont nulles, ce qu’on voulait. Donc, pour que le système (177) définisse les dérivées 
partielles p, d'une fonction u, il est nécessaire et suffisant que les fonctions F; soient 
deux à deux en involution. On a admis que les seconds membres des équations 
(177) sont des constantes arbitraires et de ce fait on a exigé que les relations 
(178) soient identiquement vérifiées. Si l’on fixe certaines de ces constantes, il 
suffit alors d'exiger que les relations (178) soient satisfaites en vertu des équa- 
tions ainsi obtenues. : 

Signalons encore quelques propriétés élémentaires du crochet de Poisson. 

Si et y sont des fonctions de z4 et p, et a et b des nombres, alors de la défi- 
nition du crochet de Poisson, il s'ensuit immédiatement que: 


(ap, bY) = ab (p, ). 


Soit w une fonction de x, et p,. On a l'identité: 


((@, Ÿ), ©) + ((b, ©), p) + ((w, p), y) — 0, (182) 


appelé communément identité de Poisson. Cette identité contient les crochets 
doubles de Poisson. Chaque terme de cette identité est le crochet de Poisson 
d’une fonction et du crochet de Poisson des deux autres fonctions. Pour vérifier 
l'identité (182) on remarquera préalablement que chaque terme contient des 
dérivées du premier ordre. Cette identité étant symétrique par rapport aux 
fonctions p, + et © et aux variables x, et p,, pour la vérifier il suffit de s’assu- 


rer que tous les termes contenant es se simplifient dans le premier membre. En 





utilisant la définition du crochet de Poisson, on s’assure que le coefficient en 


Li du premier membre de l'identité est: 


























pr 
n 
1 ô (2) COS ô (=) | 
ôps \ O0zr | Ôxe 0x8 \ 0x } ps | 
s=1 
n n 
=. (+ 06e. 0% )-> [= (= a 
ÔTR OPs Ôts Ôts Ps dPs | Ôts 
= s=1 
… (A) (=) ôY 
Ôts \ 0x%R } Ops |” 


En dérivant on constate que ce coefficient est bien nul. 


1-1-24. Méthode de Jacobi. On se propose maintenant de généraliser la 
méthode de Lagrange-Charpie, plus exactement, de chercher une intégrale comp- 
lète d’une équation du premier ordre pour un nombre quelconque de variables 
indépendantes en admettant que cette équation est de la forme 


F; (ts os Tns Pis Pn) —= 0, (183) 


c'est-à-dire ne contient pas la fonction inconnue z. Si l’on réussit à choisir en- 
core n — 1 fonctions F, de telle sorte que les n fonctions obtenues soient deux 
à deux en involution et soient solubles en p,, alors en considérant le système 
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(177) dans lequel on posera 4, — 0, on trouvera les p, vérifiant les conditions 
(176) et par suite on aura u. Le système (177) nous donne n — 1 constantes 
arbitraires; on obtient encore une constante arbitraire en remontant des dérivées 
partielles p, de u à la fonction u. Les fonctions F, se déterminent de proche en 
proche. Supposons que l’on connaisse les m premières fonctions F,, F,, ..., Fm 
(on rappelle que ces fonctions sont deux à deux en involution et solubles par 
rapport à m variables p,). Pour trouver la fonction F»+,, on forme les m équa- 
tions : : 

(Fa u) = 0; (Fy 0) —0;...; (Fm, u) = 0. (184) 
Ces équations sont des équations linéaires sans second membre pour la fonction 


Fm+1 de 2n variables indépendantes x, et p;. 
La forme détaillée de ce système est: 











n 

0F; Ou  0F;j du \ . | 
2 (5m Ôth  Ôth me) = 0 bn) (185) 
k= 


Les fonctions F; étant solubles par rapport à m variables p;, un jacobien d'ordre 
m des fonctions F; par rapport aux variables p, est différent de zéro, et par suite 
la matrice du système (185) est de rang m, c’est-à-dire que les équations (185) 
sont bien linéairement indépendantes. Montrons que ce système est complet. 
Formons à cet effet les différences (165) pour le système (184): 


(FD: (Fa u)) = (Fa (Fps u)). 


Il nous faut montrer que ces différences sont identiquement nulles. L'identité 
(182) nous permet de mettre cette différence sous la forme: 


—((Fo u), F)) — ((u, F5); Fo) — (Ep Fo); u). 
Les fonctions F, et étant en involution, cette différence est nulle. Donc, 


d’après ce qui a été dit au [I-1-22], le système (185) possède 2n — m solutions 
indépendantes. Outre les solutions évidentes 


u= FF; u=F,;...; u= Fm, (186) 


ce système doit encore en posséder 2n — 2m et toutes ces solutions sont solubles 
par rapport à 2n — m variables x, et p,. Donc, le système (185) possède néces- 
sairement une solution u = Fm+., telle que les équations F, — 0, F, = as; ... 
+. Fm+41 = Gm+1 Soient solubles par rapport à m + 1 variables p,. Pour 
trouver la fonction suivante F».., on forme le système 


(Fi u)=0;...; (Fm+r u) = 0, 


qui est justiciable des mêmes raisonnements que le système (184). On construit 
ainsi nr fonctions deux à deux en involution et le système (177) sera soluble en 
tous les p, (pour a; — 0). Ceci nous conduit, comme nous l’avons vu plus haut, 
à une intégrale complète de l'équation (183). 

On a admis que l'équation ne contient pas la fonction inconnue. Si elle la 
contient, c’est-à-dire si elle est de la forme 


Fais. se Las Us Das 0 5 Pa) = 0, 


on peut, en augmentant le nombre des variables indépendantes d’une unité, 
arriver à une équation ne contenant pas la fonction inconnue. Il suffit pour cela 
de chercher la solution sous la forme implicite: 


ddr etes Lie = Cs 


où C est une constante arbitraire. En appliquant la règle de dérivation des 
fonctions implicites, on obtient comme toujours une équation pour v qui ne 
renferme pas v. 
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1-1-25. Systèmes canoniques. Etablissons un lien entre les raisonnements 
précédents et le système de Cauchy. On étudiera le cas où l’équation ne contient 
pas la fonction inconnue et est résolue par rapport à une dérivée. Pour des rai- 
sons de symétrie, introduisons n + 4 variables indépendantes et désignons 
l'une d'elles par t et la dérivée par rapport à t par ps — u,. L’équation devient 








alors : 
Po + H (£, Lys Th: Pyus Pn) — 0, (187) 
et le système de Cauchy correspondant sera un système canonique {[I-1-17] 
dth__ dPh__ : 
at Hrp dt Hg Li 


Supposons que 
œ (é, Lis Th: Pis Pn) = € 


est une intégrale du système, c’est-à-dire que 
ñn 
dtR dpr \ _ 
qu+ D (a, dt Pre dt }=0 
k=1 


en vertu du système (188). La dernière équation s'écrit encore: 
Ps + (A, p) = 0. (189) 


Donc, pour que la fonction soit intégrale du système, il est nécessaire et suffi- 
sant qu’elle soit solution de l'équation (189). Soient p et 1 deux intégrales du 
système. Montrons que leur crochet de Poisson (p, ) est aussi une intégrale du 
système (ou une constante). De la définition du crochet de Poisson on déduit 
immédiatement que 


(pu DH VD. 


En substituant la fonction © — (p, #) à q dans la relation (189), on trouve: 
(er À) + (p, ds) + (7, (p, ÿ)) = 0. 


Vu que et 4 sont des intégrales, on peut dans la dernière égalité effectuer la 
substitution : 


Ps = —(4, p); = —(H, Ÿ), 
et obtenir en définitive la relation 


—((7, p), Ÿ) — (+, (A, 4) + (A, (@, )) = 0, 


qui est identiquement réalisée en vertu de (182). Donc, Le crochet de Poisson de 
deux intégrales du système canonique est aussi une intégrale de ce système ou une 
constante. 

Supposons maintenant que nous connaissons n intégrales du système (188): 


Ps (fr Ts + 1 Tmy Pis ces Pn) = 48 (5— 1, 2,...,n), (190) 


ces intégrales étant deux à deux en involution et solubles par rapport à p;. 
Joignons l’équation différentielle (187) aux équations (190) et montrons que les 
n + 1 fonctions obtenues sont deux à deux en involution en tant que fonctions 
des variables f, x, ..., x, et de po, pa, . . ., p,. Les fonctions (190) seront 
de toute évidence en involution même après adjonction de la variable indépen- 
dante +, puisqu'elles ne dépendent pas de p,. Il suffit donc de vérifier que chaque 
fonction (190) et le premier membre de (187) sont en involution. En égalant le 
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crochet de Poisson correspondant à zéro, on obtient la relation 
Go) 
(AH, Ps)=0, 


qui est nécessairement réalisée, puisque les fonctions (190) sont des intégrales du 
système (188). Compte tenu des résultats de [1-1-24] on peut affirmer que si l’on 
résout les équations (190) par rapport à p4 (k = 1, ..., n), et l'équation (187) 
par rapport à ps, et que l’on porte les expressions de pz ainsi obtenues dans la 
fonction H, alors la somme 


Pi dt À Pa do +... + pn din — H dt 


sera la différentielle totale d’une fonction vw (t, ty, . .., Zn, @y, + +, An) Qui 
sera visiblement une intégrale complète de l'équation (187). Le théorème de 
Jacobi nous permet d'affirmer que les » autres intégrales du système canonique 
(190) s’obtiennent par une simple dérivation, plus exactement, elles sont défi- 
nies par les égalités Vas — bn (= RE À 


I-1-26. Exemples. 1. Considérons le système d'équations linéaires sans 
second membre 


X1= pit (ta t Ta — 371) Ps + (Ts + Tito + T1Ta) Pa =0, (194) 
Xo— Pa + (tsta — Te) ps + (T1T8Ta + To — Tito) pa = 0. 


Le crochet de Poisson des premiers membres nous donne encore une équa- 
tion: Xg = ps + tip4 = 0. 

Les crochets de Poisson (X:, X.)et (X+, X3) ne diffèrent du premier mem- 
bre de la dernière équation que par un facteur multiplicatif. On a donc un systè- 
me complet de trois équations. Sa résolution par rapport à p,, p, et p, nous don- 
ne le système jacobien : 


Pi + (xs + 3zxà) pa = 0; Pa + toPa = 0; ps + pa = 0. 


Les solutions de la dernière équation sont x,, x, et x; — 1,4. Introduisons les 
variables indépendantes 2, ze, xs et t — x, — xx, Le système devient: 


qu 


gd 


ôu a Ou .  ôu au 
Des D De 0 Ds 0 
Les deux premières équations forment un système jacobien par rapport aux 
2 
variables z,, x, et t. Les solutions de la deuxième équation sont z, et t — EE 
2 
Introduisons les nouvelles variables indépendantes x,, x, et T=t —$. Les 


équations mentionnées deviennent : 


ou ôu ôu 
— 2 — (0: ——— —= |}, 
EE +371 ôt 0; GER ë 
La première équation a pour solution 
2 
u—=T—z1} ou US Ty Tits— Rd, 
et toute fonction de u est solution du système (191). 
2. Trouver une intégrale complète de l’équation 


Fi = (pi + 22)? + (ri + Po)? — zspa = 0. : (192) 
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L'équation (F,, u) — 0 s'écrit: 








ôu êu ôu êu 
2(P1+ T2) Ba 2 (1+p3) ETA — T3 ea —2 (%1+ Pa) 0m — 
; ôu ou 
—2 (p1 +22) “aps TP3 Ops =. (193) 


Cette équation admet la solution évidente u = x, + p.. Posons 
F3 = ti + Pa = Gge (4921) 
Joignons à l'équation (193) l'équation 


ôu ôu 


Go 





(Fa u) TT 


Cette équation et l'équation (193) admettent pour solution u = z3ps, c’est-à-dire 
que 


F3 = zsP3 = ge (1922) 
Résolvons les équations (192), (192,) et (1922) par rapport à p,, p2 et ps: 
———— a 
Pi — 234 as — 0 5 Pas — Zi; He 


En remontant des dérivées partielles p,, p, et ps de u à u, on trouve l'intégrale 
complète de l'équation (192): 


u= — Tito y as— air, +asr, +a3 in rx; +a. 


1-1-27. Méthode des séries majorantes. En étudiant le problème 
de Cauchy on a admis que les fonctions données et les fonctions incon- 
nues sont des fonctions réelles de variables réelles indépendantes, 
dérivables jusqu’à un certain ordre. Dans ce numéro et dans les deux 
suivants, on se propose de prouver que le problème de Cauchy admet 
une solution unique pour les équations et systèmes d’équations 
d'ordre quelconque sous réserve que les fonctions soient analytiques. 
On admettra que les variables indépendantes x,, . .., x, sont tou- 
jours réelles et que les fonctions données et les fonctions inconnues 
peuvent prendre des valeurs complexes. On aura besoin préalable- 
ment de quelques propositions auxiliaires. 

Soit donnée une série entière de m variables 


PfZis Zm) = > dpi... Dm 273, TES zPm, (194) 
Dis …., Dm—0 
convergente pour 
RARES OP A EP ES (195) 


On admettra que les rayons de convergence de la série (194) sont 
légèrement supérieurs aux nombres R;,. Soit M le maximum du mo- 
dule de la fonction (194) sous les conditions (195). On a vu que la 
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série entière de la fonction 
M 


(tome III,, [IV-3]) a tous ses coefficients strictement positifs et 

supérieurs en module à ceux de la série (194). On exprime ce fait en 

disant que la série (196) est une série majorante de la série (194). 
En général, on appelle série majiorante de la série 


(196) 


[ee] 


Cp... pmAPts ce, ZPM (197) 
Di, .. +, Pm—0 


une série de la même forme dont les coefficients sont positifs et supé- 
rieurs en module aux coefficients respectifs de la série (197). On sait 
que toute série entière converge absolument à l’intérieur de ses dis- 
ques de convergence (tome III,, [IV-3]). Si une série majorante de la 
série (197) converge pour | 24 | px (4 = 1, 2, ..., m), alors on 
peut de toute évidence affirmer que la série (197) converge à l’inté- 
rieur des disques | 2, | < px. Supposons que dans (196) tous les À; 
sont égaux (ceci revient à remplacer les R, par le plus petit d’entre 
eux) et considérons les fonctions 


; Te - (198) 
Ce done 1E Tee à 
et 
Æ (199) 


jp .+2m ° 
R 


Les séries entières respectives de ces fonctions sont : 


= 29 ann ss (214. 42m)? 
2 M meseaen tue M me 
P1, +++, Pm—=0 p=0 


En développant (2, +...+7:,)" on s'assure que les coefficients 
du développement en série de la fonction (199) sont supérieurs aux 
coefficients respectifs du développement de (198), c’est-à-dire que 
la fonction (199) (ou la série entière correspondante) sera aussi majo- 
rante de la fonction (197) (resp. de la série entière correspondante). 

La méthode des séries entières majorantes est utilisée pour dé- 
montrer l’existence de la solution des équations différentielles lors- 
que les fonctions mises en jeu sont analytiques. Effectuons cette 
démonstration d’abord pour une équation différentielle ordinaire du 
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premier ordre. Soit donnée une équation différentielle 


À =; (x, y); 


dont le second membre est une série entière en x et y, convergeant au 
voisinage de x = y = 0, c'est-à-dire que 


d OC 
= DR (200) 
p, a—0 
On demande une solution qui soit régulière en x = 0 et qui vérifie 
la condition initiale 
y |x=0o = 0. (201) 


Pour trouver cette solution il suffit de composer sa série de Maclau- 
rin, c’est-à-dire de calculer les valeurs des dérivées pour x = 0. Le 
terme constant de cette série est donné par la condition initiale (201) 
et est nul. La valeur de la dérivée première en x = 0 est donnée 
par l'équation différentielle, soit y, — &os. Dérivons les deux mem- 
bres de l'équation par rapport à x pour déterminer la dérivée seconde : 


Lee] O0 
y= > Pa pat" 1y1 + Di apat Ty", 
P, a=0 p, q—=0 
En portant x = 0; y = 0 et y, = aÿ, dans le second membre, on 
trouve la valeur de la dérivée seconde en x = 0, soit 


Y —= io + Go1doo- 


En poursuivant cette procédure, on définit les dérivées de tout ordre 
pour z — 0 et on forme la série de Maclaurin: 


ot rt... (202) 


Des calculs précédents il ressort qu'il n’existe qu’une seule solution 
régulière vérifiant la condition initiale donnée. Mais pour affirmer 
que cette solution existe bien, il nous faut démontrer que la série 
(202) possède un rayon de convergence plus grand que zéro. Signa- 
lons que toutes les opérations effectuées sur les séries sont licites en 
vertu des propriétés fondamentales des séries entières à l’intérieur 
de leurs disques de convergence. Si la série (202) est convergente, 
alors sa somme est solution de l’équation (200) en vertu du procédé 
qui a servi à former les coefficients. 

Les calculs précédents nous montrent que les coefficients de la 
série (202) sont des polynômes de a,, à coefficients numériques posi- 
tifs. En effet, en dérivant successivement l'équation et en portant 
les valeurs initiales des dérivées dans le second membre, les seules 
opérations qu'on ait effectuées sur les coefficients sont l'addition et 
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la multiplication. Par conséquent, si l’on remplace la série du second 
membre de l’équation (200) par une série majorante, alors la série 
(202) sera remplacée aussi par une série majorante. Si cette série 
majorante converge au voisinage de 0, il en sera de même à fortiori 
de la série (202). Le fait majeur de la suite de la démonstration est 
que la substitution à la série du second membre de l'équation (200) 
d’une série majorante nous donne une équation intégrable en termes 
finis. Supposons que la série du second membre de l’équation (200) 
converge absolument pour |zx | R et | y | LR et soit M le maxi- 
mum de sa somme sous les conditions indiquées. En passant à la série 
majorante, on obtient l'équation différentielle 


a 203) 
dx + i ( 
(7) (1-4) 
qui est à variables séparées : 
(+) 
| En l'intégrant et en tenant compte de (201), on obtient 
ÿ z 
= —MRin (1-5), 
d’où 
y=R—RY/1+2Mm{t-<). (204) 


Le radical doit prendre la valeur 1 pour x = 0 pour que la condition 
initiale (201) soit vérifiée. La fonction (204) est régulière en x = 0 
et par suite se développe en série entière. 

Les coefficients de cette série sont de toute évidence les mêmes 
que ceux obtenus par dérivation terme à terme de l’équation (203) 
avec le procédé ci-dessus. Donc, la série (202) converge au voisinage 
de O pour l’équation (203). Donc, elle converge à fortiori, comme nous 
l'avons vu plus haut, pour l’équation initiale. Ceci prouve non seule- 
ment l’unicité mais aussi l’existence d’une solution régulière véri- 
fiant la condition initiale (201). 


1-1-28. Théorème de Kovalevskaïa. La méthode des séries et fonc- 
tions majorantes est favorable à la démonstration de l'existence et 
de l’unicité de la solution du problème de Cauchy pour des équations 
aux dérivées partielles. On opérera toujours sur des équations diffé- 
rentielles sous forme résolue. Soit donnée une équation différentielle 
du premier ordre 


P1 = J (Z19 se co Lnv Ur Passer sf Das © (205) 
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où f est une fonction régulière au point 
(Oo . (O)] 


mire, = 0: du pps, Sn =p9:. (206) 


les valeurs initiales des variables indépendantes ont été prises éga- 
les à zéro sans nuire à la généralité. On cherche la solution qui 
vérifie la condition initiale suivante: 


Ux=0 = P (Te, «.., Æn). (207) 

On admet que la fonction ® (x:, . .., x.) est régulière pour les 
valeurs nulles de ses arguments et de plus que 

(pho=u®; (Px)o pk (k=2, ..., n), (208) 


l'indice inférieur « 0 » indique que tous les arguments de la fonction 
sont remplacés par des Zéros. Avant d'aborder la résolution de ce 
problème, on se propose d’affaiblir les conditions du problème par 
un changement élémentaire de la fonction inconnue, plus exacte- 
ment, on posera 
u=u" + pts, ..., Zn) + Au 

où la constante À est La valeur prise par le second membre de l’équa- 
tion (205) pour les valeurs initiales (206) des arguments, autrement 
dit, À est le terme constant du développement du second membre de 
l'équation (205) en série entière 


A=f(0,...,0, (@os (Px2)or + + +» (Pxn)o): 


La nouvelle fonction uw’ doit satisfaire l'équation 
ue mn frise dns ++ Am, UE Qu. ue Qu )— 

—f(0,...,0, (ho (Px,)os cs (Px,)0): (209) 
et la condition initiale (207) est remplacée par 

u” Lx, =0 = 0, 

Portons notre attention sur les arguments de la fonction du second 
membre de l'équation (209). Si l’on pose x, = 0 et u’ = 0, alors 
l'argument u' + @ + Ax, devient égal à (p),. De même, si l'on pose 
z. =0et Ur, = 0, alors chaque argument Pr + Uxy, devient égal 
à (Px,)o Donc, pour les valeurs nulles de x,, u’ et Ur, les arguments 


de cette fonction sont confondus précisément avec les valeurs initia- 
les (208) pour lesquelles la fonction f est régulière. On peut donc affir- 
mer que le second membre de l’équation (209) est une fonction régu- 

lière au point | | 


n=...=mœu=t,=...=ut =0. (210) 


D'autre part, en tenant compte du terme soustrait au second 
membre de (209), on peut affirmer que ce second membre s’annule 
pour les valeurs initiales (210) des arguments. 
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On a donc réduit la condition initiale et les valeurs initiales des 
arguments de la fonction du second membre de (209) à zéro. En con- 
servant les notations précédentes, on s’est donc ramené au problème 
suivant : étant donnée l'équation différentielle 


Di = Lee ns Us Dis-ses Di (211) 


où est une fonction régulière et nulle au point 


D1=... = =U—=Ps =... = ph = O0, 
on demande la solution de cette équation qui satisfait la condition 


On remarquera que le second membre de l'équation (211) doit se 
développer en une série de la forme 


[se] 
s1 Sn ta in 
Î = 2 da …… Sn’ lt Re tn T1 .…. Th up, .…. Pn 


Sr cs Sn LL .., Tn—0 (213) 
(Go … 00 … 0 — 0); 
convergente au voisinage de 0. 

Exactement comme dans le cas d’une équation différentielle 
ordinaire, en se servant de l'équation (211) et de la condition ini- 
tiale (212), on calculera les coefficients de la série de Maclaurin de 
la fonction inconnue w, c'est-à-dire les valeurs de toutes les dérivées 
partielles en 0. En dérivant par rapport à tout argument autre que 
Z, on peut poser préalablement x, — 

La condition initiale (212) nous montre donc que 


Le PR 
u 
(2) = 0, (214) 
0 


a An 
Ôto ... 0x 


où «; sont des entiers naturels positifs. Calculons maintenant les 
valeurs initiales des dérivées par rapport à x,. De l'équation (211) 
il s’ensuit 
ôu 

(4) 0 a) 
En dérivant un nombre quelconque de fois les deux membres de 
l'équation (211) par rapport aux variables x,, ..., x, et en portant 
ensuite les valeurs nulles des arguments, on obtiendra au second 
membre les valeurs déjà calculées des dérivées (214) et (215) et l’on 


pourra ainsi définir 
1+as+...+a 
ô +a@2+ ny 
0x1 0x%? ôx." 
102%5°... 02," Jo 
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quelles que soient les valeurs positives &:, ..., &,. On considère 
ensuite l'équation déduite de (211) par dérivation par rapport à x, 
et on procède comme pour l’équation principale. On obtient des 
valeurs bien définies pour les dérivées 


2+a DT n°2 
5 +a2+ + n 

ôx? ôxs? x | 
1 Da 0 


n 


En poursuivant cette procédure on peut calculer n’importe quelle 
dérivée partielle de la fonction inconnue pour les valeurs initiales 
des arguments et former la série de Maclaurin: 


œæ di+...+a 
D (an (210 


1! see an! œ1 Un 
as, m0 til... ûz, û 


Comme dans le cas d’une équation différentielle ordinaire, les rai- 
sonnements précédents prouvent que le problème de Cauchy admet 
une solution régulière unique. Pour prouver l’existence de cette 
solution, il faut montrer que lorsqu'on porte les valeurs initiales 
des dérivées dans la série (216), celle-ci converge dans des disques 
centrés en l’origine. Comme dans le paragraphe précédent, on peut 
affirmer que si l’on remplace la série (213) par une série majorante et 
si la série (216) formée pour l'équation majorante converge, alors 
elle convergera à fortiori pour l'équation initiale. Supposons que la 
série (213) converge absolument et uniformément pour 


Im I<p;...; [mm I<p; [u|<E; [pal K 
Ris (RS 


et soit M] le maximum du module de la somme de cette série. La 
fonction 


majore la série (213). À noter qu'on a soustrait le nombre M pour 
éliminer le terme constant. La fonction 


— M 





Te 


majorera à fortiori la série (213). Si l’on divise la variable x, par un 
nombre & € [0, 1[, alors des puissances de &« apparaîtront aux déno- 
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minateurs des coefficients des termes en x, et la fonction 


T u — M 
Etes 


majorera à plus forte raison la série (213). On a donc affaire à l’équa- 
tion majorante 





M 
à à, 
rene (aeteten 
" R 


En calculant les coefficients de la série de Maclaurin de la solution 
de cette équation qui vérifie la condition initiale (212), on obtient 
une série entière qui s’annule pour x, = 0 et la série majorante de la 
série (216) pour l’équation (211). Si cette série converge, il en sera 
à plus forte raison de même de la série (216) formée pour l'équation 
{211). On se propose maintenant de trouver la solution de l’équation 
(217) qui vérifie la condition initiale 


u |i,=0—=%Ÿ(t;:::,2,), l (218) 


où est une série entière à coefficients positifs. Les coefficients de la 
série de Maclaurin de cette solution se calculent comme plus haut 
à une différence près: c’est que la condition initiale (218) amènera 
non plus des zéros maïs des nombres positifs au second membre de 
la formule (214) pour toutes les valeurs positives de &. Les autres 
coefficients s’obtiennent par des additions et des multiplications 
sur les coefficients positifs et strictement positifs déjà calculés du 
développement en série du second membre de l’équation (218). Donc, 
si pour l'équation (217) on remplace la condition initiale nulle (242) 
par la condition initiale (218), où se développe en une série à coeffi- 
cients réels positifs, alors la série (216) formée pour l'équation (217) 
avec la condition initiale-(218) sera majorante de la série (216) formée 
pour l’équation (217) avec la condition initiale nulle (212) et à for- 
tiori majorante de la série (216) composée pour l'équation (211) avec 
la condition initiale (212). Tout revient donc à prouver que la série 
(216) formée pour l'équation (217) avec une condition initiale de la 
forme (218), où possède la propriété mentionnée ci-dessus, converge 
dans des disques centrés en l'origine. 

Autrement dit, tout revient à trouver une solution de l° ‘équation 
{217) vérifiant une condition initiale de la forme (218) et à prouver 
que cette solution se développe en série de Maclaurin au voisinage 
de 0. On cherchera cette solution sous forme d’une fonction d’une 
seule variable z = x, + & (xs +... + x). 
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Ceci étant, 
du du 


Le alor 7 Ux, = QT (k=2,...,n), 
et, par suite, l’équation (217) devient 
Meter 
z A, 
(= | m0 à du 
p R dz 
ou 
(n—1)Ma\ du (n—1)a f du \2 M 
(1 R far R (&) = RL 
at" 





On admettra que le nombre « est pris assez proche de O0 pour que 
le coefficient en . soit strictement positif. En développant le second 


membre de la dernière équation à l’aide de la formule de la somme 
d’une progression géométrique, on obtient une série entière sans terme 
constant à coefficients strictement positifs. Cette équation s’écrit 
alors 


du 
(5) — 2h © +p(zu)= 
où k — Oet p (z, u) est une série entière sans terme constant à coeffi- 
cients strictement positifs. En résolvant ce trinôme du second degré 


par rapport à . on obtient l'équation différentielle du premier 
ordre 


ERNST LENS (219) 


le radical étant supposé égal à { pour z = u = 0. La formule du 
binôme de Newton nous donne 


_ny/1- Lou) nv u)= 


1 - 
ne 26e GIE e,.. 


et tous les coefficients en les puissances de ® sont strictement positifs. 
Un développement en série entière de z et uw nous donne au second 
membre de (219) une série entière de ®, (z, u) à coefficients stricte- 
ment positifs et sans terme constant, et l'on obtient l'équation du 
premier ordre 

du 

dz Es — Pr (z, u). 


6—01017 
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D'après le théorème d'’existence établi antérieurement, cette équa- 
tion admet une solution régulière vérifiant la condition initiale 
u |;-0 = 0. Cette solution se représente par une série 


u—= Ÿ cast, 
| k=—1 
dont tous les coefficients sont strictement positifs. Si l’on porte 
2 = 4%) + @ (rs +... + x2,) dans cette série, on obtient la solution 


de l’équation (217) sous forme d’une série entière à coefficients 
strictement positifs. Cette solution vérifiera pour x, — 0 une con- 
dition initiale (218), où w (x, . .., x,) est une série entière à coeffi- 
cients strictement positifs. D'après ce qui a été dit plus haut, la 
construction d’une telle solution de l'équation (216) achève la démons- 
tration du théorème d’existence de la solution du problème de Cau- 
chy. Cette démonstration est due à Goursat. Mais le théorème porte 
généralement le nom de Kovalevskaïa, car c’est elle qui la première 
en a donné une démonstration complète. 

De la démonstration précédente, il s'ensuit que les rayons des 
disques de convergence de la série (216) (qui donne la solution du 
problème (211), (212)) ne dépendent que des rayons de convergence 
du second membre de l’équation (213) et du maximum du module M 
de ce second membre et pas de la forme de la fonction f. S'agissant 
de l'équation (205) avec la condition initiale (207), il faut encore 
tenir compte de la dépendance par rapport au rayon de convergence 
et au maximum du module de la fonction @ (x,, . .., x,) figurant 
dans la condition (207). Cette remarque concerne également les ré- 
sultats du numéro suivant. 


1-1-29. Equations d’ordre supérieur. La méthode développée 
s'applique sans changements presque aux équations d'ordre supé- 
rieur. Voyons à titre d'exemple une équation du deuxième ordre 
à deux variables indépendantes, résolue par rapport à la dérivée 
seconde par rapport à x: 

r = f(x, y, U, p, q,S$, t) 
(P=Ux Q—=Uy T=Uyx S = Uyys t = Uyy) (220) 
Les conditions initiales sont: 

U |x=0 = P (y); p kx=0 = Ÿ (y). (221) 
Supposons que œ (y) et 1 (y) sont des fonctions régulières en y = (0. 
Posons 

@ (0) = uo; (0) — pos D (0) — 03 (0) = 5; P” (0) = 
et admettons que le second membre de l'équation (220) est une fonc- 
tion régulière au point 

z=y=0; u=u; p=Pos = S = $0) 


= to. 
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Ceci étant, l'équation (220) admet une solution régulière unique 
vérifiant les conditions de Cauchy (221). Nous sauterons la démon- 
stration de cette proposition, qui est analogue à la précédente, et 
indiquerons seulement comment calculer les coefficients de Maclaurin 
de la solution cherchée. Les conditions initiales (221) nous donnent. 
immédiatement la valeur des dérivées 


ou 9 +au 
É oy® æ) 0° 0x 0y® D 
quels que soient les « > 0, c’est-à-dire que les conditions initiales 
nous donnent la valeur initiale de la fonction u et de ses dérivées 


partielles dans lesquelles la dérivation par rapport à x a été effectuée 
une fois au plus. L’équation (220) nous donne ensuite 


6? 
ôx? j0° 
Une dérivation des deux membres de (220) plusieurs fois par rapport 
à y nous permet de déterminer les valeurs de 


PLAT 
_ er) 0 
En dérivant les deux membres de (220) par rapport à x et en effec- 


tuant sur l’équation ainsi obtenue exactement les mêmes opérations 
que sur l’équation initiale (220), on trouve les valeurs de 


( o+ay 

| 0x3 ne) 0 

En poursuivant cette procédure, on obtient tous les coefficients de 

Maclaurin de la fonction w et ces coefficients sont uniques. 
Formulons maintenant le théorème de Kovalevskaïa dans le cas 


général pour des systèmes d'équations d’ordre quelconque. Soit 
donné un système de m équations 











ô "Rup ôlu; | us 
= f} (au, h =) (k—1, .…., M), (222) 
CPL 0x; ...0tn 4" | 
Uys « + «+» Um étant les fonctions inconnues, x, . . ., ,, les variables 


indépendantes. Les seconds membres de ces équations contiennent 
les variables x., les fonctions inconnues u, et leurs dérivées jusqu’à 

d'huy 
l’ordre r;, à l'exception des dérivées ST 
TR 





- par rapport auxquelles ce 


système est résolu. Les conditions initiales sont de la forme : 





= SE 
Ur PR à (te, …; d-): Per ni: (to, den oE) ss . 
1— J , 
Ti - -à 
9n lun as | (223) 
Ti — P, à (Z, Le Th) (k=1, . .…, M). : 
GES X1=0 : : 





6* 
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On admet que les fonctions figurant aux seconds membres des éga- 
lités (223) sont régulières en x = (0, ..., 0). Calculons à l’aide de 
ces fonctions les valeurs prises au point x — (0, ..., 0) par toutes 
les fonctions figurant dans f4 (. . .) (k — 1, ..., m). Supposons que 
les fonctions fx (...) (k — 1, ..., m) sont régulières au voisinage 
des valeurs calculées de leurs arguments. 

Si les conditions énumérées sont remplies, le théorème d'existence 
et d’unicité nous dit que le système (222) admet une solution régu- 
lière satisfaisant les conditions initiales (223). 

Signalons qu’on aurait pu bâtir la théorie des équations diffé- 
rentielles à dérivées partielles en ne considérant que des fonctions 
analytiques. Cependant cette approche présente des défauts qui seront 
mis en évidence lors de l’étude des équations d'ordre supérieur. 


I-2. Équations d’ordre supérieur 


1-2-1. Types d'équations du second ordre. On commencera l'exposé 
de la théorie générale des équations d'ordre supérieur par l’étude des 
équations linéaires du second ordre. Soit donnée une équation liné- 
aire du second ordre par rapport à la fonction u (x, ..., x): 


n n 
; 2 La (T) Ux,x, + 2 by (x) ux, + c (x) u = 0. (1) 
On admet que les coefficients a;, sont des fonctions données des varia- 
bles zx,et que 4; = &;r, puisque le résultat est indépendant de l'or- 
dre de dérivation. Les fonctions et les variables indépendantes sont 
supposées réelles. 

La théorie générale classe les équations en types. Tout varie d’un 
type à l’autre, de la position des principaux problèmes et des métho- 
des de résolution jusqu'aux solutions qui sont douées de propriétés 
analytiques différentes. Dans ce numéro, on se propose de définir 
les principaux types d'équations de la forme (1). Considérons à cet 
effet la forme quadratique par rapport aux variables auxiliaires 


Es: 
> dinbiêr. (2) 
14, kR=1 


En attribuant aux variables x, des valeurs x, on obtiendra une for- 
me quadratique à coefficients numériques. Si cette forme est définie 
positive ou négative (tome III,, [II-2-41), on dit que l’équation (1) 
est de type elliptique au point x; — x$”. On dira qu’une équation 
est de type elliptique dans un domaine D de l’espace (x,, . . ., Zn) 
si elle l’est en tout point de D. La forme quadratique (2) se ramène 
à une somme de carrés dite forme réduite. Si les coefficients de la 
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forme réduite sont non nuls et de même signe, la forme (2) est de type 
elliptique. 

On dira que l’équation (1) est de type hyperbolique dans un do- 
maine D si les coefficients de la forme réduite de (2) sont tous de 
même signe à l’exception d’un qui est de signe contraire. L’équation 
(1) est de type ultrahyperbolique si aucun coefficient n’est nul et la 
forme quadratique réduite n’est ni elliptique, ni hyperbolique. Si 
les coefficients a;, sont constants, le type de l’équation ne dépend 
pas des valeurs prises par les variables indépendantes. L’équation de 
Laplace est de type elliptique, l'équation des ondes, de type hyper- 
bolique. 

Il existe enfin une classe d'équations (1) dites équations paraboli- 
ques. Ces équations sont définies par les coefficients dominants 
dir (x) et aussi par les coefficients b; (x) en les dérivées u,,. Les coef- 
ficients de la forme quadratique réduite sont tous de même signe 
à l'exception d’un qui est nul. On prouvera dans le numéro suivant 
que l'équation (1) peut être ramenée, au point fixe æ = x), à la 
forme 

ñn 


D hi (xt) Uy,v, + à bi (x 0) uy, + c(x)u = 0 


ee 
[ES 


par un changement de variables linéaire non dégénéré. 

La condition de parabolicité de l’équation (1) au point æ(°) se 
traduit, après réduction à l'équation précédente, par le fait qu’un 
À; (x) (pour fixer les idées À, (1(°) est nul et les autres tous stricte- 
ment positifs ou tous strictement négatifs, le coefficient b, (x{°)) 
en un étant différent de zéro. Un exemple classique d’équation para- 


bolique est l'équation de la chaleur 
ni 
à Ux,x, DES Ux,, = (,. 


Les variables x;, i = 1, 2, ..., n — 1 sont généralement traitées 
comme des variables spatiales, la variable x,, comme le temps. 

Les classes (types) définies n’englobent pas toutes les équations 
(1). Il existe en effet des équations pour lesquelles plusieurs coeffi- 
cients À; (x) sont nuls. Si les bi (x(0)) correspondants ne sont pas 
nuls, on dit alors qu’au point + l’équation est ultraparabolique 
ou parabolique avec plusieurs temps. Dans le cas contraire, l’équa- 
tion ne contient pas de dérivées suivant certaines directions et les y; 
correspondants joueront le rôle de paramètres. Nous n’envisagerons 
pas toutes les situations susceptibles de se présenter, nous limiterons 
notre étude aux cas où l’équation est de type elliptique, hyperbolique 
ou parabolique dans le domaine qui nous intéresse. 

Si les coefficients de l'équation (1) contiennent la fonction w 
et ses dérivées partielles u,., alors on ne peut parler du type de cette 
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équation qu'en fixant une solution u) (x,, ..., x,). En portant 
u=u%detu, —= Ux, dans les coefficients, on obtient uniquement 
des fonctions de x, et on pourra alors d’après ce qui a été dit plus 
haut définir le type de l'équation pour la solution u(). 


Si l’on a affaire à une équation non linéaire: 
F(z,, .…., Th U, Uxs .., Ux, ; Uxixs ….., Ux x.) =0, 


alors pour définir le type correspondant à une solution donnée u®), 
on considère les coefficients 


0F 


= ulo 
a. pour u—=u 


Air = 
iXR 


et on détermine ensuite le type de l’équation linéaire. 


I-2-2. Equations à coefficients constants. Considérons l’équation 
{1) avec des coefficients a;, constants et la forme quadratique cor- 
respondante. On se propose par une transformation linéaire ides varia- 
bles indépendantes de réduire l’ensemble des termes contenant les 
dérivées secondes à une forme élémentaire. Soit donc le changement 
linéaire de variables 


Ur = Chala Fee + Cpntr (K=1,2,...,n), 


on admet évidemment que le déterminant de la matrice associée 
à cette transformation est non nul. On passe des dérivées par rapport 
anx anciennes variables aux dérivées par rapport aux nouvelles 
variables à l’aide des formules: 


n n 
Ue; = > Csilly,, Ux,x, — = 2 CaiCtRUy sV$° 
s=1 Sst — 
En portant ces expressions dans l'équation (1), on obtient l’équation 
transformée 


ñn 


VE dixly, MT . .. =0, 


où les coefficients aix s a en fonction des anciens à l’aide 
des formules 


n 
din — à. CisChtÜste (3) 


Si d'autre part on substitue dans la forme quadratique (2) les varia- 
bles Ns à &, à l’aide de la transposée de la matrice || c;4 || et que l’on 
exprime les anciennes variables en fonction des nouvelles, soit 


En = Cana +... + enan (= 1, ...,n), 


1-2-2. ÉQUATIONS À COEFFICIENTS CONSTANTS 87 


alors on vérifie immédiatement que les coefficients aix de la forme 
._ quadratique transformée sont définis par les formules (3), c’est-à-dire 


n n 
LA 
D anbti= D din. 
{, k=—1 4, k—1 
Or on sait que l’on peut toujours choisir les coefficients c;4 tels que 
la forme quadratique (2) se réduise à une somme de carrés, c’est-à-dire 
que 


n ñn 
>: arbitre » Anh, 
autrement dit, aix = 0 pour i  k et a; — À;. Les signes des coeffi- 
cients À; définissent le type de l’équation. Dans les anciennes nota- 
tions, l'équation transformée s'écrit : 


n 
> hjuxx, +... =0, 
i=1 Ë 


Si l'équation est linéaire et à coefficients constants par rapport aux 
dérivées premières et secondes et à la fonction uw, l'équation trans- 
formée s'écrit: 


à Aiux x, + > biux, +cu=f(t, ...,%n). (4) 


En multipliant les variables x, par un nombre dûment choisi, on 
peut toujours rendre les coefficients non nuls À; égaux à +1. Suppo- 
sons que tous les À; sont non nuls et montrons que par une transfor- 
mation élémentaire de la fonction w nous pouvons faire disparaître 
les termes contenant les dérivées premières. Soit 


( 
VE 
SE 


SU () 


En portant cette expression dans l’équation (4), on obtient une 
équation de la forme 


n 
à Aves, + CU = fr (T1, …. Th): 
1—= 


Les À; sont tous de même signe pour une équation elliptique et l’on 
peut admettre qu'ils sont strictement positifs quitte à multiplier les 
deux membres de l’équation par —1. La substitution x; — Vu 
fait disparaître les coefficients À, et en‘ gardant les notations précé- 
dentes, on peut affirmer que toute équation linéaire elliptique 
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à coefficients constants peut être réduite à la forme 


n 
2) Ux,x. + Cu — Î1 (ts, .….. D), (6) 
14— 
Toute équation hyperbolique à coefficients constants se ramène 
à la forme 
n-1 
> Ux,x, — Ux x TT cu = f(ti,..., Th); 


i—1 


toute équation parabolique, à la forme 


n-1 
2 Uxix, —Ux, +Cu=f (at, ... Zn), 
1—= 


la variable indépendante x, est assimilée au temps et désignée par t. 


I-2-3. Formes normales dans le cas de deux variables indépendantes. 
Dans [1-2-2] on a montré que si les coefficients de l’équation (1) 
sont constants, on peut ramener l’ensemble des termes contenant des 
dérivées secondes à une forme normale par une transformation liné- 
aire. Si les coefficients dépendent de x,, on n’a guère d'espoir de 
réaliser cette réduction à une forme normale par une transformation 
linéaire et l’on doit faire appel à des transformations plus générales 
et même dans ce cas on ne peut résoudre ce problème que dans le cas 
de deux variables indépendantes. Soit donc une équation du second 
ordre à deux variables indépendantes linéaire en les dérivées secon- 


des : 

a (x, Y) Uxx + 20 (x, Y) Uxy + c (x, Y) Uyy +... = 0. (7) 
Faisons le changement de variables: 

E— px, y); n = (x, y). (8) 

On passe des dérivées par rapport aux anciennes variables aux déri- 
vées par rapport aux nouvelles à l’aide des formules: 

Ux = UPz + UnŸzx; Uy = UEQy + UnŸys 

Usx = Ur + Una + Unndé + UEPrx + Una 

Uyy — UerPy + 2UenPyŸy À UnnŸx + WiQuy + Unyu 

Uxy = UEtPxPy Hiien (Pay + Pybx) + Unn Pay + WiPay + 

+ Unbrye 


En portant ces expressions dans l’équation (7), on obtient l'équation 
transformée 


a" (E, n) ue + 20" (E, n) uen + C'(E, n) uan +... = 0, 
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c'(E, n) = ai + 2bp,, + ce, (9) 
D'(E, n) = aps + 0 (Pay + Py'Dx) + Pr y 
L'identité 


a’ (E, 1) = apr + 20p,p, + cpy, 


a'c" — b'? = (ac — b?) (Pay — PyPx)” (10) 


se vérifie par une substitution directe. 

Il est immédiat de voir que le signe de la différence ac — b? 
définit le type de l'équation (7). Cette dernière est elliptique, hyper- 
bolique ou parabolique selon que ac — b°? est >=-0, <0 ou nul. En 
vertu de (10), le changement de variables conserve le signe de ac — b?, 
donc le type de l'équation. 

Les équations hyperboliques à coefficients constants se ramènent 
dans le cas de deux variables indépendantes à la forme élémentaire 


Uyx — Uyy toc. = 0. (11) 
Le changement de variables 
tit; n= it (12) 


nous conduit à la forme élémentaire 
Un +... = 0. (13) 


On voit donc que si une équation est hyperbolique, elle se réduit 
dans le cas de deux variables indépendantes à la forme (11) ou (13). 
On passe facilement d’une forme à l’autre. 

Revenons à l'équation (7) et supposons qu'elle est hyperbolique 
dans un domaine D du plan (x, y). Cela signifie que l’équation du 
second degré 

a (x, y)7° + 20 (x, y)Tt+c(x, y) = 0 (14) 
possèd e dans D des racines distinctes réelles. On admet que ou bien 
a = 0, ou bien e 5 0. Si a = c — 0, l'équation (7) serait de la forme 
élémentaire (13). Sans nuire à la généralité, on peut admettre que 
a =£ 0. Considérons l'équation différentielle à dérivées partielles du 
premier ordre 

a (x, y) uk + 2b (x, y) usu, + c (x, y) uÿ = 0. (15) 
En désignant les racines de l'équation (14) par j, (x, y) et fa (x, y) 
on voit que l'équation (15) se scinde en deux équations: 
Ux = f1 (2, y) Uy (16;) 
et 
Ux = a (Ls Y) Uy (163) 
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Si les coefficients a, b et c, donc les fonctions f, et f., sont suffisam- 
ment réguliers, alors les équations (16.,) et (16,) possèdent des solu- 
tions bicontinûment dérivables dans une partie du domaine D (cf. 
[1-1-21). Dans la transformation (8), prenons pour @ (x, y) une solu- 
tion de l’équation (16,) et pour 4 (x, y), une solution de l'équation 
(16:). On peut choisir ces solutions telles que le déterminant q;Ÿy — 
— pyb, ne s’annule pas dans la partie considérée de D. On a 


Px — hPy; Ye = fa y 
d’où 
Pay — Pyx = (f1 — fa) Pyye (17) 


De ces formules il s'ensuit que si le déterminant s’annule en un point, 
il en sera de même des deux dérivées partielles premières de q ou w. 
Il faut donc prendre des solutions de (16;) et (16,) dont les deux déri- 
vées partielles premières ne sont pas simultanément nulles. 

Les fonctions œ et Ÿ vérifient l'équation (15) et en vertu de (9) 
onaga —=c —= 0. De la formule (10) il s'ensuit que b’ = 0, si bien 
que l'équation (7) se réduit à la forme (13). 

Nous avons vu dans [1-1-2] que les solutions des équations (16;) 
et (16,) étaient locales, c’est-à-dire qu'elles ne sont distinctes de cons- 
tantes que dans un domaine qui, en général, est une partie du domai- 
ne dans lequel f, (x, y) sont continûment dérivables, et l'équation 
(7) ne peut être réduite à une forme normale que dans le domaine 
indiqué. Cette remarque sur le caractère local de la réduction de l’é- 
quation (7) à une forme normale est également valable pour la suite 
de l’exposé. 

Passons maintenant à une équation elliptique. Dans ce cas ac — 
— b? > Oet les racines de l’équation (14) sont conjuguées complexes. 
Considérons l’une des équations (16): 

ré À —— b2 
ie b+i AE b ue 
Si l’on admet que les coefficients a, b et c sont des fonctions analyti- 
ques de x et y et que a = Ü, on peut trouver une solution de cette 
équation sous forme d’une fonction analytique [1-1-28]: u — 
= (x, y) + ip(x, y). De plus 


b y ac—b? 
Pr — 7 Py a Ÿyr 
b ac—b? 
Ÿx= 7 Vy + LA = y 


Faisons la substitution (8). En se servant du système en et w et des 
formules (9), on trouve 


D = 0; a — 0" — (ac — b?) (pu + W);. 
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en divisant par a’ on met l'équation sous la forme 


du o?u 


etat... =0. (18) 


n° 
La formule (17) devient 
ac— b? 
PrŸy — PyŸr= — ver PyVy- 

Le problème est donc résolu pour le cas elliptique aussi. La résolu- 
tion de ce problème dans le domaine tout entier, sous certaines con- 
ditions portant sur les coefficients a, b et c, qui ne sont pas considé- 
rés comme des fonctions analytiques, est accessible dans le travail 
de I. Vekua, Problème de réduction de formes différentielles ellip- 
liques à la forme canonique et système généralisé de Cauchy-Riemann. 
DAN SSSR, 1955, 100, n° 2 (en russe) ; voir également l’ouvrage du 
même auteur: Fonctions analytiques généralisées, M., Fizmatguiz, 
1959 (en russe). 

Il reste à étudier l'équation parabolique. Dans ce cas l'équation 
(14) possède une racine double et l’équation (15) nous donne des équa- 
tions (16,) et (16,) identiques. Pour œ (x, y), prenons une solution 
de (16) et pour (x, y), une fonction quelconque telle que le jacobien 
de æ et soit non nul. Le coefficient a’ sera nul dans l’équation trans- 
formée en vertu du choix de (x, y). De plus, l’équation étant 
parabolique, on a ac — b? = 0 et la formule (10) nous dit que b’ — 0. 
Donc a’ = b’ = 0. La fonction c’ ne peut être identiquement nulle, 
car le cas échéant on aurait obtenu une équation du premier ordre et 
la transformation inverse qui fait passer de (£, n) à {x, y) ne nous 
aurait pas donné une équation (7) du second ordre. Donc, dans le 
cas parabolique, on obtient la forme canonique suivante: 


Unn ss 0, (19) 


où les termes non écrits ne contiennent pas de dérivées secondes mais 
contiennent nécessairement la dérivée première par rapport à £&. 


I-2-4. Problème de Cauchy. On a vu au [[-1-23} que pour condi- 
tions initiales de l’équation du second ordre 


F (x, Ys Uy Ps Gr; Sy t) = 0 (20) 
on peut en particulier prendre la valeur de la fonction w et de sa 
dérivée u, = p au point x = x: 

U |x=xo = D (Y); P |x=x9 = Ÿ (y). (21) 


Ces conditions seront appelées conditions initiales spéciales. Ces 
conditions initiales reviennent à se donner la valeur de la fonction 
inconnue uw et de sa dérivée partielle p le long d’une courbe x = 2, 
du plan (x, y). À noter que les valeurs de l’autre dérivée partielle du 


- 


92 CH. I. THÉORIE DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 


premier ordre, q |x=x, = ®° (y), s’obtiennent immédiatement à par- 
tir de la première condition (21). Donc, en vertu des conditions ini- 
tiales, on connaîtra la fonction u et ses dérivées partielles premières 
le long de la courbe x = x,. Les conditions initiales se généralisent 
sans peine. Soient données dans le plan (x, y) une courbe À sans point 
double et les valeurs de la fonction inconnue u le long de cette courbe. 
On connaît ainsi les valeurs prises le long de À par la dérivée de u 
suivant une direction tangente à À. Pour déterminer la dérivée pre- 
mière suivant une direction quelconque, on doit disposer encore 
d’une donnée le long de À, plus exactement, on doit connaître Îles 
valeurs prises le long de À par la dérivée de u suivant une direction 
quelconque distincte d’une direction tangente à À. La connaissance 
des dérivées suivant deux directions du plan (x, y) le long de À 
nous permet de définir la dérivée de w suivant une direction quel- 
conque du plan (x, y) le long de À. Donc, dans le cas considéré, on 
doit connaître les valeurs prises sur À par la fonction w et par sa déri- 
vée suivant une direction quelconque non tangente à À. La donnée 
des valeurs de u le long d’une courbe À du plan (x, y) se traduit par 
la donnée d’une courbe / dans l’espace (x, y, u). On connaît de plus 
les valeurs des dérivées partielles p et q le long de À. En définitive 
donc, les conditions initiales consistent à se donner une courbe 
de l’espace (x, y, u) et la position du plan tangent le long de L. 
Paramétriquement ces conditions se traduisent par la donnée de 
cinq fonctions 


æ(t), y), ut), p(), gt), (22) 


liées par la relation 
du = p dt + q dy. (23) 


La relation (23) revient à exiger que la donnée des deux dérivées 
partielles p et g le long de À ne contredise pas la donnée de la fonc- 
tion u le long de À, c’est-à-dire que la dérivée de u suivant une di- 
rection tangente à À calculée d’après p et g prenne les mêmes valeurs 
que eelles obtenues à partir de la donnée de v le long de À. Les cinq 
fonctions (22) liées par la relation (23) définissent une bande dans 
l’espace (x, y, u) et le problème de Cauchy revient à chercher une 
surface intégrale de l’équation (20) contenant cette bande. 

Le problème de Cauchy se pose dans les mêmes termes dans le cas 
plus général où la fonction inconnue dépend d’un nombre quelconque 
de variables. Considérons par exemple l'équation différentielle du 
second ordre dans le cas de trois variables indépendantes : 


F (x,, Lo; La: U, Uxs Uxe: Uxg: Uxyxse Uxixos CR .) = (, (24) 
Les conditions initiales consistent ici à se donner la fonction w et 


ses dérivées partielles du premier ordre sur une surface S de l’espace 
(ty, Lo, ts). La fonction u étant donnée sur la surface S, pour défi- 
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nir toutes ses dérivées partielles du premier ordre le long de S, il 
suffit de se donner le long de S une dérivée suivant une direction 
quelconque non contenue dans un plan tangent à S. Si la surface S 
support des conditions initiales est le plan x; — r{°), on obtient les 
conditions initiales spéciales: 


u PEL = (Ze, T3); Uxi Loere2c0 = Ÿ (Zz, X3). (25) 


Paramétriquement, le problème de Cauchy revient à se donner sept 
fonctions de deux paramètres 


T1 (Ë1s L); Ta (£,, Lo), T3 (é:, Lo), u (ê1, le), 
Uxy (ti; Le); Uxo (t; Lo) Uxs (fi l), 
liées par la relation 
du = Uzy dti + Uxs Île + Uxs te (27) 


La donnée des fonctions x., x, et x; équivaut à la donnée d’une 
surface, les autres données, à la donnée de la fonction uw et de ses 
dérivées partielles du premier ordre le long de cette surface. Les don- 
nées (26) liées par la relation (27) sont généralement appelées bande 
ou, plus exactement, bande de premier ordre dans l’espace (x, x», 
+3, u) et le problème de Cauchy consiste à trouver une surface inté- 
grale de l’équation (24) contenant une bande donnée. Si la fonction 
u dépend de n variables indépendantes (x, . .., x,), la bande est 
définie par 2n + 1 fonctions de n — 1 paramètres 


TR (£:, ... Lisa), (72 (ts ..., Ln-1)s Ux, (£ .. ln 1) 
dada) 


(26) 


liées par la relation 
n 
du= ÿ Ux, Tr. 
k=1 | 


Si l’une des variables indépendantes est le temps #& et la surface qui 
supporte les conditions initiales est le plan { = 0, alors on a affaire 
à un problème, classique en physique mathématique, d'intégration 
ne Nue avec des conditions initiales données (tome II, 
IIT-2-8)). 

Les ue initiales définissent la fonction w et toutes ses 
dérivées partielles premières sur la courbe ou la surface qui supporte 
ces conditions. Si l’on adjoint l'équation différentielle initiale aux 
conditions initiales, alors ainsi qu'on l’a vu au [1-1-29], on peut dans 
le cas de conditions initiales spéciales, définir de façon unique toutes 
les dérivées partielles secondes de la fonction inconnue sur la courbe 
ou la surface indiquées. On dira qu’une bande est caractéristique si 
avec l’équation différentielle initiale elle ne définit pas de façon 
unique les dérivées partielles secondes. Cette question sera étudiée 
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plus en détails dans le numéro suivant pour le cas d’une équation 
quasi linéaire à deux variables indépendantes. 


I-2-5. Bandes caractéristiques. Considérons l’équation 
ar + 2bs +ct+h=0, (28) 
dans laquelle a, b, c et h sont des fonctions données de (x, y, u, p, 
g). On demande de trouver une surface intégrale contenant une bande 


donnée : 
x (t), y(t), u(t), pt), g(t) (du = p dx + q dy). (29) 


On a de toute évidence 
dp = rdx + s dy; dqg = s dx + t dy, 


et en joignant à ces deux équations l’équation initiale (28), on obtien- 
dra un système de trois équations du premier ordre pour la détermi- 
nation des dérivées secondes de la fonction inconnue sur la courbe 
À: æ(t), y (t) qui supporte les conditions initiales: 


dx-r-+dy-s=dp, 

dx-s+ dy-t— dg, (30) 

ar+2bs+ct= —h. 
Les fonctions r, s, t sont inconnues, les autres, des fonctions de t 
connues en vertu de (29). Si le déterminant du système (30) n’est 
pas nul, on obtient des valeurs bien définies pour les dérivées secon- 


des. Donc, une condition nécessaire et suffisante pour que le système 
(30) soit incompatible ou indéterminé est que le déterminant 


dx, dy, O0 
A=|0, dx, dy|l=0, (31) 
a, 2b, c 


ou, sous la forme développée, 

a dy? — 2b dx dy + c dx? = 0. (32) 
Trouvons la deuxième condition qui exprime que le problème est 
indéterminé, c’est-à-dire que le système (30) admet une infinité de 
solutions. On admettra que l’un des mineurs du second ordre du dé- 
terminant (31) est non nul, pour fixer les idées 

0, dy 

da, cC 


Le système (30) aura un seul déterminant caractéristique (tome IIT, 
[1-2-21) et pour qu'il soit indéterminé ilest nécessaire et suffisant 





= —ady #0. 
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d'ajouter à la condition (31) la condition suivante: 


dr, dp, O0! 
0, dg, dyl—0, 
a, —h, c 


ou sous la forme développée 
. a dp dy + h dx dy + c dx dg = 0, (33) 


condition qui exprime que le déterminant caractéristique est nul 
(tome III, [I-2-2]). En se rappelant de la relation (23) on obtient 
en définitive les trois équations suivantes qui définissent la bande 
caractéristique comme une bande le long de laquelle le système (30) 
admet une infinité de solutions: 


a dy?— 2b dx dy + c dx? — 0, 
a dp dy + h daldy + c da dg = 0, (34) 
du — p dx + q dy. 


Îraitons séparément le cas de conditions initiales spéciales: 


u lx=x0 = P (y); P Lx=xo = Ÿ (y). (35) 


Dans ce cas la variable y joue le rôle du paramètre t dans les formu- 
les (29) et la variable x est constante: x = x,. La condition (32) 
nous conduit à l'égalité a — 0. A noter que cette relation n’est pas 
remplie identiquement mais par substitution des conditions initia- 
les (35) dans la fonction a. Le système (30) devient alors 


sdyi= dp; t dy = dg; 2bs + ct = —h. 


Pour que ce système soit indéterminé il est nécessaire et suffisant 
que la troisième équation résulte des deux premières. En multipliant 
la troisième équation par dy et en tenant compte des deux premières, 
on obtient la condition suivante: 


2b dp + cd = —h dy, 


qui remplace dans ce cas la condition (33). Pour les conditions 
initiales spéciales (35), on aura en définitive les relations suivantes 
pour la détermination de la bande caractéristique : 


a=0; 2b dp + c da = —h dy; du = q dy. (36) 


La condition a = Ü montre qu’on ne peut trouver u,, à partir de 
l'équation (28). La deuxième condition 
dp dq . 
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exprime que les quantités p et d définies sur la droite x = x, sont 


telles que l’équation (28) est satisfaite, car s = . et { — g sur cette 
droite. La troisième condition nous donne la formule évidente: 


q Lx=xo = P' (y). 

I-2-6. Dérivées d’ordre supérieur. Au numéro précédent on a vu 
comment déterminer les dérivées secondes sur une bande donnée. 
On se propose maintenant de trouver les dérivées d’ordre supérieur. 
On suppose que le déterminant (31) est non nul. Considérons la diffé- 
rentielle totale des deux premières équations (30) et dérivons l’équa- 
tion donnée (28) par rapport à x et à y. On a ainsi quatre équations du 
premier ordre pour déterminer quatre dérivées troisièmes de la fonc- 
tion inconnue u sur la bande donnée: 

(dx)? Usxx + 2 dx dy usxy + (dy) Usxyy =... 
(dx)? uxzy + 2 dx dy usxyy + (dy)? Uyyy = 
Olser AUS Cleiy = 2%, 
Ce Fe AUUyn AUCUN tre 
Le déterminant de ce système s'écrit: 
(dx), 2dzxdy, (dy)?, 0 
0, (dr), 2drdy, (dy) 
a, 20, c, 0 | 
0, a, 2b, C 
On démontre que ce déterminant est égal au carré du déterminant 


(31), c’est-à-dire qu'il est lui aussi non nul. En effet, désignons par 
y une racine de l'équation 


a + 2by,+ cy° = 0, (37) 
ajoutons à la première colonne de A,, la deuxième colonne multi- 


pliée par y, la troisième colonne multipliée par y? et la quatrième 
colonne multipliée par y°. Les éléments de la première colonne sont: 


(dx + y dy}, y (dx + ydy)”, 0, 0, 


d’où il vient que A;, qui est un polynôme du quatrième degré homo- 
gène en dr et dy, est divisible par (dx + y dy})°. Le coefficient en 
{dx)* dans l’expression de À, est égal à c?. En désignant par y. et y, 
les racines de l’équation (37), on peut écrire: 

A = c? (dx + y dy) (dx + V2 dy)*, 


ou, compte tenu de la propriété des racines du trinôme du second 
degré, 


A = (e de? — 2b dx dy + a dy} = A. 
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On a admis que l'équation (37) possédait des racines distinctes. 
Donc, si A, = A? sous cette condition, alors cette égalité est égale- 
ment vraie dans le cas de racines égales. Pour s’en assurer il suffit 
de modifier légèrement les coefficients a, b et c de telle sorte que 
l'équation (37) admette des racines distinctes et ensuite de passer 
dans l'égalité À, — A? à la limite, en faisant tendre les nouvelles 
valeurs des coefficients vers les anciennes, c’est-à-dire vers celles 
pour lesquelles l'équation (37) admet une racine double. 

On obtiendrait de même cinq équations du premier degré pour 
déterminer cinq dérivées du quatrième ordre et le déterminant de ce 
système sera aussi non nul, et ainsi de suite. Supposons que ces déri- 
vées sont analytiques et régulières. Comme dans le cas de conditions 
initiales spéciales et de l’équation résolue par rapport à r [I-1-291], 
on peut dans un cadre plus général calculer les dérivées de tout ordre 
sur la bande donnée en admettant que le déterminant À est non nul. 
En formant la série correspondante de Taylor, on aurait pu établir 
sa convergence comme dans [I-1-28]. 

Passons maintenant au cas où la bande donnée est caractéristique. 
On se limitera à l’étude des conditions initiales spéciales (35). Ces 
conditions définissent s et £ pour x — x, et il reste à trouver r. En 
portant les conditions initiales obtenues dans l’équation (28), on 
obtient, en vertu de (36), une identité et la dérivée r semble de prime 
abord indéfinie pour x = x,. En dérivant les deux membres de l’équa- 
tion (28) par rapport à x, on trouve: 


ar, + 2bs, + ct, + (as + ap + apr + as) r + 
+(.)s+(..)é+(..)—=0, (38) 


où les points de suspension remplacent des expressions analogues 
à celle des parenthèses contenant les dérivées de a. Si dans l’équation 
(38) l’on porte les conditions initiales (35) et les dérivées secondes 
déjà connues: 


S [x=x0 — DU); Lfx=xo = p" (y), 


alors en désignant r |x=x, = © (y), on obtient une équation de Riccati 
pour la fonction & (y), c’est-à-dire une équation de la forme 


a (y) ©’ (y) + 8 (y) ©? (y) + y (y) © (y) + 8 (y) = 0, 


où &, 8, y et 6 sont des fonctions connues de y. Si l’on prend une solu- 
tion quelconque de cette équation, on connaîtra r pour æ = «x et 
par suite toutes les dérivées troisièmes sauf uw... pour æ = x, Pour 
déterminer la valeur initiale de cette dérivée, on doit dériver l’équa- 
tion (38) par rapport à x et porter dans l’équation obtenue toutes les 
valeurs initiales déjà calculées. On trouve ainsi pour la fonction 
inconnue Uxxx |x=xo — @1 (y) l'équation différentielle linéaire 


où (y) © (y) + Ba (y) ©: (y) + V1 (y) = 0. 
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Cette procédure ne s’arrête pas ici. L'intégration de l’équation de 
Riccati et des équations linéaires ultérieures fait apparaître de nou- 
velles constantes arbitraires, et toute la difficulté du problème con- 
siste à choisir ces constantes telles que la série de Taylor obtenue soit 
convergente. On démontre qu'il existe une infinité de telles constan- 
tes pour l’équation hyperbolique, autrement dit par une bande carac- 
téristique il passe une infinité de surfaces intégrales. Les conditions 
(36) ou, dans un cadre plus général, les conditions (34) sont donc les 
conditions nécessaires et suffisantes que doivent remplir les condi- 
tions initiales pour qu’existent des surfaces intégrales contenant la 
bande caractéristique donnée. 

Considérons à titre d'exemple l’équation parabolique du second 
ordre : 


t Er Ux — 0, 1.e. Us nn Uyy- 


On a a—b—0, c — —1 et l'équation (32) donne dx = 0, 
c’est-à-dire que x — const. La solution du problème de Cauchy doit 
présenter une singularité le long de toute courbe x = x,. Supposons 
qu'on a affaire à des conditions initiales spéciales (35). En faisant 
x = x, dans l'équation (39), on trouve 4 (y) = œ” (y), donc la fonc- 
tion w# (y) est complètement définie par la donnée de la fonction 
@ (y). On voit que la deuxième condition (35) est réalisée. Donc, dans 
le cas considéré, il suffit de se donner uniquement la première con- 
dition (35). 

En dérivant l'équation (39) par rapport à x et en faisant x = xs, 
on définit complètement la valeur initiale: r |._., = UV (y). En 
dérivant ensuite l’équation (39) deux fois par rapport à x et en fai- 
sant z = x,, on obtient la valeur initiale de la dérivée troisième par 
rapport à x pour æ = %,, et ainsi de suite. Les valeurs initiales des 
dérivées par rapport à x se définissent de façon unique et les équations 
différentielles de type Riccati se transforment en relations pure- 
ment algébriques. Après avoir déterminé les valeurs initiales des 
dérivées de tout ordre par rapport à x pour x = x,, on peut construire 
la série de Taylor correspondante. Il s’avère que cette série converge 
au voisinage de x = x, dans le cas seulement où œ (y) est une fonc- 
tion entière satisfaisant à une condition subsidiaire. On rappelle que 
dans le problème de la diffusion de la chaleur dans une barre illi- 
mitée (tome IT, [VII-4-21) on a cherché la solution de l’équation (39) 
vérifiant la première condition (35) sous forme d’une intégrale dé- 
finie, sans supposer évidemment que œ (y) est une fonction entière. 
Pour passer aux notations du (tome IT, [VII-4-2]) il faut remplacer x 
par t et y par x dans l’équation (39) et poser a? = 1 dans l'équation 
du (tome IT, [VIT-4-2)). 

Si l’on admet que @ (y) = 0, on obtient de toute évidence une 
solution de l'équation (39) qui est identiquement nulle. Montrons 
que l’équation (39) admet encore une solution élémentaire vérifiant 
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la même condition initiale u |,=,, = 0 sauf au point y = 0,zx = x,. 
Posons 
y2 


1e exo pour T>%, (40,) 


= 
VT—%To 


u=0 pour TT. (40,) 


U = 





La fonction (40,) et toutes ses dérivées tendent vers 0 lorsque x 
tend par valeurs décroissantes vers x,, autrement dit, la fonction 
définie par les formules (40,) et (40,) et toutes ses dérivées restent 
continues en traversant la droite x = x,, et s’annulent sur cette 
droite à l'exception du point x = x9, y = 0 qui est un point singulier 
pour la fonction. Une dérivation immédiate de (40,) nous montre que 
la fonction w est solution de (39). La fonction uw n’est visiblement 
pas une fonction analytique et régulière de x en tout point de la 
droite x = x,, car elle est identiquement nulle à gauche de cette 
droite et distincte de zéro à droite. Donc, la fonction x ne se déve- 
loppe pas en une série entière de (x — x,). La solution (40,) diffère 
d’un facteur multiplicatif constant de la solution qui nous donne une 
source élémentaire de chaleur (tome IT, [VII-4-2]). 


1-2-7. Caractéristiques réelles et imaginaires. Les coefficients de 
l’équation (28) ne dépendant que de x et y et pas de u, p et q, on ne 
peut déterminer le type de cette équation qu’en fixant un point 
dans l’espace (x, y, u, p, g). Cette équation sera de type hyperbo- 
lique, elliptique ou parabolique selon que b? — ac est >, << ou = 0. 
Soit donnée une bande (29) que nous supposerons réelle. Si l'équation 
est de type elliptique le long de la bande (29), l’expression du pre- 
mier membre de la condition (32) ne peut s’annuler et par suite 
aucune bande réelle ne peut être bande caractéristique. Dans la 
suite on n’étudiera que le type hyperbolique. L’équation (32) est 


un trinôme du second degré en = qui admet dans le cas hyperbolique 


deux racines réelles distinctes que nous désignerons par Li (x, y, u, 
p, 9) et lu (x, y, u, p, q). L'équation (28) se décompose en deux: 
dy = li; dx (i = 1, 2) et les équations (34) se transforment en deux 
systèmes : 


dy — ui; dr =0, 
au; dp-+hu;dx+cdq—0, (i=—1, 2) (41) 
du = p dr + q dy, 


auxquels correspondent deux systèmes de caractéristiques. 

La situation se simplifie singulièrement lorsque les coefficients 
a, bet c en les dérivées secondes de l’équation (28) dépendent seule- 
ment des variables indépendantes (x, y). L'équation (32) se transfor- 
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me alors en une équation différentielle ordinaire du premier ordre: 
a (x, y) dy” — 2b (x, y) dx dy + c (x, y) dr? = 0. 


Dans le cas hyperbolique, cette équation définit dans le plan (x, y) 
deux familles de courbes appelées courbes caractéristiques, ou caracté- 
ristiques, de l’équation (28). Si l’on se donne des conditions initiales, 
c’est-à-dire la fonction u et sa dérivée première sur une courbe carac- 
téristique, alors la bande ainsi obtenue soit nous conduit à un sys- 
tème (30) incompatible, soit est une bande caractéristique. Si la 
courbe support des conditions initiales n’est pas caractéristique, 
alors le système (30) admet une solution et l’on obtient des valeurs 
bien définies pour les dérivées secondes et d'ordre supérieur. Dans 
le cas elliptique, l'équation (32) possède des racines imaginaires et 
l’on n'obtient pas de courbes caractéristiques dans le plan (x, y). 
Si les variables (x, y) sont complexes, on peut déduire les caracté- 
ristiques imaginaires à partir de l’équation (32). On admet évidem- 
ment que toutes les fonctions sont analytiques. Dans le cas paraboli- 
que enfin, l’équation (32) nous donne une famille de caractéristiques 
dans le plan (x, y). On voit en s'adressant aux résultats du [I-2-3] 
que pour réduire l'équation à sa forme canonique on a pris une fa- 
mille de courbes caractéristiques pour lignes de coordonnées dans le 


plan (x, y). 


I-2-8. Théorèmes fondamentaux. Comme dans le cas d’une équa- 
tion du premier ordre, la variété caractéristique joue un rôle essen- 
tiel dans l'intégration d’une équation du second ordre. Les équations 
du second ordre sont justiciables des mêmes théorèmes fondamentaux 
que celles du premier ordre. 

Supposons que le long d’une courbe L de l’espace (x, y, u) deux 
surfaces intégrales de l’équation (28) présentent un contact d'ordre 
fini, c’est-à-dire que ces surfaces intégrales possèdent le long de cette 
courbe un plan tangent commun, mais certaines dérivées d'ordre 
supérieur au premier sont distinctes le long de cette courbe. Il 
est immédiat de voir que cette courbe et le plan tangent le long d’elle 
forment une bande caractéristique. En effet, si la bande obtenue 
n’était pas caractéristique, alors des raisonnements de [I-2-6] il 
s’ensuivrait que l’on obtiendrait des valeurs bien définies pour les 
dérivées de tout ordre le long de la courbe Z. On a donc le 


Théorème 1. Si deux surfaces caractéristiques présentent un 
contact d'ordre fini le long d'une courbe 1, alors cette courbe et le plan 
tangent le long d'elle forment une bande caractéristique. 

La propriété essentielle d’une bande caractéristique est que le 
long d’elle l’équation nous conduit à un système (30) indéterminé. 
Cette propriété ne dépend visiblement pas du choix des variables 
indépendantes, d’où le 
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Théorème 2. Les bandes caractéristiques se transforment en 
bandes caractéristiques par tout changement des variables x, y inver- 
sible et différentiable. 

Soit donnée une surface intégrale S de l’équation (28). Sur cette 
surface u, p et q sont des fonctions définies des variables (x, y). En 
portant uw, p et q dans les coeïficients de l’équation (28), on exprime 
ces derniers en fonction de (x, y) et l'équation (32) devient une équa- 
tion différentielle du premier ordre définissant deux systèmes de cour- 
bes / sur $. Les équations (23) et (32) seront satisfaites le long de 
chaque courbe . Il est immédiat de voir que cette équation est 
identiquement satisfaite en tout point d’une courbe /. S'il en était 
autrement, il existerait un point M en lequel le système définissant 
les dérivées secondes serait impossible. Ce qui contredit le fait que 
la bande définie par la courbe Let le plan tangent à S en M se trouve 
sur S. On obtient ainsi le 


Théorème 3. Toute surface intégrale peut être recouverte 
par une famille de bandes caractéristiques. 

Signalons que si l’on se place dans un domaine réel, ce résultat 
n’est valable que pour les cas hyperbolique et parabolique. Dans 
le premier cas la surface intégrale peut être recouverte par deux fa- 
milles de bandes caractéristiques. 

Prouvons la réciproque. 


Théorème 4. Si une famille de bandes caractéristiques forme 
une surface S d’équation u = u (x, y), où u (x, y) est bicontinûment 
dérivable, alors S est une surface intégrale de l'équation (28). : 

Soit donnée une surface S recouverte par une famille de bandes 
le long desquelles sont satisfaites les équations (34). Le long de cha- 
cune de ces bandes on a 


dp =rdx +sdy; dg = s dx + t dy. 
En portant ces expressions dans la deuxième équation (34), on obtient 
as dy? + (ar + ct + h) dx dy + cs dx? = 0, 
a dy? — 2b dx dy + c dx? = 0. 


En multipliant la deuxième équation par s et en retranchant ensuite 
de la première, on obtient l'équation (28). A signaler que dx dy est 
non nul, puisque x et y sont des variables indépendantes. 

Dans le cas d’une équation du premier ordre, on disposait d’un 
système d'équations différentielles ordinaires pour la détermination 
des bandes caractéristiques, grâce à quoi l'intégration de l'équation 
aux dérivées partielles du premier ordre s’est ramenée à celle d’un 
système d'équations différentielles ordinaires. Dans le cas présent 
le système (34) est un système de trois équations (aux différentielles 
totales) pour les cinq fonctions inconnues. E. L é vi (Math. Ann. 
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1927, 97) montre comment élargir le système (34) de façon à obtenir 
un système spécial de cinq équations différentielles du premier ordre 
à cinq fonctions inconnues. Il exhibe la solution du problème de Cau- 
chy pour ce système, ce qui nous donne la solution du problème de 
Cauchy pour l'équation (28). 

Dans le numéro suivant on traitera des cas particuliers où le sys- 
tème (34) admet une intégrale. 


.  I2-9. Intégrales intermédiaires. Pour simplifier les calculs on ramène les 
équations (41) qui définissent les bandes caractéristiques à une nouvelle forme. 
En se rappelant que le produit des racines d’une équation du second degré est 


Ualio— — , On peut mettre le système (41) pour i — 1 sous la forme 


h 
dy — inde = 0; dp+padg+ dr —0; du — (p + qu) de = 0. (42) 


Le système correspondant à i — 2 se déduit du précédent par permutation 
de u, et nu, Cherchons une solution V (x, y, u, p, g) dont la différentielle 
totale est nulle en vertu des équations (42): 


V de + Vy dy + Vu du + Vy dp + Va dg = 0. (43) 


En tirant dy, du et dp à partir du système (42) et en les portant dans (43), on 
doit annuler les coefficients en dx et dqg. Donc, pour que la fonction V soit une 
intégrale du système (42), soit 


V (x, y, u, p, 9 =C, (44) 


il est nécessaire et suffisant qu'elle vérifie les deux équations linéaires à dérivées 
partielles du premier ordre: 


h 
Vr+bVy + (D +19) Vu — ae = 0, 
Va — bVp = 0. 


Si l’on intervertit u., et u,, on obtient un système analogue exprimant la condi- 
tion nécessaire et suffisante pour que la fonction V soit une intégrale du deuxiè- 
me système de bandes caractéristiques. Les méthodes de résolution du système 
(45) ont été développées au [I-1-22]. Supposons qu’on ait réussi à trouver une 
solution de ce système distincte de la solution triviale qui est égale à une cons- 
tante. Montrons que toute solution non singulière de l'équation du premier ordre 
(44) est solution de l'équation (28). En effet, la différentielle totale de V doit 
s’annuler en vertu de (42), c’est-à-dire doit être une combinaison linéaire des 
premiers membres de ces équations: 


(45) 


aV = a (dy— pu d2)-+B (dp+p dut d2) + (u—pds—qdy. (46) 


Supposons qu’on connaisse une surface intégrale S de l'équation (44). Sur cette 
surface, u, p et qg sont des fonctions définies de (x, y) et l'intégration de l’équa- 
tion du premier ordre dy — pu dr = 0 nous donne une famille de courbes qui 
recouvrent la surface S. De plus le long de ces courbes on a de toute évidence 
du = p dx + q dy. Les expressions en & et y de la formule (46) étant nulles le 
long Fe courbes !, on a le long de ces courbes, c’est-à-dire sur S : 


B (dp-+us d+ dx) =0. 
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La surface S n’est pas une solution singulière par hypothèse, donc le coeffi- 
cient en dp ou dq de (43) est non nul. Il s'ensuit que $ -£ 0 et par suite les équa- 
tions (42) sont toutes trois satisfaites sur les courbes {, c’est-à-dire que la sur- 
face S est recouverte par les bandes caractéristiques de l'équation (28). En vertu 
du théorème 4 du numéro précédent, cette surface est une surface intégrale de 
l'équation (28). Donc, étant en possession de l'intégrale (44), on obtient une 
certaine classe de solutions de l’équation (28) par intégration de l’équation du 
premier ordre (44). Soient V, et V, deux solutions indépendantes du système (45). 
L'expression V, — ® (V,), où ® est une fonction arbitraire, est aussi solution 
du système (45). Donc 

V, — D (V,) = 0 (47) 


est une intégrale du système (42) contenant la fonction arbitraire ®. Soit à 
trouver une surface intégrale de l'équation (28) contenant une bande donnée (29). 
En portant dans les fonctions V, et V, les expressions (29) de x, y, u, p, q, on 
obtient deux fonctions v, (t) et v, (t) bien définies de t. L’équation (47) se ramè- 
ne, elle, à la forme v, (4) — ® [v, (t)] — 0. Substituons à + la variable o — 
— 1, (t). En explicitant t on trouve t — w (6) et l'égalité précédente exprimée 
par l'intermédiaire de © définit la forme de la fonction ® (6) — v, [wo (0)]. Une 
fois la forme de la fonction ® (6) déterminée, l'équation (47) se transforme en 
une équation du premier ordre. La solution de cette équation qui vérifie les 
conditions initiales (29) nous donne celle de l’équation (28) vérifiant les mêmes 
conditions (29). Toute intégrale du système (42) ou du système obtenu en inter- 
vertissant u. et u. s'appelle intégrale intermédiaire de l'équation (28). À noter 
que si le système (45) est complet, il admet trois solutions indépendantes. On 
démontre que ceci n’a lieu que pour y = Mo. 


Remarque. Supposons que k = 0 et que les coefficients a, b et c 
sont constants ou dépendent seulement de p et de g. Les raines u, et u, seront 
alors fonctions de p et q seulement et l'on ne peut résoudre le système (45) qu’en 
cherchant V sous forme d’une fonction de p et q seulement. La première équa- 
tion est satisfaite par toute fonction V (p, q), puisque k = 0. Donc V se déduit 
à partir de l'équation V, — u (p, q) Vh — 0. La solution V; (p, g) de cette 
équation nous donne une équation du premier ordre V, (p, qg) — const dont 
chaque solution vérifie l'équation initiale du second ordre. En raisonnant sur 
la racine lu, (p, q) de l’équation (32), on aurait obtenu une autre équation du 
premier ordre: Va, (p, g) — const. 


1-2-10. Equations de Monge-Ampère. La théorie des bandes caractéristiques 
et des intégrales intermédiaires se transpose ad litteram aux équations d'un 
type plus général, plus exactement aux équations linéaires en r, s, t et ré — s?, 
c'est-à-dire aux équations de la forme 


ar + 2bs+ct+g(rt—-s)+h=0 (gÆ0), 
appelées généralement équations de Monge-Ampère. Le système qui permet de 
déterminer les dérivées secondes le long d’une bande n’admet une solution 
qu'à la condition que l'expression 
A = a dy? — 2b dx dy + c dx? + g (dx dp + dy da) 
soit non nulle. Si cette expression est nulle et l'expression 
B = a dp dy + h dx dy + c dq dx + g dp dq 


ae l’est pas, on a alors affaire à un système incompatible. Une bande caracté- 
ristique est définie par les trois équations suivantes: 


A—0; B—0; du— p dx + q dy. 
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Si l’on désigne par u, et u les racines de l’équation 
u? + 2bu + ac — gh = 0, 
on peut déterminer les deux systèmes de bandes caractéristiques à partir des 
équations 
g dp + c dx + lu dy = 0; g da + a dy + ue dx = 0; du = p dx + q dy. 
Le deuxième système se déduit du précédent par permutation de ja et Doc 
Tous ces résultats s’obtiennent par les mêmes calculs que plus haut. Les équa- 


tions de Monge-Ampère sont justiciables des théorèmes fondamentaux de {I-2-8]. 
Pour déterminer les intégrales intermédiaires on se sert du système 


Va pe Volt V0 


Va EE Vp—e Va. 


Le second système s’obtient par permutation de u, et p.. Toutes les propriétés 
des intégrales intermédiaires restent en vigueur. 


I-2-11. Caractéristiques dans le cas de x variables. Considérons 
maintenant une équation du second ordre de nr variables indépen- 
dantes : 

n 

+ dinlx;e, FT ….. 
les termes omis ne contenant pas de dérivées du second ordre. On 
admettra provisoirement que les coefficients a;,; ne dépendent que 
des variables indépendantes x,. On se bornera à établir la condition 
sous laquelle l’équation (48) avec des conditions initiales ne permet 
pas de déterminer de façon unique les dérivées du second ordre, c’est- 
à-dire conduit à un système incompatible ou indéterminé. Cette con- 
dition est identique à la condition (32) pour deux variables indé- 
pendantes. On commence par le cas où les conditions initiales sont 
spéciales : 


=0 (a;—=ax;), (48) 





u |, 0 = Pb sx) 


Uxy lex 0 = VY(re, ..., Ta). 


Ces conditions permettent de déterminer toutes les dérivées premières 
et toutes les dérivées secondes à l’exception de u,.,, sur l’hyperplan 
4, = æ;°. Pour trouver la dérivée u,,,, il faut poser x, = x;° dans 
l'équation (48). Si au = 0, on obtient une valeur bien définie pour 
cette dérivée. Si a;;, = 0, on obtient une égalité impossible ou une 
identité. Donc, si les conditions initiales sont spéciales, la condition 
cherchée est 

an = 0. (49) 


Passons maintenant au cas général où les conditions initiales sont 
supportées par une hypersurface S: 


O1 (T1, > 4) = 0. (50) 
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Outre la fonction ©, considérons n — 1 fonctions @, (1, . . ., Zn} 
(s — 2, ..., n) telles que l’on puisse effectuer le changement de 
variables: 

mOi (lies) (=. 0); (51) 


c'est-à-dire telles que ces dernières équations soient solubles par 
rapport à x.. Exprimons les dérivées par rapport aux anciennes varia- 
bles en fonction des dérivées par rapport aux nouvelles variables 
en ne retenant que les termes contenant les dérivées qui nous inté- 
ressent : 

d®, 40 

— +... Up SU ne 7. +... 





n 


, x / 00: 00: 
au. ! + ,..—0, où di, — >! eC LIN 77E der ? (52). 
à, k=1 





les termes omis ne contenant pas la dérivée u,/ x! . En vertu de (51} 


les conditions initiales de l’équation transformée sont données sur 
l'hyperplan x, = 0, c’est-à-dire sont spéciales. On peut donc se 
servir de la condition (49) mais seulement par rapport aux nouvelles 
variables. En tenant compte de (52), on peut donc affirmer que pour 
que les conditions initiales supportées par l’hypersurface (50) con- 
duisent à une indétermination ou une incompatibilité lors de la re- 
cherche des dérivées secondes, il est nécessaire et suffisant que la: 
fonction w, soit solution de l’équation 





> ap 0, (53) 


Ôx; Ok 
1, RA=1 


cette équation étant vérifiée aussi pour ©, — 0. Toute hypersurface 
remplissant cette condition sera appelée surface caractéristique, ou 
caractéristique, de l'équation (48). 

Si l’on repère un point M, (x, ..., xn,), les coefficients ar 
prendront en ce point des valeurs bien définies que l’on désignera 
par af. Appelons direction caractéristique de la normale en M, 
la direction du vecteur dont les coordonnées réelles œ1, . . ., &n 
vérifient l’équation 

n ; 
> air aa = 0. (531) 
î, AZI 
L'’équation (53) exprime qu’en tout point de la surface S la direction: 
de la normale à S est une direction caractéristique de la normale. 
Si la surface S est telle qu’en aucun de ses points la direction de la 
normale n’est caractéristique, c’est-à-dire que le premier membre de- 
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453) est non nul sur S, alors d’après ce qui a été dit plus haut, le 
Changement de variables (51) ramène l'équation (48) à la forme 


Ur 1 — | aigu Leg 2 dur! + sed (48,) 


et donne de la surface S le plan x, = 0. Ceci permet de transformer 
le problème de Cauchy sur S en un problème de Cauchy sur le plan 
æ, = 0. Sil'équation (48) possède par exemple des coefficients ana- 
lytiques et si la surface S n’est pas caractéristique et w, est une fonc- 
tion analytique, alors le problème de Cauchy formé (c’est-à-dire 
sur le plan x; — 0) peut être résolu sous des conditions appropriées 
à l’aide du théorème de Kovalevskaïa. Si la surface S est caractéris- 
tique, alors la fonction uw et ses dérivées partielles du premier ordre 
doivent être reliées par une certaine relation sur $. En effet, pour 
démontrer cette assertion il suffit de trouver une relation entre u 
et ses dérivées partielles par rapport à x;, ..., «,. Rappelons que 
l'équation de S est simplement x, = 0. Si S est une surface caracté- 
ristique, alors a;, = 0 pour x, — 0 dans l'équation transformée et 
l'on obtient l'équation 


n 


n 
è [4 
oh dust + à airs +... 0, 


où les termes omis ne contiennent que les dérivées premières. 
Donc, les fonctions @, et p, sont reliées par: 


0? Ô 
Da + D ai +... 
U 


x; 0x} 
1, kR—2 


Cette expression ne se ramène pas à une identité par rapport à 
et 1. 

Supposons maintenant que les coefficients a;, dépendent de x,, 
de u et de u,.. Les conditions initiales sur la variété (50) à n — 1 
dimensions dépendent de 7 — { paramètres. Supposons que ces para- 
mètres sont x, . .., æ. En portant les expressions des conditions 
initiales dans les coefficients a;2, on obtiendra comme précédemment 
l'équation (53) qui doit être satisfaite en vertu de (50) et l’on peut 
alors dire si la surface S d’équation w, — 0 est caractéristique sous 
les conditions initiales données. 

Dans la suite on se limitera au seul cas où les coefficients a;x 
dépendent uniquement de x,. À noter que si l’équation (48) est de 
type elliptique, alors comme dans le cas de deux variables, l’équa- 
tion (53) ne possède pas de solutions réelles autres que ©, = const. 
La solution ©, — const ne présente manifestement pas d'intérêt 
our notre problème. 
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I-2-12. Bicaractéristques. L’équation (53) doit être satisfaite en 
vertu de (50). Exigeons qu'elle soit identiquement vérifiée par rap- 
port à x.. Sous ces conditions, l'équation (53) est une équation diffé- 
rentielle aux dérivées partielles du premier ordre dont toute solution 
distincte d’une constante nous donnera une famille de caractéristi- 
ques : 

GS (rés LC, (54) 


où C est une constante arbitraire. Réciproquement, pour que l’équa- 
tion (54) définisse une famille de caractéristiques, il est nécessaire et 
suffisant que la fonction &, soit solution de l’équation (53). On dé- 
montre comme plus haut [1-1-2] que toute caractéristique peut être 
englobée dans une famille de la forme (54) et donc que les solutions 
de l'équation (53) définissent toutes les caractéristiques. 

Dans les équations de physique mathématique, la variable temps 
joue un rôle exceptionnel en regard des autres variables qui sont 
assimilées aux coordonnées spatiales. On admettra dans la suite que 
la variable temps est x, et l’on posera x, = t. Pour les autres varia- 
bles on se servira des notations x,,..., Zm, autrement dit, on con- 
viendra que n = m + {. 

Ecrivons l'équation de la surface (50) sous la forme résolue par 
rapport à é£, soit: £ — @ (x,, ..., Zxm) — O et supposons que les 
coefficients a;, ne dépendent pas de t. 

En portant le premier membre de l’équation £ — © — 0 dans (53), 
on obtient l'équation suivante pour la fonction © : 





m m 
40 90 ôw 
2! ai PRET —2 Ÿ, ain DE rÜnn— 0. (59) 
îi, k=1 i=1 


En principe, cette équation doit être satisfaite du fait que { = ©. 
Or, elle ne contient pas é, donc on peut affirmer qu’elle est identique- 
ment vérifiée. Revenons au cas général et écrivons le système de 
Cauchy correspondant à l’équation du premier ordre (53). L’équa- 
tion (53) ne renfermant pas la fonction ©,, on omettra la relation du 
système de Cauchy qui contient dw,. On obtient ainsi le système 
d'équations différentielles ordinaires suivant: 











ñn 
dth 
= 2 GriPi; (26:) 
Fe È (=—1,2,...,n) 
d + -à ij 
= D ed PiPis (562) 


di, J=1 
où s est un paramètre auxiliaire. Considérons une famille d’hyper- 


0: 


surfaces caractéristiques &@, (z1, . .., Zn) = C et posons p; = EL 
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Les p; sont des fonctions de (x,, . .., x,). En les portant dans les 
seconds membres des équations (56.,), on obtient un système du pre- 
mier ordre pour (x, . .., æ). Si l’on prend une solution quelconque 
de ce système et qu’on la porte dans les expressions de p;, on s'assure 
immédiatement que les fonctions obtenues sont solutions des équa- 
tions (562). En effet 


SE _ Po = 
D Ôxp OT; — 2 S a rs 50; — 2 D ns d;ijD3;- 


î, j—1 â, j—1 
(97) 
En remplaçant l'indice k par j dans l'équation (53) et en dérivant 
les deux membres par oe à Tr, on trouve 
sk () ô 
04? O0Pi is 
2 Gex PPT > d'y cIEs > GijPi 2 7 = 0. 
î, 1 i, 1 i, 1 
Les deux dernières sommes sont égales, puisque a;; = a;;. Cette 
identité nous permet de mettre Le sous la forme 


PE 
Fi 5 ch DiPj» 


À, J=1 

















qui n’est autre que l'équation (56.). Signalons que la relation (54) 
est une intégrale du système (56,). 7. effet, 


=> Ork ds =2 5 dir 07h Fe L 
1, R=1 


et la dernière somme est identiquement nulle en vertu de (53). Les 
courbes de l’espace R° de point générique (x1, . .., Zn) DE ou par 








intégration du système (56) dans lequel on aura posé p; — 2e : s’ap- 


pellent bicaractéristiques correspondant au système ©, = C des sur- 
faces caractéristiques. 

Si lors de l'intégration du système (56,) on prend pour point 
initial x} un point situé sur une hypersurface ©, = C,, alors la 
bicaractéristique correspondante sera tout entière située sur cette 
hypersurface, autrement dit, toute surface caractéristique de l'équation 
(48) peut être formée de bicaractéristiques. Exhibons maintenant les 
conditions sous lesquelles les solutions du système (56,), (56:) for- 
ment une hypersurface caractéristique. La surface (54) est une variété 
à n — 1 dimensions dans R". Etant donné que le paramètre s figure 
dans l’équation de la bicaractéristique, pour former l’équation de 
l’hypersurface caractéristique (54) il faut prendre une famille de 
bicaractéristiques dépendant de #7 — 2 paramètres. On admettra 
que les valeurs initiales x;° et p}” des variables figurant dans le 
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système (56.,), (56.) dépendent de nr — 2 paramètres f,, . .., tn-a 
En reprenant les raisonnements de [1-1-8] on s'assure sans peine 
qu’une condition nécessaire et suffisante pour que la famille de bica- 
ractéristiques obtenue définisse une hypersurface caractéristique 
est que les valeurs initiales xx” et p}° vérifient les relations suivan- 
tes [I-1-12]: 


n 


2: ai pi pa =0, (58) 
k 0x0? 
D PE ar 0 (j=1,::,n—2), (59) 


s—1 


où a% — a; (x). Ceci étant, on admet que l’un au moins des jaco- 
biens d'ordre n — 1 des variables (x,, . . ., x,) par rapport aux para- 
mètres (Ss, 1, . . ., {n-+) est non nul. 

Tous les résultats exhibés découlent directement de la méthode 
de Cauchy d'intégration d’une équation du premier ordre [I-1-121]. 
Une légère complication est apportée ici par le fait que l’équation de 
la surface intégrale est cherchée sous la forme implicite ©; (1, . .. 
….. Zn) = C et par suite le système de Cauchy (56) ne contient pas 
la fonction &:. 

Une surface intégrale singulière de l’équation (53), dite conoïde 
caractéristique, joue un rôle essentiel en physique mathématique. Le 
conoïde s'obtient par la méthode précédente en admettant que les 
x? (le sommet du conoïde) sont fixes, c’est-à-dire ne dépendent pas 
des paramètres, et en imposant aux p#” de vérifier la condition (58). 
Signalons que cette équation définit r quantités p}” comme des fonc- 
tions de nr — 1 paramètres. L’équation (58) étant homogène, l’un des 
paramètres figure comme facteur dans p#’. On vérifie sans peine que 


les équations (56) et (56.) ne changent pas si l’on remplace s par £ s 


et px par ap», où a ne dépend pas de s. Donc, le paramètre qui figure 
comme facteur dans px est redondant, car il figurera de toute façon 
par l’intermédaiaire des. On peut donc considérer que l’une des quan- 
tités p#” est égale par exemple à 1. 

Si les coefficients a;, sont constants, les équations (56,) montrent 
qu’il en sera de même des p,4 et l’on voit sur les équations (56;) 
que x, seront des polynômes du premier degré en s, autrement dit, 
si les coefficients a:, sont constants, les bicaractéristiques sont des 
droites de RT. 

Traitons un cas particulier important. Posons x, — £ et considé- 
cons l'équation de forme spéciale 


m 


Ut A à. dirhlxixp +... — 0, (60) 


L 
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où m — n — et les coefficients a;, ne contiennent pas é, c’est-à-dire 
dépendent seulement de x,, ..., ïm. On admettra que la forme 
quadratique 


à 2. GirEiôr 


est définie positive pour toutes les valeurs de £.. L'’équation (53) 
s'écrit dans ce cas 





m 
(5 hi S 00 001 _ 
ôt 0x; Oh 
i,k—1 


On cherchera une hypersurface caractéristique sous la forme résolue 
par rapport à é: 





® (Lys + se Em) —t = 0 ou t—@ (x, ..., Tm). (61) 
Sous ces conditions Po= et = — 1 et l’on obtient l'équation du 
premier ordre 

m 
>» dirOx; Or — 1 (62) 
| 
ou 
m 
: > Gin PiPr = 1. (63) 
4, R=1 
Le système de Cauchy correspondant est: 
dth : dt E dpr 
m ne m : 
ôa;; 
2 D aripi 2 Sr dikPiPR = >» Gr PtPj 
= j, ki ï, = 


Si l’on particularise une hypersurface (61), alors de (63) et du der- 
nier système, il s'ensuit que les bicaractéristiques qui la forment 
doivent satisfaire au système suivant: 


da LS aups Giro) Œ=tcm (69 


i=1 
On peut traiter la surface (61) non pas comme une surface fixe 
dans l’espace R" de point générique (x;, . .., Æm, t), mais comme 
une surface mobile dans l’espace R" de point générique (x, . .. 
.. Tm). On traitera par ailleurs les solutions du système (64) 
comme des courbes À de R" paramétrées par le temps f. Ceci étant, 
la courbe À ne sera pas située sur la surface mobile (61). 
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Si par exemple dans l’espace À$ de point générique (x:, æ2, t} 

on a affaire au cône 
Bb cl 0, 
alors on doit le traiter dans le plan (x,;, x.) comme un cercle centré 
en l’origine, de rayon variable ct. Si les génératrices rectilignes de ce 
cône sont des bicaractéristiques, alors les lignes À constituent dans 
le plan (x,, x.) un faisceau de droites issues de l’origine. On verra 
plus loin que cet exemple correspond au cas où l’équation donnée 
est l'équation des ondes 
Utt — c? (Us + Uxoxo) = 0 

1-2-13. Lien avec un problème variationnel. Soit À la matrice 
des coefficients a;4. ee résolution du système (64) par rapport à p; 
nous donne p = À 1e —, où A-lest la matrice inverse de À. En por- 
tant les expressions de pi dans l’équation (63), on transforme la forme 


quadratique de p; en une forme quadratique de _ , c’est-à-dire qu’on 








obtient 
d d ss 
> bin ee = = 5 GinPiPr = 1, (65) 
î, k=1 1, k=1 


où la matrice B des coefficients b;, se déduit de À à l’aide de la for- 
mule (tome IIT,, [II-2-1}): 


B = (A-1)* AA = (4-1*, 


ou encore, puisque À est symétrique, B = À -1, 
Munissons l’espace R” de la métrique 


= > biz az; dy. 
4, k—1 


L'intégrale 


ja- | V D bin dx: ee Vu S' bntirt dt, (66) 


4, R=1 


étendue à une  — __ d’une hypersurface carac- 
téristique (61) est égale en vertu de (65) à la différence des bornes 
d'intégration, autrement dit, la longueur de tout arc de la bicaracté- 
ristique indiquée est égale, pour la métrique (66), à la différence des 
valeurs de f correspondant aux extrémités de cet arc. 

En comparant les résultats précédents à ceux de (tome IV,, 
[II-20)) on constate que l'équation (63) est l'équation de la fonction 
fondamentale d’un champ d’un problème aux variations posé pour 
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d’intégrale (66). Donc, la famille d’'hypersurfaces © (x1, . . ., Tm)= t 
æst la famille de surfaces transversales d’un champ du problème aux 
variations posé pour l'intégrale (66). Il est aisé par ailleurs de vérifier 
que les bicaractéristiques correspondant à la famille de surfaces ca- 
ractéristiques et définies par les équations (64) seront les extrémales 
-de ce champ. Pour le prouver il suffit de s’assurer, en se servant de 
l'équation (64), que les bicaractéristiques coupent transversalement 
les hypersurfaces © (x;,. . ., 7m) = t. 

En effet, la condition de transversalité se réduit à la proportion- 
nalité de p; — &,, et des dérivées de l’intégrant de (66) par rap- 


port à x; (tome IV,, [II-20]), c'est-à-dire à la proportionnalité de p, 
et de D'b;xxx. La résolution de l'équation (64) par rapport à p; 
k=I 


nous donne 
m 
[A 
Pi— ” Dirt 


-<e qui prouve notre assertion, savoir que la famille d’'hypersurfaces ca- 
ractéristiques est coupée transversalement par les bicaractéristiques. 

A noter que si nous avons affaire à un conoïde caractéristique, la 
famille de surfaces transversales est une famille de quasi-sphères de 
rayons { dont le centre (1° ,...,z» ) est le sommet du conoïde. 

Sil’équation (60) décrit un processus ondulatoire dans l’espace R”, 
alors l’équation du premier ordre (63) définit l’optique géométrique 
de ce processus à l’aide des surfaces caractéristiques et les bicaracté- 
ristiques sont les rayons définissant cette optique géométrique. Ces 
<onsidérations établissent un lien immédiat entre l'optique géomé- 
trique et un problème aux variations. Si l’on connaît le front d'onde S, 
pour & = 0, alors pour déterminer le front d'onde S; à un instant f 
quelconque, on doit construire une famille de quasi-sphères de cen- 
tres sur $S, et de rayon t et envisager l’enveloppe de cette famille 
{construction de Huygens). Cette construction correspond à ce que 
nous avons dit dans [1-1-{1]au sujet de la résolution du problème de 
Cauchy relatif aux équations du premier ordre à l’aide des conoïdes 
Caractéristiques de cette équation. Nous glisserons sur la démonstra- 
tion de cette construction qui peut être effectuée au moyen de la 
théorie de l’intégrale complète. Signalons qu: l’enveloppe des quasi- 
Sphères de rayon t peut être composée de deux hypersurfaces. L'une 
d’elles seulement nous donnera le front d'onde à l'instant t. 

Tous les raisonnements précédents peuvent être effectués dans 
l'espace R" en ajoutant t aux coordonnées du point générique. Pour 
une plus grande symétrie considérons le cas général de l'équation (48): 


| 2 Giply;eg Fee = 0 (ax; = aix), (67) 
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où a;, sont des fonctions données de (z1,...,2,). Les surfaces caracté- 
ristiques seront définies par l’équation 


n 


D (x, y Tns Dis es Pr)= 21 Gr PiPr = 0 


(n =), (68) 


OÙ D (ti, +, Tns Pi + + +» Pn) désigne le premier membre de l’équa- 
tion. Le système de Cauchy correspondant à cette équation, c’est- 
à-dire le système d'équations différentielles ordinaires définissant les 
bicaractéristiques, est constitué des équations (56,) et (56,). En 
remplaçant le paramètre auxiliaire s par s/2 on ramène ce système 
à la forme: 








dz 1 . PR 1 
Te = D; Te = —7 Ds (x= 1, ….. n). (69) 


Les premières équations de ce système sont de la forme: 





d 
L = eur (k=1, 2, ...,n). 


En les résolvant par rapport à p, et en portant p; dans l’équa- 
tion (68), on obtient 





D (70) 


1, k=1 


où B = A1, Munissons À" de la métrique 


= D brdr,dr. 
4, k=—1 


La différence essentielle qui existe avec le cas précédent est que 
le second membre de cette formule peut pour une équation de type 
hyperbolique prendre des valeurs aussi bien strictement positives 
que strictement négatives (forme quadratique alternée (tome IIl,, 
[I1-2-4]) et par suite do, peut être imaginaire. 

De (70) il s'ensuit que les bicaractéristiques sont caractérisées par 
la relation do, = 0, c’est-à-dire que la longueur de tout segment de 
bicaractéristique est nulle pour la métrique adoptée. 


1-2-14. Propagation de la surface de discontinuité. Supposons que 
les dérivées secondes d’une solution w de l’équation (48) présentent 
sur la surface 

Ÿ (tas +. Zn) = 0 (71) 


8—-01017 
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une discontinuité de première espèce, mais cette fonction et ses 
dérivées premières restent continues en traversant la surface (71). 
La solution u sera traitée des deux côtés de la surface (71) comme deux 
solutions distinctes de l’équation (48). Ces solutions vérifient les 
mêmes conditions initiales sur cette surface, mais leurs dérivées 
secondes prennent des valeurs différentes. On peut donc affirmer que 
la surface (71) doit être une surface caractéristique de l'équation (67). 
On aurait obtenu le même résultat en supposant que la solution u et 
ses dérivées partielles premières et secondes restent continues à la 
traversée de la surface (71), les dérivées d’ordre supérieur présentant, 
elles, une discontinuité. On dit qu’une solution de l'équation du se- 
cond ordre (67) présente une discontinuité faible sur la surface (71) si 
à la traversée de cette surface elle reste continue avec ses dérivées 
premières, et certaines de ses dérivées d'ordre supérieur sont discon- 
tinues. Des raisonnements précédents il s'ensuit que seule une surface 
caractéristique peut être une surface de faible discontinuité. 

En assimilant la variable x, au temps t (x, = t), on transforme 
l'équation (71) en l'équation horaire d’une surface de faible discon- 
tinuité dans l’espace R7: 


4 (ts cos Tms À) = 0. (72) 


Déterminons la vitesse de propagation de cette surface. Repérons 
un point M sur la surface (72) et menons à partir de M la normale 
à cette surface dans le sens où 4 >> 0. A l'instant t + At le point M 
se retrouve en M,. La limite du rapport MM,/At lorsque At— 0 s’ap- 
pelle vitesse de propagation de la surface (72). Soit 





= 2% (73) 


Les cosinus directeurs de la normale en M ont pour expression 





(74) 
Dérivons la relation (72): 
2 LP dx; + Ÿ: dt — 0. 


La quantité dr; peut être traitée comme la projetée du déplacement 
infiniment petit MM, le long de la normale sur l’axe Ox;. On a donc 


à VexMM, cos(n, x) + dt = 0. 
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En tenant compte de (74) on obtient l'expression suivante pour la 
vitesse du mouvement de la surface (72): 


_ _ Ÿr 
Re (75} 


Si m = 2, on obtient une courbe mobile sur le plan (%;, La), si 
m = 3, une surface mobile dans l'espace (z1, Ze, Ts). 

Examinons à à titre d'exemple l’équation des ondes pour m = {: 
| Ugg — d'Uyx = 0. | 
L'équation (53) s'écrit 

di—anpé = 0 ou = La. 
LE 
Cette équation montre que le point de faible discontinuité doit se 
déplacer sur l’axe Ox à la vitesse + a. Les caractéristiques seront 
deux familles de droites x + at = c du plan (x, t). Considérons encore 
l'équation 
Us — À (Uxs Ut) Uxx = 0, 

que l’on rencontre dans l’étude de l'écoulement d’un fluide compres- 
sible en dimension un. La condition (53) s'écrit 


Yi — f(ux, us) Va = 0. 
Supposons que sur l’axe Oz le fluide est au repos (pour fixer les idées, 
à gauche du point de discontinuité). On a alors u, = u, — 0 à gauche 
et au point de discontinuité. La condition précédente devient 1? — 


— f (0, 0) ÿ£ = 0, et la vitesse de propagation de la discontinuité 
a pour expression : 


P= +Vf(0, 0). (76) 


+ 


Passons maintenant à l'étude de l'équation des ondes à trois 

variables indépendantes: 
Ut = a? (Uxx + Uxoxe) — 0. 
L'équation (53) s'écrit dans ce cas: 
LU — a? (be HE Vkz) = 0 
ou encore ÿ? — a?g°® — 0 compte tenu de la formule (73). Cette équa- 
tion du premier ordre exprime que toute courbe caractérisique du 
plan (x,, x.) se déplace à la vitesse a. On obtiendrait le même résultat 
pour une surface caractéristique de l’espace (zx:, x,, x) dans le cas 
de l'équation des ondes | 
Ut — CE (Uxixg + Uxyxs + Uxsxs) = 0. 

Signalons que le coefficient a? peut être supposé dépendre de (x;, 
Lo Ts). | 
8* 
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I-2-15. Discontinuités fortes. En étudiant les solutions disconti- 
aues des équations du second ordre on a admis que ces solutions et 
leurs dérivées premières restaient continues à la traversée de la surface 
de discontinuité, alors que les dérivées d'ordre supérieur présentaient 
une discontinuité. Ce n’est qu’à cette condition qu'on a pu affirmer 
que la surface de discontinuité est une surface caractéristique. Pas- 
sons maintenant à l'étude des discontinuités fortes, c'est-à-dire au cas 
où sont discontinues les dérivées premières de la solution de l’équation 
du second ordre. On se propose d'établir les conditions sous lesquel- 
les la surface de discontinuité est nécessairement une surface caracté- 
ristique. On étudie l’équation des ondes de trois variables indépen- 
dantes. L'opérateur composé du premier membre de cette équation: 


1 
Ou = Uxx + Uyy = Ut, 


s'appelle opérateur de Lorentz. Considérons un autre opérateur consti- 
tué des dérivées du premier ordre: 


P(u)=u,;cos(n, x)+u, cos(n, ÿ)— uw cos(n,t), (77) 


n étant une direction dans l’espace (x, y, t). Soient D un domaine de 
l’espace (x, y, t), S sa frontière et n la direction de la normale exté- 
rieure à la surface S. En appliquant la formule de Gauss, on peut com- 
me dans le (tome II, [VII-3-2]) écrire la formule de Green suivante 
pour l'opérateur de Lorentz: 


Ï [] [uOIu —uUOv] dx = [i [uP(u)—uP (v)]dS, (78) 


où u et v sont des fonctions possédant des dérivées premières et 


secondes continues dans D. 
En particulier, quelles que soient u € C?(D)et v EC% (D)*),on a 


| wou-ucvdr=0. (79) 
D 


Supposons que le domaine D est partagé par une surface © en deux 
parties D, et D,, cette surface étant une surface de discontinuité pour 
les dérivées premières de la fonction u. Etablissons les conditions que 
doit remplir cette discontinuité pour que la formule (79) reste valable 
sur D tout entier pour une fonction w à dérivées discontinues et une 
fonction quelconque v € C® (D). On admettra que la fonction uw reste 
continue à la traversée de 6. Soient M un point de ©, !, une direction 
quelconque du plan tangent àoen M. On admettra que la dérivée 


._. +) On rappelle que C$(D) désigne l’ensemble des fonctions indéfiniment 
dérivables à support compact appartenant à D. 
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= tend vers la même limite que l’on s'approche du point M d'un 


côté ou de l’autre de la surface © et que cette limite est égale à la. 
dérivée suivant / des valeurs prises par la fonction u sur ©. Cette: 
condition s'appelle parfois condition de compatibilité cinématique. Si: 
n est une direction fixe de la normale à © en M, on admettra qu’à l’ap- 


proche de M d’un côté ou de l’autre de la surface, = prend des valeurs 


bien définies susceptibles d’être différentes selon le côté considéré. 

Formulons maintenant la condition de compatibilité dynamique. 
Cette condition traduit le fait que l'expression (77) tend vers la 
même limite indépendamment du côté par lequel on s'approche d’un 
point de la surface (n est la direction de la normale en ce point), 
pourvu que la direction de n soit la même dans les deux cas. On 
admet par ailleurs que la formule (78) est valable séparément dans les 
parties D, et D, de D. Ceci aura lieu visiblement si la fonction w 
possède des dérivées premières et secondes continues dans D, et D, et 
sur 6. Si l’on applique la formule (78) à D, et à D, les directions de 
la normale extérieure à la surface © seront opposées et les expressions 
respectives de P (u) seront de signes contraires. En ajoutant ces deux 
formules, on obtient la formule (79) pour D tout entier, puisque les 
intégrales étendues à o se simplifient. La formule (79) est donc vala- 
ble pour le domaine D tout entier sous les conditions de discontinuité- 
forte imposées à la fonction u. 

Exhibons maintenant quelques conséquences importantes des 
hypothèses avancées. Soit # le vecteur unitaire de la normale à o. 
Considérons le produit vectoriel grad u X n. Si l’on désigne par 1 le 
vecteur unitaire qui a le même sens que le projeté de grad w sur le 


plan tangent à o, alors grad u =T1 + Un et grad u X n = 


== a 1 X n. Ce produit est donc continu à la traversée de ©. Les 


composantes de ce produit nous sont données par les trois expressions 
suivantes qui, en vertu des conditions cinématiques de compatibilité, 
doivent être continues à la traversée de 0 : 


UxCOS(n, y)—u, cos(n, tr) = M, 
U, COS (n, t)—u;cos(n, y)= Mo, (80) 
u,Cos(n, x)—u,cos(n, t)— M3. 


La condition formulée plus haut nous donne encore une quatrième 
expression qui doit rester continue à la traversée de 0: 


u,COS(n, z)+u, cos(n, D ——+ u,;cos(n, t)— M. (81) 


On traitera les équations (80) et (81) comme quatre équations du pre- 
. mier degré en u,, u, et ui. Si le rang de la matrice de ce système était 
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égal à trois, c’est-à-dire si l’un des déterminants d’ordre trois de 
cette matrice était non nul, alors on aurait pu résoudre ce système 
par rapport à u,, u, et u, et ces dérivées se seraient exprimées par 
l'intermédiaire des fonctions continues M,. Les dérivées premières de 
la fonction w étant continues à la traversée de 0, on n'aurait pas eu 
de discontinuité forte. On peut donc affirmer que le rang de la matri- 
ce est strictement inférieur à trois, autrement dit, tous les déter- 
minants d'ordre trois de la matrice 


COS (n, y) —cos(n, x) 0 
0 cos(n, t) —cos(n, y) 
— cos (n, t) 0 cos(n, x) (82) 
CoS(n, z)  CoS(n, y) — cos (n, t) 


sont nuls. 
Il est immédiat que 


Ai A+ A3= | cos? (n, x) +cos?(n, D + cos? (n, IE 


et À, —0, A; étant le déterminant obtenu par suppression de la 
k-ième ligne. Donc, dire que les A, sont nuls revient à dire que 


cos? (n, 2) + cos2(n, y) — _ cos?(n, t)=0. (83) 


Si la surface © a pour équation (x, y, t) — 0, alors l'égalité (83) se 
met sous la forme évidente 


2 1 | 2 
dt Vy— x pi 0, 


et l’on constate donc que dans le cas d’une discontinuité forte, la 
surface © doit être une surface caractéristique de l’équation [lu = 0. 
Si la condition (83) est remplie, on démontre aisément que les 
déterminants d'ordre trois de la matrice (82) sont tous nuls et que M, 
est une combinaison linéaire de M,, M, et M3, plus exactement, 


cos (n, t) M, = cos (n, y) M, — cos (n, x) M3. 


On voit ainsi que si les conditions cinématiques de compatibilité 
sont remplies, c’est-à-dire que M,, M, et M, sont continues et la 
surface © est une surface caractéristique de l'équation Ou = 0, 
alors M, est continue, c’est-à-dire que la condition dynamique de 
compatibilité est satisfaite. Signalons que dans les raisonnements 
précédents on a obtenu l'équation de la surface caractéristique 
sans étudier les solutions de l'équation [ju = f mais en utilisant 
uniquement l’égalité (79) dont le premier membre contient Du. 

On a donc prouvé que si une fonction w présente une discontinuité 
forte sur la surface o et vérifie sur o les conditions cinématiques et 
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dynamiques de compatibilité, alors o est une surface caractéristique 
et la fonction w satisfait l'identité (79) pour tout v € C* (D) (et 
tout v € C; (D)). 

La réciproque est également vraie : si une fonction w présente une 
discontinuité forte sur ©, vérifie les conditions cinématiques de com- 
‘patibilité sur o et l’identité (79) pour tout v € C® (D), alors © est 
une surface caractéristique et la fonction u satisfait la condition 
dynamique de compatibilité, c'est-à-dire que le saut [P (u)l, de la 
fonction P (u) à la traversée de © est nul. 

En effet, on sait que w est continue dans D (donc [ul], — 0) et 
{grad ul, - 0. De l'identité (79) il s'ensuit que 


| v LP (u)lo dS =0, 


[Ce] 


ce qui, en vertu du choix arbitraire de la fonction v (tome IV,, [II-2], 

{I11-4]), entraîne [P (u)], = 0, c'est-à-dire la condition dynamique 
de compatibilité. Comme [grad u], 7 0 et [u,] o? lu,lo, u:l, sont 
solutions du système d'équations (80), (81), ceci n’est possible, ainsi 
qu'on l’a vu plus haut, que dans le cas où © est une surface caracté- 
ristique. 

Du point de vue > physique, l'équation Ou = j traduit l'équilibre 
des forces intérieures et extérieures agissant sur un volume élémen- 
taire dans l’espace de point générique (x, y, t), l'équation [P (u)], = 0 
l'absence de forces extérieures surfaciques agissant sur une surface 
élémentaire de 6. L'analyse effectuée montre que ces deux équations 
sont équivalentes à l'identité 


| jf [uf —u Ov] dr = 0 


D 


où vest une fonction quelconque de C® (D), si u est bicontinûment 
dérivable dans D, et D, et sur o. Dans [1-2-311 on décrira des classes 
plus larges de solutions discontinues de l’ équation Qu = f ainsi que 
d’autres équations différentielles linéaires qui seront définies à à par- 
tir d’identités de ce type. 


1-2-16. Méthode de Riemann. On se propose maintenant de résou- 
dre le problème de Cauchy en commençant par une équation linéaire 
de deux variables indépendantes réduite à la forme normale: 


| L (u) = Uxy + ax, Yjux + b (x, yuy + c (x, yhu = f(x, y). (84) 


Dans la suite, on omettra souvent d'écrire les arguments des 
coefficients et du second membre. Désignons le premier membre de 
cette équation par Lu). Rappelons que la condition (32) qui 
définit les caractéristiques est de la forme dx dy = 0 pour cette équa- 
tion, de sorte que les caractértistiques seront des droites z — const et 
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y = const, parallèles aux axes de coordonnées. Outre l’opérateur 
L (u) on considère l’opérateur adjoint défini comme suit: 


LE (0) = vey — (av); — (br), + cv. 


On admet de toute évidence que les coefficients a et b sont continû- 
ment dérivables. En se servant des expressions de L (u) et L* (v), on 
établit immédiatement l'identité élémentaire suivante: 


2 [uL (u) — uL* (v)] = (u,v — v,u + 2buv), + 
+ (uv — vu + Zauv).. (85) 


Considérons dans le plan (x, y) un domaine D de frontière À et 
supposons que les fonctions w et v possèdent dans D des dérivées 
premières et des dérivées secondes mixtes continues. En intégrant les 
deux membres de l’identité (85) sur le domaine D et en utilisant la 
formule classique (tome II, [III-2-4]) 


FI (SE- SE) dr dy à Par +0 ay, 
D À 


on obtient la formule de Green suivante : 


2 | &L (u)—uL* (v)] 4S — 


D 


— c) — (uv — vu + 2buv) dr +(u,v—v,u—+2auv)dy. (86) 
À 


Passons après ces calculs préalables à la résolution du problème de 
Cauchy pour l’équation (84). 

Soit donnée dans le plan (x, y) une courbe / qui est coupée en un 
point au plus par les droites parallèles aux axes de coordonnées. 
L'équation de cette courbe est de la forme x = x (y) ou y = y (x). 
On admet que les dérivées x’ (y) et y’ (x) existent et sont différentes 
de zéro sur la portion de courbe / étudiée. On cherche la solution de 
l'équation (84) qui vérifie des conditions initiales sur {, c’est-à-dire 
que les valeurs de la fonction u et de ses dérivées partielles uv, et u, 
sont données sur let de plus du = u, dx + u,dy. On admettra que u, 
u, et u, sont données sur ! comme des fonctions uniquement de x 
ou de 

On admet que la fonction qui définit w sur ! possède une dérivée 
continue et que u, et u, sont continues. Les coefficients a et b possè- 
dent, comme indiqué plus haut, des dérivées partielles continues par 
hypothèse et c et f sont continues dans le domaine contenant { envi- 
sagé. On montrera dans la suite que ce problème admet une solution 
sous les conditions posées. On se propose dans l’immédiat d’établir 
une formule qui nous donnera la solution (si elle existe) du problème. 
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Soit B la région du plan (x, y) limitée par un arc de courbe / et 
deux droites parallèles aux axes de coordonnées issues d’un point fixe 
P (x, y) (fig. 1). Supposons que l’on connaisse dans ce domaine une 
solution de l'équation adjointe 


L* (v) = 0. (87) 


En appliquant la formule (86) à la solution u 
cherchée du problème de Cauchy et à la solution 
v de l’équation (87), on obtient, compte tenu de 
l'équation (84): 


29 [; ur (88) 0 se x 


& 





L'intégration le long de À se décompose en une intégration le long de 


l’arc AB de courbe l et le long des droites BP et PA parallèles aux 
axes. L'intégrale le long de l’arc de courbe L est connue, car la fonction 
u et ses deux dérivées partielles premières sont données sur L. 
Le long de PA seule xest variable, donc en intégrant le long de PA, 
on obtient l'intégrale 
— | (uv — vu + 2buv) dr. 
PA 
La fonction à intégrer peut être mise sous la forme 
uÙ — Vu + 2buv = (uv), + 2u (bu — v,), 


et par suite 
— | (u,u — vu + 2buv) dx = (uv)p —(uv)4 — | 2u (bu —v,) dx, 
PA PA 


où, par exemple, (uv) ? désigne la valeur du produit uv au point P. 
De façon analogue 


Î (uv —v,u + 2auv) dy = (uv)p— (uv)r + | Zu (av—v,) dy. 
BP BP 

La formule (88) peut être mise sous la forme suivante: 
2v(P)u(P)— | [(u,v — v.u + 2buv) dr — 


AB 


— (uv — vu + 2auv) dy] +u (4) v(4)+u (B) v(B)+ 
+ | 2u (bu —v.) dr + | 2u (av—v,) dy —2 {{ fu do. (89) 
D 


PA PB 
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Supposons que l’on connaisse une solution de l'équation (87) qui 
vérifie sur les droites PA et PB les conditions suivantes: 


bo — v, = 0 sur PA et av — v, = 0 sur PB 


et qui soit telle que v (P) = 1. Sous ces conditions les intégrales le 
long de PA et PB disparaissent de la formule (89) et l’on obtient la 
formule suivante qui exprime la valeur de la fonction cherchée 
u (P) au point P (xo, Yo): 


2u (to, yo) =u(A)v(4)+u(B)v(B)+ 
+ | (uv — vu + 2buv) dx —(u,v — vu + 2auv) dy — 2 | | fv do. (90) 
ÀB D 
Voyons maintenant plus en détail les conditions que doit remplir la 
solution v de l'équation (87). Le long de la droite PA on doit avoir 
x — b (x, Yo) D. 


Cette équation peut être traitée comme une équation différentielle 
de la variable indépendante x. En l’intégrant on obtient les valeurs 
suivantes de v sur la droite PA : 


x 


( b(x, Yo) dx 
U(x, Yo) — e*0 (sur PA), (91) 
De façon analogue 
y 
Ÿ atxo, v) dy 
UV (To, y) — evo (sur PB). (92) 


On rappelle que v (x, yo) = 1. Ainsi la solution v de l'équation (87) 
prend sur les doites PA et PB des valeurs données par les formules (91) 
et (92). Cette solution dépendra visiblement du choix du point (x,, 
Yo), plus exactement, ce sera une fonction d’un couple de points. 
Désignons-la par 


UT, Y; To» Yo) (93) 


La solution de l’équation (87) qui vérifie les conditions (91) et (92) 
s'appelle fonction de Riemann. Cette fonction ne dépend ni des condi- 
tions initiales sur /, ni de la forme de [. Le point (x, y) fait office 
d’argument, le point (xs, yo), de paramètre. A noter qu’on aurait pu 
prouver l’existence d’une solution en vérifiant directement que la 
formule (90) donne bien la fonction u (x, yo) qui satisfait l'équation 
(84) et les conditions initiales sur Z. Cette vérification présente quel- 
ques difficultés, aussi donnera-t-on dans un prochain numéro une 
autre! démonstration de l’existence de la solution ou problème 
de Cauchy. 
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La méthode de Riemann ramène la résolution du problème de 
Cauchy à la recherche de la fonction de Riemann (93). Cette fonction 
est solution d’une équation sans second membre (87), du même type 
que l'équation (84), mais avec des conditions subsidiaires qui diffè- 
rent totalement des conditions initiales, plus exactement, comme on 
l’a vu plus haut, ces conditions se traduisent par la donnée des valeurs 
de la seule fonction v sur les caractéristiques PA et PB issues du point 
donné P. On prouvera dans la suite l’exis- 
tence de la fonction de Riemann. Signalons 
que la formule (90) a été établie sous réserve 
que la solution existe. Donc, si cette solution 
existe, elle s'exprime nécessairement par la 
formule (90), ce qui prouve l’unicité. Il reste à 
démontrer que la formule (90) donne bien la 
solution du problème de Cauchy. On prouve- 
ra dans la suite non seulement l’existence de | 
la fonction de Riemann, mais aussi celle de la Fig. 2 
solution du problème de Cauchy, ce qui tradui- 
ra le fait que la formule (90) donne bien la solution du problème. 

Supposons provisoirement que tous les théorèmes d'existence 
formulés ont été prouvés et étudions quelques corollaires de la for- 
mule (90). Nous avons indiqué que cette formule exprime l’unicité 
de la solution du problème de Cauchy. Par ailleurs, de cette formule 
il s’ensuit immédiatement que si l’on donne un accroissement aussi 
petit que l’on veut aux conditions initiales sur /, la solution du pro- 
blème subit un accroissement aussi petit que l’on veut, autrement dit, 
la solution du problème de Cauchy dépend continûment des conditions 
initiales. Il s'ensuit encore de la formule (90) que la valeur de la fonc- 

tion inconnue u au point P dépend uniquement des conditions initia- 





les sur l’arc AB de 1. Si l’on prolonge les conditions initiales sur AB 
au-delà de À et B de deux] manières différentes, en conservant la 
continuité de ces conditions en À et B, on obtient en dehors du trian- 


gle curviligne PAB deux solutions distinctes du problème de Cauchy, 
- plus exactement, on obtiendra deux systèmes différents de condi- 
tions initiales qui seront vérifiées par deux solutions différentes qui, 


toutefois, seront confondues sur le triangle curviligne PAB, vu que 


les conditions initiales le sont sur AB. Les caractéristiques PA et PB 
seront ces courbes sur lesquelles les solutions, identiques sur le trian- 
gle mentionné, se disloqueront en deux solutions différentes. 

Les raisonnements de ce numéro n’impliquent pas de toute 
évidence l’analyticité des fonctions. Nous avons exigé que les parallè- 
les aux axes de coordonnées (les caractéristiques) coupent la courbe L 
en un point au plus. Voyons la signification de cette condition. 
Prenons une courbe l, (fig. 2) coupée en deux points par les parallèles 
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à l’axe des x et supposons que les conditions initiales sont données 
sur Z,. En appliquant la méthode de Riemann on peut déterminer la 
valeur de la fonction w au point P en se servant du triangle curvili- 


gne PAB ou PBC. Ces deux formules nous donnent des valeurs de u 
généralement différentes en P, donc le problème n’admet pas de 
solution. 


I-2-17. Conditions initiales caractéristiques. Considérons main- 
tenant le problème auquel nous a conduits la construction de la fonc- 
tion de Riemann. Examinons seulement le cas d’une équation sans 
second membre. On demande de trouver une solution de l'équation 


Uxy + aux + bu, + cu = 0, (94) 


si sont données uniquement les valeurs de la fonction inconnue u sur 
les droites CA et CB parallèles aux axes (cf. fig. 1). Soit (£, n) les 
coordonnées du point C. Signalons que si l’on connaît les valeurs de u 
sur CB, l’on connaît de même les valeurs de la dérivée partielle u, 
sur CB. Donc, en faisant y = n et en portant les fonctions connues u et 
u, dans l'équation (94), on obtient une équation différentielle ordi- 
naire du premier ordre pour la fonction u, le long de CB. L'intégra- 
tion de cette équation nous donnera la dérivée partielle w, le long de 
CB. De façon analogue, si l’on connaît w sur CA, l’on connaîtra de 
même les deux dérivées partielles premières de u sur CA. Les constan- 
tes arbitraires d'intégration des équations différentielles du premier 
ordre peuvent être déterminées du fait que u, et u, peuvent être sup- 
posées connues au point C. Ces raisonnements nous montrent pour- 
quoi il suffit de connaître uniquement les valeurs de la fonction u le 
long des caractéristiques CA et CB. La méthode de Riemann s’ap- 
plique intégralement au problème considéré et nous donne la 
formule 


2u (P)=u(4)v(4)+u(B)v(B)+ 
+ | (uv —v,u + Zauv) dy + | (u,v —v,u + 2buv) dx, 


CA CB 
où, comme précédemment, v est la fonction de Riemann (93). 
Mettons la fonction à intégrer de la première intégrale sous la 
forme : 


uv — vu + Zauv = — (uv), + 2v (au + u,). 


En faisant de même pour la fonction à intégrer de la deuxième inté- 
grale et en intégrant, on obtient la formule suivante: 


u(P)=u(C)v(C)+ f v(au+u,) dy + | v(bu+u,)dzx. (95) 
C'A | 


CB 
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Utilisons cette formule pour prouver une propriété de la fonction 
de Riemann. Signalons préalablement que l’adjoint de l'opérateur 
L* (v) est l’opérateur ZL (u). En effet, 

L* (0) = very — av, — dv, + (c — a; — b,) v, 

et l'opérateur adjoint s'écrit: 
Li (u) = sy + (au), + (bu), + (c — ax — by)u = 

= Uyy + dus + bu, + cu = L (u). 
Appliquons la formule (95) à la fonction de Riemann uv de l'opérateur 
L* (v). Les coefficients en v, et v, de l’opérateur L* (v) sont égaux 
à (—a) et (—b), donc la fonction de Riemann de cet opérateur est 
la solution de l'équation (94) qui vérifie sur les droites CA et CB 
les conditions au + u, = 0 et bu + u, = 0 et qui, de plus, est telle 
que u (C) = 1. Le point C (£, n) joue le rôle du point P (xs, Yo) de la 
fonction (93). 

En se servant de la formule (95) pour ce cas particulier, on obtient 
la formule suivante: 


u (os Yo; Ê n) ro (£, N3 Los Yo) 
c’est-à-dire que la fonction de Riemann de l’opérateur Z (u) se trans- 
forme en la fonction de Riemann de l’opérateur adjoint L* (v) si l’on 
y permute les points (x, y) et (to, yo). L'opérateur L (u) est symétrique 
par définition si L* (v) = L (v). La fonction de Riemann d’un opéra- 
teur symétrique est une fonction symétrique des deux points dont elle 
dépend. En se servant des expressions de ZL (u) et L* (v), on établit 
aisément que les conditions pour lesquelles L (u) est symétrique sont : 
a — b =. Le problème qui consiste à déterminer la solution de 
l'équation (94) qui prend des valeurs données sur deux caractéristiques 
s'appelle problème aux conditions initiales caractéristiques. Comme dans 
le cas du problème de Cauchy, la formule (95) montre que le problème 
aux conditions initiales caractéristiquesn’admet qu’uneseule solution. 


I-2-18. Théorèmes d’existence. Il nous reste à prouver les théo- 
rèmes d'existence de la solution du problème de Cauchy et du problè- 
me aux conditions initiales caractéristiques. On commencera par le 
dernier problème et on traitera seulement le cas d’une équationhomo- 
gène. On demande de trouver la solution de l’équation (94) qui prend 
des valeurs données sur les caractéristiques x = x, et y = yo: 


User, = (y); ulyen = Pt) LD (Go) = 9 (t)l. (96) 
Si l’on admet que le coefficient b possède une dérivée continue par 


rapport à y, on peut mettre l’équation (94) sous forme d’un système 
de deux équations du premier ordre: 


Ux + ou = w; (97) 
Wy + aw = du, (98) 
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d=ab+b,—0c, 
et 

wyen = P'(2)+b(x, y)p(x)=@(x). (99) 
En traitant l’équation (97) comme une équation différentielle linéaire 


du premier ordre et en tenant compte de la première condition (96} 
on exprime la fonction w (x, y) au moyen de la fonction w (x, y): 


x Ë 
- [og,was x |ou',was 
ua, ge [fe w (E, y) dE + b(p) |. 


X0 


De façon analogue on obtient dans le cas de l'équation (98): 


y n 
= ax,man_% (ax, nan 
w(z, y)=e et d(x, n)u(x, n)dn+ 
Yo 
+ q(&)+b (x, vo) () |. 
Ces équations sont équivalentes aux équations (97) et (98) avec 
les conditions initiales (96). En posant ou 


Ë n 
b(£", y) dE Ÿ ax, n’)dn’ 
Ki (x, y; E)—=e r Kat, y; n)=e d(x, n), (100) 


on peut mettre u(x, y) et w(x, y) sous la forme : 





[re y) d8 x 

un(e y)=e% p)+ | Ait, 1: Dow, y), 
: É (101) 
| = ax, n) dn y 

we, y)=e à w(z) + À K2(e, y: Mu(z, man. 


Yo 


L'existence et l’unicité de la solution du système (101) s’acquièrent 
par la méthode des approximations successives. Pour remonter des 
équations (97) et (98) à l'équation (94), il faut qu’existe la dérivée mix- 
te continue w,,. Des équations (101) qui sont satisfaites par les fonc- 
tions u (x, y) et w (x, y) on voit que ceci a lieu si b (x, y) possède des 
dérivées partielles premières continues et 1 (y), une dérivée continue. 
Si l’on porte w (x, y) tirée de la deuxième équation (101) dans la pre- 
mière, on obtient pour u (x, y) une équation de Volterra. 
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Passons à la démonstration de l’existence de la solution du problè- 
me de Cauchy. L’équation de la courbe / support des conditions initia- 
les peut être mise, comme on l’a vu plus haut, sous la forme x = x (y) 
ou y = y (x), où x (y) et y (x) possèdent des dérivées continues non 
nulles. On admettra que les conditions initiales sur L sont des 
fonctions de x ou de y. Mettons ces conditions sous la forme : 


u xx = 4 (y) = Ÿ1 (x) ; 
Ux y = y(x) — 1 (x). 
Les solutions des équations (97) et (98) doivent vérifier les conditions 
initiales suivantes: 
u ER = 4 (y); W | y = ytx) = Ps (x) + 
+ br, y (x)lhi (x) = ©: (x). 


Comme plus haut on obtient donc le système d'équations intégrales 
suivant : 


X 


— | o(E, yat < 
ur, ge 0 p()+ | Aie y: D we, y)dE, 
x(y) 
; (102) 
- | ax. man y 
wa y)=e V9 o(+ À Aie, y; mu(e, man, 
y(x) 


où X, (x, y; Ë)et K, (x, y; n) sont définies par les formules (100). On. 
suit la marche habituelle pour démontrer la convergence de la métho- 

de des approximations successives et l’on obtient ainsi le théorème. 
d'existence de la solution. Si le point P occupe la même position que. 
sur la figure 1, alors dans les estimations on peut remplacer la lon- 
gueur du chemin d'intégration par (4x — x) lorsqu'on intègre par rap- 

port à & et par (B — y) lorsqu'on intègre par rapport à n, les quantités. 
. & et B étant Les valeurs maximales de x et y dans le rectangle de côtés. 
parallèles aux axes de coordonnées dans lequel est considérée la solu- 

tion du problème et dans lequel les coefficients remplissent les condi-. 
tions posées plus haut, à savoir, par exemple, que les dérivées partiel-. 
les premières de a et b sont continues ainsi que c et f. On aurait pu 

envisager l'équation avec second membre (84). Il aurait suffit pour ce-. 
la d'ajouter à l’équation (98) le second membre f (x, y). Il est aisé de. 
prouver l’unicité de la solution sans recourir à la méthode de Riemann, 

mais en se servant du système (102). 


On aurait pu démontrer les théorèmes d'existence en appliquant la méthode 
des approximations successives directement à l'équation (94) ainsi qu’on l’a 
fait pour les équations différentielles ordinaires. Commençons par le cas des. 
conditions initiales caractéristiques (96). L’équation (94) avec les conditions. 





428 CH. I. THÉORIE DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 


initiales (96) est équivalente à l'équation intégro-différentielle 
U (x, y)=9 (x) + (y) — (20) — 
x y 
— [Qc mu n+6 6 mu m+ 
xo Vo 
+c(E, n)u(E, n)]dédn. (103) 


A noter que le terme non situé sous le signe d'intégration satisfait les conditions 
initiales (96) puisque de toute évidence (xs) = Ÿ (yo): 
Pour première approximation on peut prendre la fonction 


Uo (x, y) = @ (x) + Ÿ (y) — p (x). 
Les autres approximations se calculent de proche en proche par les formules 
Un (2: y) =Uo (xs y) — 


x y 
loun- : Le ,1) 
| | [a &, 1) 2er ED +5 €, n) es ÉD + 
xo Vo 


+c(é, D'un (6, n)]dédn (n—1,2,...). (104) 
On démontre à l’aide d’estimations élémentaires que les suites de fonctions 


Oun (x, y) dun (x, y) 
Un (x, y); ôx , ôy 
<onvergent uniformément dans le rectangle R de la figure 1, rectangle dans lequel 
on admet que les coefficients de l’équation sont des fonctions continues. En pas- 
sant à la limite dans la relation (104), on s'assure immédiatement que la fonc- 
tion limite de la suite u, (x, y) est solution de l'équation (103) et par suite de 
l'équation (94) avec les conditions initiales (96). 

Passons maintenant au problème de Cauchy. Soit R un rectangle contenant 
la portion de courbe { qui supporte les conditions initiales et tel que les coeffi- 
<ients de l’équation y soient des fonctions continues. Soit (x, y) un point inté- 


A, nr, 
rieur de R. Désignons par D,, le triangle curviligne PAB formé par l’arc 4B 
de la courbe !, et par les droites PA et PB parallèles aux axes de coordonnées 
et issues du point P (x, y). Les conditions initiales de Cauchy peuvent être 
mises sous la forme 


uh=pé)+v@); wlh=p (G@), u, = (4). (105) 


En effet, comme indiqué plus haut, on peut toujours admettre que les conditions 
initiales sont fonctions de x ou de y. En intégrant ces fonctions, on obtient la 
Condition initiale pour z sous la forme indiquée ci-dessus. L’équation (94) avec 
les conditions initiales (105) est équivalente à l’équation 


(a, np (a+ (+ | À ie nue GE, + 
Dry 
+b(E, nun(é, n)+c(8, n)u(6, n)] dé dn. 
Dans la formule (103), l'intégrale itérée figure avec ses bornes d’intégration 
et sous cette forme la position du point P (x, y) par rapport aux caractéristi- 


ques x = x, et y = y, importe peu. Dans la dernière formule, on a affaire à une 
intégrale double et la disposition relative du point, de la courbe et des axes est 
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celle de la figuré 1. Pour première approximation, on prend 
Uo (x, y) = @ (x) + Ÿ (Y) 


les autres approximations étant données]par les formules 


Un (TZ, y) =uo (x, y) + | Î [a Œ, 1) una À n) dE 


Dry 


môün- 
HE DE DE cm) un (6, rm ]d ên. 
Comme plus haut, on démontre par des estimations élémentaires des intégrales 
que dans le rectangle R la suite uw, (x, y) tend uniformément vers une fonction 
qui est solution du problème de Cauchy. 

La méthode des approximations successives s’applique également à la ré- 
solution du problème de Cauchy pour les équations hyperboliques quasi linéaires. 
Il faut à cet effet ramener le problème de Cauchy initial à un problème de Cau- 
chy avec des conditions initiales homogènes. Soit l’équation “ 


Uxy = f(Xs YU, Ps 0). (106) 


Supposons que les conditions initiales supportées par la courbe Z (d’équation 
y =fy (x)) sont fonctions de la variable indépendante x, c’est-à-dire sont de la 
forme u (x), p (x)et q (x). On rappelle que u’ (x) = p (x) + y’ (x) q (x). On ad- 
mettra que les fonctions mentionnées possèdent des dérivées continues. Soit la 
fonction auxiliaire F3 


© (2, y) = u (x) + [y — y @)]l a (). 


Cette fonction possède visiblement des dérivées w, et ©, continues et vérifie 
sur la courbe 1 les conditions initiales requises. En remplaçant w par la nouvelle 
fonction inconnue — u — ©, on constate que cette dernière doit vérifier 
des conditions initiales nulles sur la courbe Z. L’équation (106) nous donne une 
équation analogue pour u,. On peut donc considérer que la solution de l’équa- 
tion (106) satisfait des conditions initiales nulles. Supposons que la fonction f 
du second membre de (106) possède des dérivées premières par rapport à tous les 
arguments, continues pour les points (x, y) situés dans un voisinage de L et pour 


les valeurs (u, p, g) assez proches de 0. L’équation (106) avec des conditions 
initiales nulles se transforme en l’équation 


u (x, n=—[{;e nd de dns 
XYy 


équation qui est justiciable de la méthode usuelle des approximations successives 
si l’on se limite aux points (x, y) d’un voisinage de la courbe Z. Pour première 
approximation, on doit prendre up = Po = Qo = 0, les autres étant données 
par les formules 


Un (x, y)= — | | Î(E, M; Un-1, Pn-1s Yn-1) dE an, 
Xy 


Pn(x, n= | f (2; M; Un-19 Pn-15 An-1) dn, 
BP 


Qn (Z» y)= [ fE, Ys Un-1s Pn-19 Pn-1r Qn-1) dE. 


€: 


A 
9—01017 
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À noter Le appliquant la méthode des approximations successives à 
une équation linéaire on aurait pu de toute évidence envisager une équation 
avec second membre et, en procédant exactement comme on l’a fait pour l’équa- 
tion (94), ramener les conditions initiales du problème de Cauchy ou du pro- 
blème aux conditions initiales caractéristiques à des conditions nulles. Ceci 
étant, l'équation sans second membre initiale se serait transformée en une 
équation avec second membre pour la fonction transformée. 

1-2-19. Formule d’intégration par parties et formule de Green. 
Les formules de Green et d’Ostrogradski résultent des formules d’in- 
tégration par parties (16.) et (31) pour intégrales doubles et triples 
prouvées dans le (tome IT, [TIT-1-10], [ITI-2-4]). Ces dernières peuvent 
être mises sous une forme unique quelle que soit la multiplicité de 


l'intégration si l’on se sert des intégrales de la forme | ÿ dS étendues 


à des hypersurfaces S d’un espace euclidien  R°”. Dans ces intégra- 
les, dS (qui est toujours positif) représente l’aire élémentaire de la 


surface, Î dS, l’aire de l’hypersurface S. Dans le (tome II, [III-1-9}; 
S à 
([V-2-21) toutes ces notions sont définies pour m — 3. Pour m > 3 
elles se définissent de façon analogue ; en particulier, si S est définie 
par l’équation explicite 
Tm = Pt... Tm-1)s 

OÙ Z° = (Ty, . . ., Xm-1) parcourt un domaine borné D, de R"-1, 
alors 


. Mm-i 
is=V/1+ D œù(x')dx', dr'=dt, ... dim, 
1 ‘ 


au point æ—(x, m(x')}ES et 


mi 
[ras | fa) 1+ 3 oder, 
$ Dm-1 i=1 


où f (x’) est la valeur de f au point x — (x', g (x')) € S. Si S est la 
frontière d’un domaine borné D de l’espace R" et si S est une surface 
différentiable, on peut la subdiviser en un nombre fini de parties S;, 

= 1,..., N, définies chacune par une équation explicite expri- 
mant l’une des coordonnées x}, en fonction des autres, et définir 


l'intégrale Î 1 dS sur S comme la somme des intégrales | { dS sur S,. 
5 $,, 
La formule d'intégration par parties s'écrit: 


() 

favdz=—([u 
Ôx; 

D D * 





FE dx + | uv cos (n, t;)dS, 
5 
= A, 0m (107} 
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Cette formule est de toute évidence vraie dans le cas où D est un domai- 
ne borné d'un espace euclidien R”, sa irontière S est une hypersur- 
face régulière et les fonctions w et v de la classe C1 (D) (c’est-à-dire la 
classe des fonctions continues et continâment dérivables dans D — 
= D (JS). Dans cette formule, cos (n, x;) représente le cosinus de 
l’angle de l’axe des x; et de la normale extérieure n à S. La formu- 
le (107) résulte de la formule 


[dr \ wcos(n, x;)dx, 
D 


qui est valable quel que soit à = 1,..., m pour S et w douées des. 
propriétés de dérivabilité indiquées ci-dessus. En effet, si w= uv, 
on obtient (107). 

Utilisons la formule (107) pour établir la formule de Green pour 
un opérateur différentiel linéaire du deuxième ordre. On supposera: 
que toutes les dérivées qui interviendront dans la suite sont continues 
dans D et que S est régulière. 


Soit 
L (u) . 2. dinlx,x, + 21 bus + Cu, | (108) 
et 
s 6? (a; 4 (b 
L'()= >) SE — > 22e un no + (109) 
i, k=—1 


OÙ js, 0 et c sont des fonctions données de x. Considérons. 
l'intégrale 

| vL(u)dx, dr=dx,...dx», 

D 


S 


et transformons-la à l’aide de la formule (107). Ceci nous con- 
duit à la formule de Green 


Î [vL (u)— uL* (v)] dx = | [vP(u)—-uP(v)+uvQIdS, (110) 
D S 


m 


P(u)= D ay cos(n, x), 
â, ee 


Q— D) (8, => Zee) cos (n, ti), 


(141) 





ue ee are ptet comm, 


et r désigne la normale extérieure unitaire à S. 
9% 
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Définissons sur S une direction v que nous appellerons conormale 
à S. À cet effet, posons 


N = vÈ È dy cos (n, x;)l” (112) 


et définissons la direction v par les formules 





cos (v, m)=+ br dir COS (n, x) (k—1, 2, ..., m). (113) 
i=1 | 
La première formule (111) peut s'écrire encore 


P()=N 3 2 cos (v, m)=N 2, 


kR=1 





et la formule de Green (110) devient en définitive 


Î [vL (u) — uL* (v)] dx — f [Y (v ue) +uwQ|das. (114 
D 8 


À noter que si 


0a; . 
> Fab (i=1, 2, ..., m), 


alors Q —0, ee L* (v) est confondu avec L (v) et l’on peut 
mettre L(u) sous la forme 


L (u) = 5 2 F2 Ginlxg + CU. 


i=1 


Dans ce cas, l'opérateur L (u) est dit symétrique. Dans le cas général, 
l'opérateur différentiel L* n'est pas confondu avec L. On l’appelle 


adjoint de L au sens de Lagrange. 


1-2-20. Méthode de Volterra. La résolution du problème de Cauchy 
pour équations du second ordre dans le cas où le nombre de variables 
indépendantes est supérieur à deux est bien plus compliquée. Nous 
avons donné les solutions explicites du problème de Cauchy pour 
l'équation des ondes avec des conditions initiales supportées par le 
plan t= 0 (tome II, [VII-1-9]). La méthode qui nous a permis d’obte- 
nir ces solutions ne se généralise malheureusement pas. Dans ce numé- 
ro, on expose une autre méthode de résolution du problème de Cauchy 
pour équations à coefficients constants. Cette méthode, qui est une 
généralisation de celle de Riemann, repose, de même que cette 
dernière, sur un usage original de la formule de Green. Cette méthode 
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donne la solution du problème de Cauchy lorsque les conditions 
initiales sont supportées non seulement par le plan £{ = 0, mais 
aussi par des surfaces non caractéristiques. L'esprit de cette méthode 
est proche de celui des méthodes utilisées pour les équations à coef- 
ficients variables. 

Supposons que $ est une hypersurface caractéristique de l’équa- 
tion L(u) = O0 ou L(u) = f, où f est une fonction donnée. Soit 
© (Z1, . . ., Tm) = 0 l'équation de S. Les quantités cos (n, x;) sont 
proportionnelles aux dérivées partielles p; — &,; et, en vertu de 
(113), les cosinus directeurs de la direction v sont proportionnels 


m 


à S GiPi. Ces sommes ne sont autres que les seconds membres 


i=1 
des équations des bicaractéristiques [1-2-12]: 


m 
“A 
TE —2 > dinPi; 

i=1 
qui forment l’hypersurface caractéristique $ et l’on peut ainsi 
affirmer que si S est une hypersurface caractéristique, alors la direction 
v définie sur elle est confondue en chaque point avec la direction de 
la bicaractéristique située sur S et passant par ce point. Donc, dans le 
cas considéré la direction v est située dans le plan tangent à S. 
Voyons maintenant le rôle de la formule de Green (114) dans la 
résolution du problème de Cauchy. Soit à trouver la solution de 


l'équation 
L'(u) = — j (115) 
si les valeurs de uw et de la dérivée conormale _ sont données sur 


une surface S,. On admet que S, est telle que v n’est pas située dans 
un plan tangent. Sous ces conditions, la donnée de w et de . sur $; 





détermine la dérivée de la fonction w suivant une direction quel- 
conque. Pour trouver la valeur prise par uw en un point M,(x?,... 
++. Zn) € S1 procédons comme suit. Traçons un conoïde caracté- 
ristique de l’équation (115) de sommet M, et supposons que la moi- 
tié de ce conoïde forme avec une partie de S, un domaine borné D 
de l’espace de point générique (x, . . ., x») (fig. 3). Appliquons la 
formule de Green (114) au domaine D en prenant pour w la solution 
cherchée de l'équation (115) et pour v, une solution singulière de 
l'équation adjointe L* (v) — 0. La surface du domaine D est compo- 


à À / ô 
sée d'une partie de la surface S, sur laquelle sont données w et TL 


et de la surface latérale T du conoïde caractéristique. La direction v 
en un point M de Fest confondue avec celle de la tangente en M à la 
bicaractéristique passant par M, ce qui permet de procéder à une 
intégration par parties sur l. Appliquons cette méthode à l'équation 
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des ondes 

L (u) = Uxx ae Uyy — Ut = — Î (x, y; t). (116) 
Le conoïde caractéristique est ici un cône circulaire dont la généra- 
trice et la hauteur font un angle de q- L'opérateur L (u) est symétri- 


que ; la formule (112) nous donne N= 1; les formules (113) entrat- 
nent 


cos (v, x) — cos (n, x); cos (v, y) = cos (n, y); 
cos (v, t) = — cos (n, t), 


d’où il résulte que la direction v se déduit à partir de la direction n 
M 





Fig. 3 Fig. 4 


par un anti-déplacement. Le cône caractéristique de sommet (xs, Yo 
to) a pour équation 


(x — 20) + (y — yo) — (t — to)" = 0. (117) 
Utilisons la solution 


bee (118) 


= (2 — 20) + (y — yo) 
de l'équation ZL .. — 0. Considérons la moitié du sons di ei, pour 
laquelle & << 0. Sur la surface latérale T de ce cône on a te = —1 


et la solution (118) est nulle sur cette surface. La dérivation suivant v 
sur l'se traduit par une dérivation suivant la direction de la conor- 
male sur l’, c’est-à-dire suivant la direction de la génératrice du cône, 


A 


ou 





< . dv : 
donc sur F non seulement v — 0, mais aussi ni 0. La solution 


(118) présente une singularité pour r — 0, i.e. la droite qui passe 
par le sommet du cône parallèlement à l'axe des £ est une ligne sin- 
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gulière de la solution (118). Entourons cette droite d’un cylindre 
circulaire 7, de rayon &e. Désignons par D” la partie restante du 
domaine D. La frontière de D’ est constituée de S.,, de let de la 
surface latérale de T', (fig. 4). Soit S: la partie de la surface S; com- 
prise à l’intérieur du cône et à l’extérieur du cylindre T',. Appliquons 


la formule (114). Comme L (v) = L* (v), Lu) = — f(x, y, th, 
L(v) =0et quv = = 0 sur F, il vient 
du ôv 
\| (vu) as=— ((fjvar. (119) 
T'+S! D’ 


En désignant l’angle polaire par dans le système de coordonnées : 
TZ —%) =7rCos p et y — y, = r sin p, on obtient 


[frtas= (| [vtedoat. | 420) 
Te Te 
Sur T,onar—=eæet,en vertu de (118), v sera du même ordre que 
In &. Comme € In e—+ 0 avec e, il en est de même de l’intégrale (120). 
On a par ailleurs 


, 00 _____ dv Li t—to 
ôv ôr r Vi) —r ° 


Sur 7, 
V—R)—r= Vtt) —e?, 


ce radical tend vers ({,—t) pour e—0 car t<t,. On a donc : 
dim [ {ue as=—1im [| EE ap ar 
€e—0 e—0 1] VERRE ® 


£ 
lo 


= 27 Î u (Zos Ho; t) dt, 

t’ 
-où £’ est la valeur de t qui correspond au point d’intersection de la 
droite r = 0 avec la surface S,. La formule (119) nous donne donc 


to 


an Ju Go Yo, t) dt = A (ou æ) dS + [I Tivar, 
52 D 


où S, est la partie de la surface S, comprise à l’intérieur du cône. 
Le second membre est composé d’expressions connues. En dérivant 
par rapport à to, on obtient en définitive: 


a de = EE (eu as [Sax] 
n / (121) 
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On a établi cette formule sous réserve que le problème admet une 
solution. A strictement parler, on aurait dû s'assurer que le second 
membre satisfait toutes les conditions du problème. C’est une entre- 
prise assez ardue car la position du cône (117) varie avec t,. On 
a déjà résolu le problème dans le cas où S, est le plan £ = 0. Cette 
méthode de résolution du problème de Cauchy appartient à Volterra. 

Une autre méthode de résolution du problème de Cauchy, dite 
méthode d'Hadamard, est rattachée à la formule de Green. 
Quand on se sert de cette méthode on prend la solution de l’équation 
L* (v) = 0 qui devient infinie sur la surface latérale tout entière du 
conoïde caractéristique (le cône (117) dans le cas de l’équation (116)). 
Cette circonstance implique des précautions particulières quand on 
utilise la formule de Green et nous conduit naturellement à une 
notion nouvelle spéciale de l'intégrale. 

La solution singulière d'Hadamard des équations 


.. L@)= 2 Uxx, Ut = — f 
est de la forme 


pus 
2 


v=[(t—1)— > Gay ]T L 


Un exposé détaillé de la méthode d’'Hadamard appliquée aux équa- 
tions linéaires à coefficients variables est accessible dans son ouvrage : 
Le problème de Cauchy et les équations aux derivées partielles linéaires 
hyperboliques. Paris, 1932. Dans l'ouvrage R. Courant, D.Hil- 
bert, Methoden der mathematischen Physik. Berlin, 1931, on 
trouvera une application de la méthode d’'Hadamard aux équations 
à coefficients constants. 


1-2-21. Formule de Sobolev. On sait que la formule de Kirch- 
hoff (tome Il, [VII-3-11]) nous donne la solution de l’équation des 
ondes de quatre variables indépendantes. Soit w une solution de 
l'équation des ondes, possédant des dérivées premières et secondes 
continues dans un domaine D de l’espace (x, x2, xs), de frontière S. 
La formule de Kirchhoff exprime la valeur de w en tout point inté- 
rieur du domaine D en fonction d’une intégrale étendue à S, inté- 
grale dans laquelle figurent les valeurs retardées de u et de ses déri- 
vées premières. On a vu que si la surface S est dûment choisie, la 
formule de Kirchhoff nous donne la solution du problème de Cauchy 
pour des conditions initiales supportées par le plan £ = 0 (tome Il, 
[VII-3-111). La formule de Kirchhoïff peut être généralisée à une 
équation d’un nombre quelconque pair de variables indépendantes: 


Ut = Uxixs + Uxox 2 + ... +- ET TE 


(voir à ce propos [I-2-26]). 
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Généralisons maintenant la formule de Kirchhoff au cas d’une 


équation des ondes à coefficient variable 
Uri = C? (2, Ye 2) (Uxx + Uyy + Uzz)s (122) 


où c (x, y, z) >> 0 est une fonction assez régulière. Dans la suite, on 
écrira souvent c (M) pour c (x, y, z), M étant le point de coordon- 
nées (x, y, 2). 

En appliquant la théorie des caractéristiques à l’équation (122} 
on est amené naturellement au problème d’extrémum de la fonction- 
nelle 


Mi Mi 


UE PEL TS 
Î cv, 2 | c(z, y, 2) ° (123) 
Mo M 


Dans ce cas la condition de transversalité est confondue avec celle: 
d’orthogonalité et l’on peut construire un champ du problème varia- 
tionnel comme on l’a fait au [I-2-13]. Soit t (M; M,) la fonction 
fondamentale du champ central de centre M,. Cette fonction nous 
donne la valeur de l'intégrale (123) prise le long d’une extrémale- 
entre M, et M. L'équation t (M ; M,) = const représente des quasi- 
sphères de centre M, pour la métrique définie par la formule (123). 
Pour la fonction t (M ; M,) on a l’équation 


4 
grad?2t(W; Mo) = GT ? (124) 
c'est-à-dire 
1 
Le + T + T— TU) * (124,) 


La fonction t (M; M.) est visiblement une fonction symétrique de: 
M, et M. Si c est une constante, alors t (M; M;:)= _ où r est la 
distance de M, à M. Dans le cas général on se servira de t au lieu 
de — pour déterminer les valeurs retardées d’une fonction u (M, th 
et, comme au (tome II, [VII-3-11]), on posera 


u(M,t—7) = {u (M, t)l. 
Supposons que u (M, t) est solution de l’équation (122) et pour sim- 


plifier l’écriture posons u (M, t — x) — u, (M, t). 
En passant aux valeurs retardées dans l’équation (122), on obtient. 


[us:l = c? (M) [Aul, (125) 
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où À est l'opérateur de Laplace. En exprimant [Au] en fonction de 
4, on trouve 


grad u, —[grad u] —[u;] grad v, 
Au, = div gradu, =[Au]—2{gradu,]-gradtT— (126) 
— Lu] AT+ luulgradrre 


Æn portant dans (125) l'expression de [Au] tirée de la dernière 6 équa- 
tion et en se servant de (124), on obtient 


1 
TE 5 [us] = Au, + 2[gradu:] grad T+[u;] At—lu::]- (M) : 
Par analogie avec la première formule (126) on a 


ôu: 
 grad 3 





— [grad u;]—[u;,] grad +. 


Æn portant l’expression de [grad u;] tirée de la dernière équation dans 
la formule précédente, on trouve l’importante formule suivante: 





= ss Av. ôu; 


Au, = —2 grad t-grad ae 


Multiplions les deux membres de cette équation par une fonction 
©(M) qui reste à définir: 





(427) 





o Au, = — 20 grad t-grad 2 
et choisissons cette fonction telle que le second membre soit la 
$ : ou « 
divergence d’un vecteur de la forme (—-< w) , Où w est un 
“vecteur ne dépendant pas de u,: | 
; ôu: 
o Au = div (— 5) : (128) 
Développons De du second membre: 
CO Au, = ——-+ div w— grad 2 + w, 


En comparant avec (127) on voit que l'égalité 5 sera réalisée et 
Que w ne dépendra pas de uw, si les deux relations suivantes sont 
satisfaites : 

w = 20 grad t; div w = © Ar. (129) 
_ En portant la première relation dans la seconde on obtient l’équation 
suivante pour déterminer ©: 

div (20 grad t) = © Ar, 
c'est-à-dire que 
2 grad o-grad t + o6 At = 0, (130) 
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ou, en passant aux coordonnées, 
2 (OxTx + Oyty + 0272) + AT = 0, (131) 


autrement dit, on obtient une équation linéaire du premier ordre 
pour la détermination de ©. Etant en possession de ©, on peut déter-. 
miner le vecteur w à l’aide de la première formule (129). Soient D un 
domaine de l’espace (x, y, 2), S la frontière de ce domaine. Supposons 
que les fonctions © et u, possèdent des dérivées premières et secondes 
continues dans D. La formule de Green nous rs 


RS A (o Su, 5) ds, 


où n.est la normale extérieure à S. Les formules (128) et (129) nous 
permettent d'écrire la formule de - sous la forme 


Un ) d= 
“g (ee 


En appliquant la formule d’'Ostrogradski à l’intégrale renfermant la 
divergence, on Fe 


[5 (ou dead du) 254 [ [fu aod=0. 
S L 








+) ds. 









Revenons à la fonction u. Comme 


mu) ()E 
on | on ? 


on obtient la formule suivante, fondamentale pour la suite: 
ôu 6 0T ou 
JC] ve La ]} 254 


+ | | | [u] Ac HD =0 (132) 








Dans les calculs précédents, on aurait pu admettre que le champ 
est quelconque. La fonction ©, solution de l’équation (130), dépend 
visiblement de +T, c’est-à-dire du choix du champ. Dans la suite, on 
n’aura affaire qu’à un champ central et l’on désignera la fonction © 
par 6 (M ; M,). Tous nos raisonnements ne valent que pour un voisi- 
nage du point M, dans lequel les extrémales de l'intégrale (123) ne 
se coupent pas et forment un champ. Si c est une constante, alors 


comme indiqué, T — — , et l’on vérifie sans peine que la fonction 
o = {/r est solution de l'équation (130). 
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I-2-22. Formule de Sobolev (suite). Supposons que l’on ait réus- 
si à construire une fonction © (M ; M,) possédant des dérivées pre- 
mières et secondes continues au voisinage du point M,, présentant 
une singularité en M, et vérifiant les conditions suivantes: 

1) le produit © (M : M,)t (M ; M,) admet des dérivées premiè- 
res et secondes, y compris au point M,, et 


: e. e. , 1 . 
is OM; M)1(M; M)=—— MS (133) 
2) G(Mo; M)=6(M; Mi); (134) 
3) le laplacien de o (M; M) vérifie l'inégalité 
K 
lo M M)I<- 5  » (135} 


où X est une constante (ne dépendant pas de M); , 
4) si S, est une surface fermée contenant M, et n est la normale 
extérieure à S.,, alors en contractant S, au point M, on obtient 


: 06 (M; M 
lim Â | CE 0) 45 = — An. (136) 
1 0 Si ; 


Si c est une constante, la fonction o = 1{/r vérifie toutes ces condi- 
tions. 

Considérons une fonction o (M ; M,) vérifiant les conditions ci- 
dessus etétablissonsune formule pour les solutions de l’équation (122). 
Soient u (M, t) une telle solution dans un domaine D borné par une 
surface S, M, un point intérieur de D. Supposons qu'il existe un 
champ central de centre M, contenant D et soit donnée une fonc- 
tion o (M ; M) vérifiant les conditions ci-dessus. 

Soit D' — DXS,, où S, est une sphère de centre M, et de 
rayon € petit. Appliquons la formule (132) à D’. On trouve 


SEAL R]-me+o [a Tpas+ [OT Cas + 
+ | [] [u] Ao dv—0. (137) 


Montrons que l'intégrale étendue à S, est égale à —4Anu(M,t) 
lorsque € — 0. En effet, les quantités 


êu et ôTt [ ôu 
[+] “on + | 
sont bornées pour M— M,; la fonction t (M ; M,) est de l’ordre 


de e sur S,, donc en vertu de (133) la fonction o (M; M) est de 
l'ordre de 1/e sur S.. L’aire de S, est de l’ordre de &?. De là il résulte 
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que les intégrales 


fioiles, [ff] 


€ € 


tendent vers 0 avec e&. Reste l’intégrale 


— {| [u] 2 d$ = — jiu u (M, t—+) 52 dS 
CR s 


€ 


La normale est ici extérieure au domaine D", c’est-à-dire intérieure 
à S.. Sur S, la fonction u (M, t — +) tend vers u (M,, t) lorsque 
e— 0. En tenant compte de (136) et d’après ce qui a été dit sur la 
direction de la normale, on voit que la dernière intégrale est bien 
égale à la limite à —4nu (M,, t). La formule (137) nous donne à la 
limite la relation annoncée 


u (M; = {ls Je So 22 [< as + 
S 
++ | | { tu] Ac de, (138) 
D 


qui est due à S. Sobolev. 

Si c est une constante, alors o — 1/r et Ac — 0, l'intégrale triple 
est nulle et l’on retrouve la formule usuelle de Kirchhoîff. Si c est 
variable (milieu non homogène), la valeur de w en M, est la superpo- 
sition des rayonnements retardés provenant non seulement de S, 
mais aussi du domaine D tout entier. 

La formule (138) peut être appliquée à la résolution du problème 
de Cauchy pour |” équation (122). Soit à déterminer la solution de 
l'équation (122) qui vérifie les conditions initiales: 


u(M,t) |i=o = fo (M); ui(M,t) | 1520 = f1 (M). (139) 


Appliquons la formule (138) à la solution cherchée prenant pour sur- 
face S une quasi-sphère S, de centre M, et de rayon t, c’est-à-dire 
supposons que l’équation de la surface S est de la forme t (M ; M,) = 
= 1. Sous ces conditions, au second membre les valeurs des fonctions 


er, (eh [] 


doivent être prises à l'instant { — t (M; M,) ou à l'instant t{ — 0, 
puisque t (M; M) = t. En tenant compte des condtions initiales 
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(139), on peut mettre l'équation (138) sous la forme 


u (Mo, = | | {o PL —f +0 h) as + 
S 


t 





1 
+ | ff [u] Ao dr, 
D; 
où D, est le domaine borné par S;,. L'intégrale double du second 
membre est une fonction connue que l’on désignera par F (M,, t). On 
obtient ainsi pour u (M, t) l’équation intégrale 


u (Mo, D=F (M5, + | | | [uU]AO(M: Mi)dv. (140) 
D; 


Pour déduire cette équation on aurait dû supposer que t est tel 
que dans le domaine D, il existe un champ central de centre M, et . 
une fonction © (M ; M,) remplissant les conditions indiquées. 

A signaler que le domaine D, varie avec M, et t et que l’équation 
(140) est une équation de Volterra. On montre que pour t assez 
voisin de 0, cette équation possède une solution unique qui peut 
être trouvée par la méthode habituelle des approximations successi- 
ves et que cette solution est en même temps solution du problème de 
Cauchy pour l’équation (122). Si D, — RS, l’exigence que t doit être 
petit dans un voisinage du point 0 est due au fait que le champ du pro- 
blème aux variations est susceptible de présenter des singularités 
pour de grands {. Si le domaine D, est borné, il faut naturellement 
tenir compte des perturbations réfléchies par la frontière, ce qui 
ilmite singulièrement l’intervalle de variation de t. 


I-2-23. Construction de la fonction 6. Construisons la fonction © 
mentionnée plus haut. Nous allons montrer que cette fonction peut 
être explicitée si les extrémales du champ central sont connues. 
Prouvons préalablement les deux lemmes suivants. 


Lemme 1. Soit donné le système d'équations différentielles 











REX (mana) (=, 2, 3). (441) 
Si l’on connaît l'intégrale générale 
TR = Pr (é, Œj, Uo; as) (k a 4, 2: 3) (142) 
alors 
| d D (P1, Po, Ps) _ OX ox 0X3 . 
nr M Duranan — Ge. PRET (143) 


Dérivons le jacobien de (143) par rapport à f{. Etant donné que 
par définition un déterminant est la somme des produits de ses élé- 
ments, on affirme que pour dériver ce jacobien il suffit de dériver 


1-2-23. CONSTRUCTION DE LA FONCTION 6 143. 
séparément chacune de ses colonnes et d'ajouter les déterminants ainsë 
obtenus (tome III,, [V-251). On obtient ainsi 


4 D (F1: P2s Ps) 
dt Dai, @, as) 




















02Q 0Ps: 095 01 _ 9°P2 0 
ôa: ôt 04: da: 0a: ôa: ôt 0a: 
_ | 8 0P>  ÔPs 01 97 03 2 
0a, Ôt 042  Ô& 0@ da, ôt 9as 
ei 0P> 093 0m CRUE Ô0Ps 
0as ôt 0a3 0&3 Ôa3 0as ôt 0a3 


CAT 0P2 Ps 
ôa: ôai da; ôt 
01. 02 0°Ps 
Æ 043 Ô@2 das ôt |” (144} 


0P1 0Pe 923 
Ô0a3 Ôas 0as Ôt 





Les fonctions (141) étant solutions du système (141), on obtient. 
les identités suivantes en t et a: 


) 
as X4(f, Qus Pos Ps) (=, 2, 3). 


Une dérivation par rapport à “ nous donne 





_#R_ -5 OXR 0% 
"éasôt ot ÔT; 04 








En portant ces expressions des dérivées secondes dans le second mem- 
. bre de (144) et en développant chaque déterminant en une somme de- 
trois déterminants, on trouve 


d D(P1, Pos Ps) _ (5 0X; ie OX; Fe 0X3 ] : D (P1, Ps, Ps) 


‘dt D (dy, gs 43) Ôt 0t3 D (ay, 4, ag) ? 








c'est-à-dire la formule 449). 


Lemme 2. Soient t un vecteur unitaire tangent à une famille 
de courbes à deux paramètres recouvrant un espace à trois dimensions ou 
une de ses parties, Ô le jacobien d’une transformation des coordonnées 
cartésiennes en coordonnées curvilignes (pour coordonnées curvilignes 
on prend deux paramètres a, et a, définissant une courbe de la famille 
et la longueur d'arc s le long de cette courbe mesurée à partir d'une 
surface coupant toutes les courbes de la famille ou du point de concours: 
de toutes ces courbes). Sous ces conditions on a 


: 8 Inê 
divi=——. (145) 
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Soient X (x, y, 2), Ÿ (x, y, z) et Z (x, y, z) les coordonnées du vec- 
teur t au point (x, y, z). Les courbes de la famille sont solutions du 
système différentiel 


dz 


Les seconds membres ne contenant pas s, l’une des constantes arbi- 
traires s, figurera additivement avecset l'intégrale générale du systè- 
me sera de la forme 


ZI = 1 (S + So, Ans @2); y = Pa (S + Sos Air 2) 
Z = P3 (s + Sos is Œg)e 
Le lemme 1 nous donne 


OX 4 0Y , 07. 0 y, D (Pr x Ps) 


on M 62 0 'D(ep, 4, &) ? 





et puisque 


ÔPR __ 0Pa 
EPA ds ? 


on obtient la formule (145). 
Revenons maintenant au champ central d’extrémales de centre 
M, et à l'équation (130) que doit vérifier la fonction o. Le vecteur 


2 # Q ] ° 9 
grad T est tangent à une extrémale et de (124) il s'ensuit que . = 


= n (M), où n (M) = 1/c (M). Ceci nous permet de mettre l’équa- 
tion (130) sous la forme 


9 _00 u 








n (M) +0 (M) At (M) = 
la longueur d’arc s étant mesurée à partir du point WM,. 
Utilisons Le lemme 2 pour calculer At (M). On a 
grad t (M) = n (M)t, 
où t est le vecteur unitaire tangent à une extrémale du champ. D'où 
div grad t (M) = At (M) = t-grad n (M) + n (M) div t. 


Le premier terme du second membre est la dérivée de n (M) par 
rapport à s, le second est, en vertu du lemme 2, égal à 


n (M) 28 





et l'équation pour o (M) s'écrit 


2 en (M)+0 [+ n (0) LE] = 0, 


I1-2-23. CONSTRUCTION DE LA FONCTION © 145 


ou 








d’où l’on obtient par intégration 
W(a;, a) 
OM) = 
Ÿ (@, &) étant une fonction arbitraire de a, et a. Prenons pour & 
et a, les coordonnées angulaires Ÿ,, p, d’un système de coordonnées 
sphériques pour la direction de la tangente en M, à l’extrémale pas- 
sant par M,. La formule précédente devient 


ü (M) == Ÿ (Vos Po) (146) 
AT D (x, y: z) 
D (s, Do Po) 
Définissons la forme de la fonction Y (6,, ®,) à partir de la pre- 


mière des conditions remplies par la fonction o (M) (cf. [I-2-221),. 
Cette condition s'écrit 


lim 6(M)Tt(M)=n(M,). 
M-Mo 


La forme de l'intégrale (123) nous permet d'écrire 


Fo none 


l'intégration ayant lieu le long d’une extrémale. Le théorème de la 
moyenne nous donne 

lim LAC) = nt (M) ; 

s—+0 $ 
et la condition précédente pour © (M) s'écrit 


lim o(M)s—1. (147) 
s—+0 


Singalons que le point M tend vers M, pour s—+ 0. 

Pour étudier le jacobien de la formule (146) on se servira des for- 
mules établies au (tome IV, [II-21]) pour les variables canoniques 
dans le problème des géodésiques. On a 


p= n° (M) (x? + y? + 23°), 
‘et les variables canoniques s’écrivent 
P = 2m (M)z'; pa = 2 (M)y'; ps = 2n° (M)7!. 
Les conditions initiales sont: 
x, = Sin Vo COS Po; Ye = Sin Ÿo Sin Pos Z% — COS Ÿo 
10—01017 
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et 
Po = 2° (M5) sin 89 cos Po; 
Peso = 2n° (M5) sin 8, Sin Po; (148) 
2n? (M,) cos +. 
Les extrémales du champ sont définies par les équations: 
ZT = Pa (Pas los l'as Tor Yor Z0)3 OU —= Pa ); Zz = @s( ) (149) 
OÙ rz = SPxo Et PA sont des fonctions possédant des dérivées conti- 


nues jusqu’à un certain ordre. En dérivant la première formule par 
rapport à s et en faisant ensuite s — 0, on trouve 


s 

es 

© 
I 








, _. 0: 01 0 
sin Ÿ9 COS Po — (SE ) P10 + (SE )_. P20 + ( dr je P30- 
En se servant des formules (148) et en tenant compte du fait que ô, 
et p, sont arbitraires, on obtient 
0: 0; on. 01 4.942 
(SE ul Ôr3g ] 0 (SE ]_=1:2r (M). 
Les autres formules (149) nous donnent: 
0Pr 4. Dp2 : CARE _ 
(<E ) _,=1:2r M | Fe ) _,=0 ER). 
Utilisons les formules (148) et (149) pour composer le jacobien 
de la fonction 4 par rapport aux variables s, 0, et @,. En dérivant 
par rapport à 0, et @®, par l'intermédiaire de r;, on obtient s en fac- 
teur et deux colonnes de ce jacobien contiendront s. En divisant ce 
jacobien par s° et en passant à la limite pour s— 0, on trouve: 

















sin 0,C0S®@, cos Ü,Ccos®, —sin 0,sinp, 


. D s Ds . ‘ ] 

lim _ De RS —|sind,sinp, cos8,sinp,, sin 8,cosp,| = 
0 » Vos T0 . 

‘ | cos8 —sin Ÿ, 0 


Pour déterminer la fonction arbitraire W (8,, ,) de la formu- 
le (146) multiplions les deux membres de cette dernière par s et 
faisons tendre s vers 0. La dernière formule et la formule (147) nous 
donnent 

Y (Vo: Po) - DRE D CPE ER 
——————, ie. Y(8 ; = n (M)) sin Ÿ ; 
7 UT) sinos ? (Vo Po) V (M5) 0 
et on obtient en définitive l'expression suivante pour la fonc- 
tion 0: 


CU, M)= Re. LE 
Re D (s. Vo; Po) 
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On vérifie que cette fonction possède toutes les propriétés indi- 
quées dans {[1-2-22]. Si nr (M)= const, alors (s, do, ®o) sont d’ordinai- 
res coordonnées sphériques du point M et la dernière formule nous 


1 
donne © — — 


I-2-24. Conditions initiales générales. Supposons maintenant 
que les conditions initiales sont données non pas sur le plan t = 0, 
mais sur une surface d’équation t — (M): 


U lr=çça= 0 (M )5 ui lim) = 1 (M). (151) 


Résolvons ce problème pour { > @ (M). Au lieu de l’hypersphère 
T(M; M,) = t considérons la surface 


1 (M3; Mo) + p(M) = 4, (152) 


et supposons que pour toutes les valeurs strictement positives et assez 
voisines de 0 de la différence [t —  (M)], la surface (152) est une 
surface fermée de l’espace, contenant le point M,. Les points inté- 
rieurs à cette surface vérifient l’inégalité 


TM; Mo) + p (M) <t. (153) 
Utilisons maintenant la formule (138) en prenant la surface (152) 
pour S. Dans l’intégrale étendue à S la fonction à intégrer s'écrit 
lu] =u(M; t—1)=ulM; op (MI= fo (M); Lui) = fi (M). 


Montrons que [+] dépend aussi des conditions initiales. On a 





ôn 
9fo(M) _ Ou[M; p(M)] _ ôu(M;t) | de 
on on on t—p( M) 
Le ôu(M; t) | ôp (M) 
ôt t=qp(M) on ? 
d'où 
Ou (M; t) ___ôfo(M) _ Gu(M; ©) . 2 (M) 
ôn t=pM) ôn ôt t=p(M) ôn ? 


autrement dit, 
ôu(M; t 0fo (M ôp (M 
[SE = Le ) — AD ) f1 (M). 


ôn ôn 
En posant 
F (Mio; t) = 
1 9fo (M) ôt op 
un (oo (EE) (M) — 


TM, Mo)+ç(M)=t 


— f} ds 


? 
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on obtient pour u(M,; t) une équation identique à (140): 
UM t)=F(M t)+ 


+ tulAo(M: My) dv. (154) 
T(M; Mo)+qp(M)<t 

Comme plus haut, on peut résoudre cette équation par la méthode des 
approximations successives et obtenir la solution qui vérifie les 
conditions initiales (151). Pour effectuer toutes les démonstrations 
avec rigueur, il faut que les fonctions c (M), fo (M), f1 (M) et o (M) 
possèdent un certain nombre de dérivées partielles continues. 
= Voyons comment la surface (152) est rattachée à la théorie des 
caractéristiques. Le conoïde caractéristique de l’équation (122) de 
sommet (M,, t) est défini dans l’espace à quatre dimensions (M ; t;) 
par l'équation 

h=t—-T(M; Mi), (155) 


où t. et M Ce; y, z) sont les coordonnées courantes, { et M,, des 
paramètres. La surface (152) est le lieu géométrique des points de 
l’espace qui possèdent les mêmes coordonnées (x, y, z) que les points 
d’intersection du conoïde caractéristique (155) avec la surface t, — 
— o (M) de l’espace à quatre dimensions, autrement dit, la surface 
(152) est la projetée de l'intersection mentionnée sur l’ espace (x, y, 2). 
Plaçons-nous, pour plus de suggestion, dans l’espace à trois dimen- 
sions (x, y, t1). L'équation (155) définit une surface de type conique. 

Cette surface coupe la surface t, = @ (x, y) suivant une courbe dont 

la projetée sur le plan (x, y) est une courbe fermée / qui est l’analogue 
de la surface 152). Le projeté du sommet du conoïde sur le plan (x, y) 
doit tomber à l’intérieur de L et l’analogue de l'intégrale triple de la 
formule (154) est une intégrale double sur la partie du plan (x, y) 
intériure à L. Ce domaine dépend bien sûr de la position du sommet 
(os Yo: t) du conoïde. Si ce sommet tend vers un point (x;, y, t;) 
de la surface t, — œ (x, y), alors la courbe doit se contracter au point 
(x;, y). De façon analogue, la surface fermée S doit se contracter 
au point MW, si le sommet du conoïde (155) tend vers un point (M, t') 
de la surface t, = p (M). 

Ces propriétés géométriques de la surface S, nécessaires pour prou- 
ver rigoureusement l'existence de la solution du problème de 
Cauchy, sont liées au fait que le plan tangent à la surface { — p (M) 
ne doit pas trop s’écarter du plan { = 0. On démontre que cette 
condition se traduit par: 


1 
grad? p(M) < ED (156) 
Ceci étant, il est essentiel que la fonction c? (M) soit reliée à rt (MW; 


M,) par l’équation (124). Si la condition (156) est remplie, on dit que 
la surface { — œ (M) est orientée dans l'espace. S'agissant de l’équa- 
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tion hyperbolique générale 


m 
Ut — > dijlxyx, ... — 0, 
à, J—1 
où w est une fonction de x, Ze, : : ., Tm, On dit que la surface t — 


= P (Xy, Los + + + Tm) eSt orientée dans l’espace en l’un de ses points 
si l’on a en ce point 
m 
nr UP Pr; © 1. 

Les constructions et formules décrites et leurs applications à la réso- 
lution du problème de Cauchy pour l’équation (122) ont été proposées 
parS. Sobolev (Travaux de l’Institut de seismologie de l’Acadé- 
mie des sciences d'U.R.S.S., 1930, n°6 et 1934, n°42). Elles ont été 
généralisées par V. Gogoladzé à des équations linéaires hyper- 
boliques de quatre variables indépendantes plus générales (DAN 
SSSR, 1934, 1). La méthode indiquée a été généralisée dans un travail 
de S. Sobolev (Matem. sb., 1936, 1 (43), n°1) à des équations 
linéaires hyperboliques générales à un nombre pair de variables 
indépendantes. Dans le numéro suivant on indiquera les modifica- 
tions apportées à la méthode développée pour des équations plus 
générales (ce qui a été fait dans le travail de V. Gogoladzé), puis on 
généralisera la méthode à un nombre quelconque pair de variables 
indépendantes seulement pour l'équation des ondes à coefficient c? 
constant. 


I-2-25. Equation des ondes généralisée. Considérons l’équation 
plus générale 
; 3 3 


i=1 i=1 


où les coefficients a;, b;, c et h sont des fonctions de x, x,, xs, et de 
plus les coefficients a; sont supérieurs à un nombre strictement posi- 
tif. Signalons qu’en multipliant les deux membres de l’équation 
par c? et en incluant cette fonction dans les coefficients de l’équation, 
on peut admettre que c = 1. Au lieu de la fonctionnelle (123) consi- 
dérons la fonctionnelle 





Ms 
je | #., (158) 
Mo 
où 
dx? 
d= ÿ —. (159) 
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POP PT 


La fonction fondamentale t (M ; M,) du champ central est solution . 


de l'équation 
3 
Date, = ——. (160) 


La valeur retardée d’une fonction quelconque u (M ; t) se détermine 
comme dans [1-2-21]. Au lieu de (131), on obtient l'équation suivante 
pour la fonction ©: 


À 5 QiTx,Ox, Lo [atax, + (2 — — bi) tx, | —0. (161) 


ist i=1 





La condition (133) devient 





lim o(M; M5)t(M ; Mo)= 0 (n (M) = }, (462) 


M+M y aÿaÿa® c(M) 





où a° est la valeur de la fonction a; au point M,. Au lieu de (135) 
on a la majoration 
K 


LOTS re * 


(163) 


où Lu) est le second membre de l'équation (157) et Æ est une 
constante. La formule (136) devient 


3 
lim | | D di0x, cos (n, ;) dS = — An. (164) 


re 
Au lieu de (138) on obtient la formule 
(Mot) || {oP (ut P(o+0{ 7 ]P@+0Rt} 48 + 
S 








1 
+7 | [Tu Z*(o) dv, (165) 
D 
où 
3 3 
P(v)= Y aivx, Cos(n, tj), R= D (2 — :) cos (n, ti), 

i=1 i=1 

- 0? 0b 

a;jO iO 
AO x? 7 Ôx; +ho, 


i={ 


L* (6) étant l’adjoint de l'opérateur L (0). En se servant de la for- 
mule (165) on peut comme dans [1-2-22] ramener le problème de 
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Cauchy avec les conditions initiales (139) à l'équation intégrale 


u (Mo: D =F (Moi t+ jf | Lu] L* (0) dv. 
D 





On peut établir une formule identique à (150) pour la fonction 
8 3 


o(M ; Mi): 
Ôa : 1 dx; 
(o- ER ] a; Cr 
n (M,)sin De Ÿ a 


D » et Te ? 
n (M) DC Pes., aaÿaÿ 


D (s, D, Po) ? 


(M ; Mo) = (166) 


où s est la longueur d’arc de l’extrémale reliant M, à M et ds’ se 
calcule par la formule (159). 


1-2-26. Cas d’un nombre quelconque de variables indépendantes. 
L'application de la méthode de S. Sobolev au cas de plusieurs varia- 
bles indépendantes implique l’introduction de plusieurs fonctions o. 
On se propose d'appliquer cette méthode à une équation des ondes 
à coefficients constants: 

2h+1 


us —= >, Uxx, (167) 
i=1 


(cf. S. Sobole v, Sur une généralisation de la formule de Kirchhoff. 
DAN SSSR, 1933, 1). 

Appelons R?*+1 l'espace de point générique (21, . . ., Tor+1) et 
considérons l’espace R?* +? de point générique (x, . . ., Zom+1; 1) OU 
(M ; t,). Le cône caractéristique de l'équation (167) de sommet (M, ;t) 
est défini dans R?* +? par l’équation 


t=t— 17, (168) 


C 


2k+1 
= D (x; — 2). (169) 


1— 


Par {p] on désigne comme plus haut la valeur retardée de la fonc- 
tion : 


(pM;#1=p (Mit), 


c'est-à-dire la valeur de la fonction œ sur le cône caractéristique (168) 
par rapport à t. Comme indiqué dans [1-2-11], il existe sur la surface 
caractéristique des relations entre la fonction u, solution de l’équa- 
tion (167), et ses dérivées. Etablissons ces relations pour les dérivées 
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de w par rapport à t: 
= [+] (s—0, 1,2, ..…), (170) 


les dérivées u, étant considérées comme des fonctions dans R#+, 
Signalons préalablement que l’équation (124) s’écrit ici 


(graa+) =. (47) 


c? 
En dérivant la fonction u, par rapport à (x,, ..., Zop+1) aussi 
bien directement que par l’intermédiaire de l'argument (=) 
on obtient, compte tenu de la formule de vérification immédiate 


grad u,+,-grad = [grad Ha a |: gra adT—| ee | grad? + 


où le point désigne le produit scalaire dans R2**1, la formule 
suivante : 





Au,;= —2 grad us4," grad — — Ur À = : (172) 
L'introduction de l’opérateur 
2 20 
L(p)= —2 grad v-grad —vA?= {À à Vs, —— Ar 
(173) 
nous permet de mettre (172) sous la forme 
Au,= L (ur). (174) 
Ce que nous voulions. L'opérateur L vérifie la relation 
vL (w)+wL (v) = — div (2vw grad—). (175) 


On a 
Ar (2k+s—1)sr"2; Li(r‘)— —i (s+k)r® 1. (176) 


Introduisons les fonctions 0; : 
(2k—2) (2k— 4)... (2i+2)2i rrh-ih 


3 


D rot (2) GE WI 
G=r AH (i=1,2,...,k—1). (177) 

On a 
L(o,)=0; L(oci#)=A0;; Ao,=0 (i=1,2,...,k-—1). (178) 
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Soit D un domaine de l'espace R2**1 ne contenant pas M,. Com- 
Re l'intégrale (24 + 1)-uple : 


| s (— 1) )* [(u,-,A0:- —8+1 — Gh-suÂus-) Le 
D s=1 
+ (O-511L (us) HE usL (Oz-541))] dt; ee Tone. (179} 


Cette intégrale est nulle en vertu de (174) et (178). En tenant compte 
de (175) et de la formule 


vAw — wAv = div (v grad w — w grad v), 


on peut transformer l'intégrale (179) en une intégrale étendue à la 
surface S limitant le domaine D. La formule 


ace 
us [ 95tlyu ôStlu 7 c 
ôn lots ei otsti | On ? 


nous permet d'écrire 


ose 9s-lu ô‘u 
5 Cu | ôts-i ]—Sh-ou On 0ts-1 | 


S s=! 





D 
c ou 
— Gien 7e [ Jas- de 
où nr est la normale extérieure à S. Si le point M, est inférieur au 
domaine D, la formule précédente reste valable pourvu qu’on entou- 


re M, d’une petite sphère. En passant ensuite à la limite, on obtient. 
la formule suivante: 


u (Ms ?) = A > (— {ru ESE 








La 
nu eee . as, (180) 


où la constante À est définie par 
2h—1 


Nr) 
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La formule (180) est confondue avec celle de Kirchhoff pour 24 + 1 — 
= 3. Si pour surface S on prend la sphère de centre M, et de rayon ct, 
alors les valeurs retardées des dérivées des fonctions u dépendent des 
conditions initiales u|;=, et us |:=, et l’on obtient la solution expli- 
<ite du problème de Cauchy, solution qui a déjà été déduite sous une 
forme différente au (tome II, [VII-1-9]). La formule (180) nous per- 
met de même de résoudre le problème de Cauchy dans le cas où les 
conditions initiales sont données sur une surface {, = @ (M). A noter 
que les dérivées des conditions initiales figureront sous le signe 
d'intégration, de sorte que pour que ce problème admette une solu- 
tion, il faut que les dérivées des conditions initiales jusqu’à un ordre 
qui dépend de k soient continues, ce que nous avons signalé précédem- 
ment. S. Khristianovitch a généralisé cette méthode aux 
équations hyperboliques non linéaires (Matem. sb., 1937, 2, n°5). 


1-2-27. Inégalité énergétique. Considérons l'équation hyperbolique 
n n 
LU)= 2 dipllxxy + à byux, +cu— ui =f, (181) 
i, k= î= 
OÙ d;r, bi, c et f sont des fonctions de (x,,...,x,,t), les fonctions b;, 
cet f sont continues, les fonctions a;, possèdent des dérivées premiè- 
res continues dans les domaines de l’espace (x, ..., xn, t) qui seront 
précisés ultérieurement. L'’équation (181) étant par hypothèse 
hyperbolique, on a l'inégalité 
n n 
D ant>vDé (v>0), (182) 
| i,k=1 ii 
on admettra que v est une constante strictement positive pour les 
domaines considérés. Pour plus de suggestion, on supposera dans la 
suite que n = 2, desorte que l’on se placera dans un espace à trois 
dimensions de point générique (x.,x,,t). Tous les raisonnements va- 
lent pour le cas général. 

On se propose d'estimer les solutions de l’équation (181) en fonc- 
tion des conditions initiales et des coefficients. Ces estimations 
entraîneront directement entre autres l’unicité de la solution du 
problème de Cauchy et la dépendance continue de cette solution par 
rapport aux conditions initiales. Les raisonnements seront calqués 
sur ceux qui nous ont permis de prouver l’unicité de la solution du 
problème de Cauchy et du problème aux limites au (tome II, [VII-1- 
47]) pour l'équation des ondes. 

Prouvons préalablement le lemme suivant. 


Lemme. Si une fonction w (t) positive, absolument continue, 
vérifie pour presque tous les t >> 0 l'inégalité 


er (é) uw (#) + c2 (4), | (183) 
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où c;(t) sont des fonctions intégrables, alors 


t t 
facto: t = factodts 
w (t) Le [w(0)+ Lette ô dta |. | (184) 
d 
Si en outre c;(t)=>0, alors pour presque tous les t>=>0 
t ts 
24 foictodti : t = factodts 
RE 6; (t) ed [w(0)+ fete Ÿ  : dtl+e(n. (185) 


0 


De (184) et (185) il s'ensuit en particulier que si c,(t) est une 
constante strictement positive (c, (f)—c,;) et c,(t) est une fonction 
croissante, alors 








w (t) <w (0) ecit + 1 Co (t) (186) 
et 
do (D Cou (D) + c9 (#)} est. (187) 


t 
= faittudts 

En effet, multiplions les deux membres de (183) par e © 
et mettons le résultat sous la forme 

t t 
; = [a(tdts - |attiati 
we  )<eathe 0 
En intégrant cette inégalité par rapport à £ entre 0 et t, on obtient 
la majoration (184). Si c, (t)> 0, la majoration (185) résulte de (184) 
et de (183). Ce que nous voulions. 

Supposons que, dans un domaine Z adhérent au plan £ = 0 et 
compris dans le demi-espace t => 0, l'équation (181) admet une 
solution continue avec ses dérivées premières et secondes dans %. 
Supposons que Z contient un domaine D de type cône tronqué dont 
la base inférieure Z (0) est située dans le plan {—0 et la base supérieu- 
re B (T), dans le plan f{ = T > 0, que cos (n, f) = 0 sur la surface 
latérale S et que S est orientée de façon spatio-caractéristique, c’est- 
à-dire que sur S 


cos?(n, t) — D G;n COS (n, tj)cos(n, zx) >0 (188) 
i ki 


(on rappelle que la normale n à S est dirigée vers l'extérieur 
de D). Soit B(t,) la section de D par le plan {t—t,. Considérons 
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la relation 
t t 
= Î 2u,L (u) dr, dx, dt, = — | Î | Quf dx, drodt, (189) 
0 B(t1) 0 B(t1) 
pour #€[0, T]. En se servant de la formule (107) et des identités 


2 
Ou ô 
t. 
ul =; 2 » dirlx;xnlt = 2 >» 0%; (a;nussur) — 
î, ki i, k=1 
2 


2 
ot D diplsls, — 2 5 < 
k= 


1, k—1 1, 








Î 1,Rk=1 


on peut mettre la relation (189) sous la forme 


» diklrlsn ui) dr dt» — 
B(t) i,k=1 
2 
= 2 Girlylxy + Ut) dx; dx + 
B(0) i,k—1 
t 
id | | | —2 S dirlx li COS (N, T;) + 
0 9B(t1) î, = 
2 
DE D Gilly +ui) cos (n, t) | ds dt, + 


i, R=1 


t 2 2 | 
dar da; 
+] {1 (2 À en Ut — À 7 Mails — 


0 Bttr)  i,k=1 î, k=1 





t 
— 2 S bu ;ur — 2cuus) dr, dx, dti = — | A 2u:f dr, dx, dt,, (190) 
i=1 0 B(t1) 
où 0B(t,) est la frontière de B(t,). L'intégrant du troisième 


terme est positif, car il ne diffère que par le terme strictement 
positif cos (n, t) de la somme 


2 
D dis (Us, cos (n, t)—u;cos(n,z;)) (u., cos (n, t)— u;cos(n, xx)) + 
ä, h=i 


2 
+ u? (cos? (n, tj 2: an cos(n, x;) cos(n, zr)), 


L 
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| 2 
dont le premier terme est une forme quadratique D) a;Ëitr, 
i, k—1 


1, 
définie positive et dont le second est positif en vertu de (183). 
De (190) il s'ensuit donc 

















t 2 
: da; 
K(t) < K(0)— Î fl EH mn Usa — > RE Uly — 
0 BG) à, 2, i, k=1 
t 
no S buse — 2cuus) de map | | | Qusf dr, dr dt, (191) 
i=1 0 B(E1) 
où 
2 
K (t) — | | ( D Girlsys + ui) dx, dre. (192) 
BG) i,h=1 noi 
Supposons que 
da; da; 
|, |), 1h, Je] Co, (193) 
où C,>>0. Alors 
: 2 
> ne Uxslx, AT ÂT I< Co [Î D lulu di dre. 
Bt i,k=1 | Bit) i, RA=1 


On a par ailleurs 


2 2 
; 2 le <2 D us. 
= 1—= 


î 1 
Or, en vertu de (182), 


2 2 
2 a 
>, Ux, ST à dirlxlxp 
donc 
t 


t 2 
| | | Î 2 ii Uxjlx, d7; dx; dt, IC | K (ti) dt;, 
) i, k= | 0 





où C, est une constante strictement positive dépendant des coeffi- 
cients. De façon analogue 


2 2 | | 
LÉ Lau 3 (1 3 A) nude dust (os Ÿ an, 
0 i k=1 û 
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où C, est une constante identique à C,. Posons 


L(t)= Î | u? dr, dr. (194) 
Bi) 
De par l'inégalité |[2ab| <a2+b? et du fait que 


2 
D Girl, >0, (195) 


î, k—1 
on trouve 


t t 
| Î | | Zeus dr dr dt| <Cs Î LÆ (4) + L (t1)] dé. 
0 B(t1) 0 

Compte tenu de la relation [2fu,| <u?+f? et de (195), on obtient 


| | | 2fu; dti dt SK (t,)+ M (t), 
B(t1) 


= À (fax, dx, (196) 
U 


En portant les majorations obtenues dans (191), on aura 


K (t)<K (0) + (C1 + Ca+ Ca 1) Ÿ x (pan + 


L(t)dt,+ | Mt)dt. (197) 


0 


+ Ca 


Ds me © 


Majorons L(t). Considérons l'intégrale 


Cette intégrale peut être traitée comme une intégrale triple étendue 
au domaine D; borné inférieurement par le plan £, = 0, supérieure- 
ment, par le plan é, = t et latéralement, par la surface S susindiquée 
sur laquelle cos (n, t) > 0. La formule d’Ostrogradski nous donne 
immédiatement 


J(t)> ji u? dx, dx, — [] u? dr, dx, 
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c'est-à-dire que 


| | u? dr, dr, < Î u? dx, dx, + 
B(i) B(0) 


Sy CPE 


| Qu, dr, dr dt, (198) 
B(t1) 


d’où, compte tenu de [2uw,| <u,+u? et de (195), il s'ensuit 
t 


t 
L(D<L(O)+ | K(ydi+(L()dt. (199) 
0 0 
Ajoutons (197) et (199) : 
K (+L(D< 


t 


+ 
<Æ(0)+L(0)+C [IK()+L (a+ [ar(s)at,, (200 
0 


0 


où la constante C—C;+C,;+C3+2 dépend des coefficients à; 
b;, c et des dérivées de a;,. Utilisons maintenant les inégalités: 


t 
(186) et (187). La fonction w (+) — | LK (t)+L(t)ldt, remplit les 
0 


conditions du lemme avec 
t 
a(=C, e(6)=K(0)+L(0)+(M()dé et w(0)—0. 
Ù 


Elle est donc justiciable des majorations 





t c t 
= [KE G)+L (na ET 6+ | ar (de ] 
0 0 
et 
t 
HO EL K()+L (De [8+ | M (t) dti |, (201) 
0 


où Ô—X (0)+Z (0). Ces majorations sont dites énergétiques. 
En vertu de l'hypothèse (182), on a 


K(t)> Î | (vu, + vu, + ui) dr dr. 
B(t) 


Sans nuire à la généralité, on peut admettre que le facteur v de læ 
condition (182) vérifie la double inégalité 0 < v< 1. De (204) ik 
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résulte alors 


À fut ui +ut-+ur) de du < 
B(t) 
eCt À < 
<—| | Î ( » dinlelan + UE + u?) dr, dre + 
B(0) i,k=1 
t 


“ | | | f dr; dx, dt | . (202) 


0 B(t1) 


Cette majoration est valable pour tous les £ € [0, T] et pour tout 
domaine du type indiqué. Les constantes C et v ne dépendent que des 
coefficients de l’équation (181) et non pas de la solution w considérée 
et du second membre f. 

Les majorations citées figurent dans les travaux de Friedrichs, 
Lévi et Schauder. 


1-2-28. Théorèmes d’unicité et de dépendance continue dessolutions. 
Le théorème d’unicité de la solution du problème de Cauchy et la 
dépendance continue de la solution par rapport aux conditions 
initiales et au second membre de l’équation résultent immédiatement 
des inégalités démontrées. En considérant la différence de deux solu- 
tions du problème de Cauchy pour les mêmes conditions initiales, on 
ramène le théorème d’unicité au suivant : si le second membre f de 
l'équation (181) est nul et les conditions initiales sont de la forme 


u | 5-0 = Us | #0 = 0, (203) 


alors la solution du problème est u=0. Soit (x®, x®°, #°) un point 
quelconque. Supposons que le conoïde caractéristique de sommet 
(2%, x, 4%) forme avec le plan t = 0 un domaine D du type indi- 
qué ci-dessus. Soit uw (21, x2, t) la solution du problème pour f =0 et 
les conditions initiales (203), continue avec ses dérivées premières 
et secondes dans D .On peut se servir par exemple de l'inégalité (201). 


De ce qui précède il s'ensuit que Ô — 0. Donc 


L (t) = ji u?dx; drs —0, 


et par suite ‘u = 0 dans D. Cette assertion reste en vigueur si les 
conditions initiales homogènes (203) sont données non pas sur le 
plan '(x, y) tout entier mais seulement sur la base B (0) du domai- 
ne D, puisque ceci suffit pour que ô = 0. D'où l’on conclut que 
la valeur prise par la solution de l'équation sans second membre associée 
à (181) ‘au point (x”, x®°, €) dépend des valeurs prises par les condi- 
tions ‘initiales uniquement sur la base B (0) du conoïde caractéristique 





Î 
i 
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de sommet (1°, x,”, 1”). On admet que ce conoïde forme avec le 
plan t = Ô un domaine D du type mentionné ci-dessus. 

Comme plus haut, dire que la solution dépend continûment des 
conditions initiales revient à dire que si f =0 et les fonctions 
Po (T1 Le) Et Pi (tr, r,) des conditions initiales 


U lt=0 = Po (Ta T2); (Us [to — Pr (Zus T2) (204) 


sont petites (dans un sens quelconque), alors il en est de même de la 
solution w (x, x2, t). Supposons que par conditions initiales petites 
on comprenne que les intégrales Z (0) et Æ (0) sont petites, c’est-à-di- 
re que L (0)< e et K (0)< €, où e est un nombre strictement positif 
petit. De (201) il s'ensuit alors immédiatement que 


K (t)< 2eett; |L (E)< 2eect 


sur le domaine D tout entier. On démontre que la solution dépend 
continûment des conditions initiales non seulement dans l'hypothèse 
que les intégrales X (t) et L (t) sont majorées, mais aussi dans l’hypo- 
thèse que le module de la fonction w l’est pour n — 1, c’est-à-dire 
pour le cas de deux variables indépendantes: x, et t. Ceci résulte 
directement de la méthode de Riemann [{1-2-16] si l'équation a été 
ramenée à la forme canonique adoptée dans la méthode de Riemann. 
Si l’on a affaire à plus de deux variables indépendantes, alors les 
inégalités indiquées ne nous permettent pàäs de conclure que uw (pour 
f =0) est petite si | ®, | et | p1 | le sont. Traitons le cas n = 1 
à l’aide des inégalités établies plus haut. 

Les variables indépendantes sont x et t et le domaine D est un 
trapèze ABB,4, dont les côtés latéraux sont généralement curvili- 
gnes. La droite AÀ,B, a pour équation {— T. Supposons que l’équation 
du côté AA, est x = E, (t) et celle du côté BB,, x = Ë&, (t). On admet 
que les fonctions ®, (x) et æ, (x) des conditions initiales (204) et la 
dérivée de , (x) sont petites en valeur absolue. Sous ces conditions, 
les intégrales des carrés de ces quantités prises le long de la base AB 
de D seront petites. Donc, il en sera de même de Z (0) et Æ (0) et 
l'on aura 

Éa(t) 
K(t)= | La(x, thui-tuildr, 
Et) 
oùa(x,t)> m >> 0. La petitesse de ZL (0) et X (0) entraîne, en vertu 
des majorations précédentes, celle de L (t) et K (t) pour 0OS<T. 
D'où l'on déduit que les intégrales 
É2(t) Eo(t) Éa(t) 
| u?(x, t)dzx; | ui (x, t)dx; | ui (x, t)dx (205) 
81(#) 51(0) &1(#) 
11—01017 
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1 


sont petites. Supposons que ces intégrales sont inférieures à n>0. : 
L'inégalité de Cauchy-Bouniakovski nous donne : 


{u(x, t)—ul[ë, (à), t}2= 


x | x 
=[ (ut, ndle (uit, Dar (1242, 
E1(t) E1(t) &1() 
d’où 
{u(r, t)—u(&(), t}<an [hi ()<r<E()], (206) 
où a—E£,(0) —E, (0) dans D. 
Grâce à l’inégalité de Cauchy-Bouniakovski on trouve la majo- 
ration : 


[ fiv”, Did] <an, 
E1(4) 
(DE Ee (EI. 


De (206) il s'ensuit que 

u[E(), tJ=u(z, t)+v(x, t), où [v(x, t)]<Van. (208) 
En intégrant les deux membres par rapport à x entre E, (ft) et £,(t) 
et en se servant de (207), on obtient 


Fan — 
VE + Van, (209) 


où b = E, (7) — E, (7), de sorte que [u LE, (+), 41& (1 + b) Van. 
En vertu de (208) et de la dernière inégalité, on obtient la majoration 


lu (x, )1<(2+06") Van, (210) 


où n est la majoration des intégrales (205), b = E, (T) — E, (T). 
On a donc majoré | u (x, t) | dans le domaine D tout entier en suppo- 
sant que b>=—0. Majorons maintenant la solution w (x,f) en fonction 


du second membre f. 
Supposons que f est non nul et que les conditions initiales sont 


de la forme (203). Soit | f |[< M,, où M, > 0. En vertu de (196) et 
de (201), il vient alors 


K (£) + L|(9 <atMiect. (211) 


On, peut se servir non pas de la majoration de | f | mais de celle [de 
la fonction M (t,) figurant dans la formule (201). 

Les intégrales X (t) et L (t), établies pour la différence u, — u; 
de deux solutions u, et u, de l’équation (181) avec des seconds mem- 


(207) 





lu lé (8), £< 
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bres différents mais les mêmes conditions initiales, sont aussi petites 
que l’on veut si | f, — jf, | est assez petite. 

Pour n = 1 on peut comme plus haut en déduire une majoration 
pour | U; — u |. 


I-2-29. Cas de l’équation des ondes. Il est immédiat de voir (cf. 
(191)) que les solutions de l'équation des ondes 


à Uxix; — Uri = Ù (212) 
vérifient l'inégalité énergétique 
| n n 
| (> Ux, + ui) di < | (> us, + à) dx, (213) 
B(t) i=1 B(0) i=1 l 


où dx = dr, ... dx,. Cette inégalité a été établie dans l’hypothèse 
. que uw possède des dérivées premières et secondes continues. Si u 
possède dans les domaines considérés des dérivées continues jusqu’à 
l’ordre m + 1, alors n'importe quelle dérivée Dlu, I m — 1 est 
aussi solution de l’équation (212) et par conséquent vérifie l’inégali- 
té (213), c’est-à-dire que 


n 


| [> (Dlu, }? + (D'ux) | di | [> (D'u)?+ (Du)? | dr. (214) 


Bt) i=1 E(0) i=1 


La formule de Poisson (tome II, [VII-1-9]) nous donne la solu- 
tion du problème de Cauchy pour l'équation (212), solution dont la 
régularité croît avec celle des dérivées des conditions initiales @ (x)= 
= us et Ÿ (x) = ui | 40. 

Les inégalités (214) nous permettent d'étudier la solubilité du 
problème de Cauchy pour des conditions initiales non régulières. 
En effet, supposons que ® est une fonction de carré sommable dans 
la boule BA = {x:| x | << R} et possède dans PB, des dérivées dis- 
tributionnelles jusqu’à l’orde m, de carré sommable sur B, (to- 
me IV,, {II-5], {II1-6]). Autrement dit, admettons que ® € W" (B»). 
On supposera que la fonction ÿ € W7-1 (B:)*). De même que dans 
les cas m = 1 et m = 2 (tome IV,, [III-7]), l’ensemble W (B:) 
peut être traité comme un espace hilbertien muni du produit scalaire 


@ Dn= { [oë+ 3 D DpD]a, 


BR I=1 (D) 


*) Il est d'usage de désigner W9 (D) par L, (D). 
11* 
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où D! désigne une dérivée d'ordre { de type quelconque, >, la som- 


1) 
me de telles dérivées. On démontre que W? (B2) est un ane hil- 
bertien complet. 

Désignons par œ , les moyennes de q définies au (tome IV,, [IIT-2)). 
On sait que , sont des fonctions indéfiniment dérivables dans B,-} 
convergeant vers @ lorsque À—> O0 pour les normes des espaces : 
Wr (Bn,), où R;, < R. De façon analogue, Ÿ; convergeront vers 4 
pour les normes de W7°1 (B;.). 

Soit wy (x, t) la solution du problème de Cauchy pour l’équa- 
tion (212) qui vérifie les conditions initiales , et ,. On voit sur la 
formule de Poisson que u}, possède des dérivées continues de tout 
ordre. Faisons tendre k vers 0 et étudions ce passage à la limite 
dans le cône D, = { (x, t):1x|<R,, 0<t<]|x}]}. Le cône D, 
vérifie toutes les conditions imposées au domaine D de [I-2-27|, 
donc les fonctions u, sont justiciables des inégalités (214) dans les- 
quelles le rôle de B (t,) incombe aux sections de D, par le plan t—f.. 
Ces inégalités ont également lieu pour les fonctions v,, (x, t) = - 
= Up, (x, t) — up, (x, t) (car celles-ci sont aussi solutions de l’équa- 
tion (212)), c'est-à-dire que 





[D (Ds, 2x)2+ (Do, 20° | dr < 


Et) i=1 


[y (D'v4, 2x,)2+ (D'v4, 2)°| dr. (215) 
B(0) i=1 
Le second membre de (215) tend vers 0 avec h, et hk, pour ! = 0,1,... 
,m—1, donc il tendra vers O0 sur toute section B (t), t € [0, R,I. 
Les fonctions v, , tendent aussi vers 0 pour les normes d 
puisque pour toute fonction v régulière on a 
t 
v{x, t)=v(x, 0) + | Vi, (x. t,) dt, 
0 
donc (en vertu de l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski) 
t 
vx, 1) L2v2(x, 0) 21 | ve (x, ti) dt, 


0 
et 


t 
J var? | vrdz+2t | | vidrdr,. (216) 
B(t) B(0) 0 B(t1) 


En intégrant (215) et (216) par rapport à £ entre 0 et 1, < R;, on 
s'assure que les fonctions v, , tendent avec toutes leurs dérivées jus- 
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qu’à l’ordre m vers 0 pour la norme de Z, (D;). En vertu de la com- 
plétude de l’espace ZL, (D,) et des propriétés des dérivées distribu- 
tionnelles décrites dans le (tome IV,, [III-5], [III-6]) il existe un 
élément w de l’espace W7 (D) vers lequel convergent les fonctions u} 
pour la norme de W7 (D.). Bien plus, on voit sur (215) et (216) que 
u} (x, t) convergent pour les normes de W (B (t)) et u,, (x, t), pour 
les normes de Wm-1{(B (t)), quel que soit t € [0, R.l, de sorte que 
u(r, D EWm(B (t)) et u:(r, t) E Wr-1(B (t)) quel que soit t € 
€ (0, R.[, et w vérifiera les inégalités (214) et (216). Pour m> 2 la 
fonction w sera solution de l’équation (212) pour presque tous les (x, 
t) de D,. On a ainsi réussi à trouver une solution du problème de 
Cauchy pour l’équation (212) dans le domaine D, dans l’hypothèse que 
les conditions intiales @ et 4 sont des éléments de W7 (B}) et 
Wm-1(B») respectivement (m> 2). Bien plus, on a montré que la 
régularité de cette solution n’est pas affectée par la croissance de # 
siu(rx,t)EWM(B (t)) et u, (x, t) E Wr-1(B (t)). Si p et varient 
peu pour les normes des espaces W® (BA) et W®-1 (BA) respective- 
ment, alors il en est de même de la solution correspondante w et 
de sa dérivée u, pour les normes des espaces W7 (B (£))et Wm-1(B (t)). 
De façon plus exacte, si us, k—1, 2 sont les solutions de l’équation 
(212) vérifiant les conditions initiales œ, et x, k — 1, 2, alors 
leur différence v = u, — u, satisfait les inégalités (214) et (216) 
qui caractérisent la dépendance continue des solutions du problè- 
me de Cauchy par rapport aux conditions initiales pour les normes 
intégrales correspondantes. La solution du problème de Cauchy trou- 
vée plus haut est unique dans la classe des fonctions de W7 (D,), 
m > 2. En effet, les raisonnements du [I-2-27] s'étendent à ces fonc- 
tions si toutes les intégrales sont des intégrales-Lebesgue et si les 
inégalités sont considérées non pas pour tous les £ mais pour presque 
tous les t de [0, TI]. 

Attirons l'attention sur le rôle particulier des espaces W?® (B (t)) 
pour les équations hyperboliques. Ces espaces nous ont permis de 
mettre en évidence une propriété assez importante des solutions des 
équations (212), à savoir que leur régularité n’était pas altérée par 
la croisance de t. Bien plus, étant donné que l’inversion du temps 
(c'est-à-dire le changement de t en —t) ne modifie pas l'équation 
(212), le problème de Cauchy se résout dans ces espaces de façon 
analogue pour les t décroissants. Donc, la régularité des solutions 
n’est pas altérée par la décroissance de t. On a ainsi établi le fait 
suivant : les solutions de l’équation des ondes sans second membre 
conservent à tout instant t la régularité qu’elles avaient à l'instant 
initial. Ceci est vrai si la régularité des solutions uw est caractérisée 
par le fait que le couple {u (x, t); u; (x, {} est un élément des espaces 
Wa (B (t) x Wr1{(B (t)), tE]—R;, Ril. Cette propriété n’a 
pas lieu dans d’autres espaces. Elle est mise en défaut si par exemple 
la régularité des solutions est caractérisée par la continuité de telle 
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ou telle dérivée (R. Courant, D. Hilbert, Methoden der 
mathematischen Physik. Berlin, 1931). 

On a montré comment utiliser l’inégalité (213) et les inégalités 
(214) qui en découlent pour résoudre et analyser le problème de 
Cauchy pour l’équation (212). On peut de façon analogue étudier en 
détail l’équation des ondes avec second membre. Bien plus, l’iné- 
galité (201) et celles qui en résultent sont fondamentales pour 
l’étude du problème de Cauchy pour les équations hyperboliques 
générales (181). Nous allons illustrer ceci dans le chapitre suivant 
sur des problèmes plus compliqués pour les équations (181) et mon- 
trer comment à partir des résultats obtenus il est possible d'établir 
la solubilité du problème de Cauchy. 


1-2-30. Théorème d'immersion dans l’espace des fonctions con- 
tinues et certaines de ses conséquences. Si une fonction f(x), x€E DC R" 
possède des dérivées distributionnelles de carré sommable par rap- 


port à tous les x; jusqu’à l’ordre L et 1> [+] + 1, alors elle est 


équivalente à une fonction Î (x), continue dans D, et max | Î (x) | 


- : -._ xCD 
admet une majoration qui dépend de la norme de f dans l’espace 
W'1 (D). Ceci est vrai sous certaines contraintes imposées à D, par 
exemple, pour un domaine D de frontière régulière. La proposition 
précédente est un cas particulier des théorèmes d'immersion de Sobo- 
lev. On se propose d'établir une proposition plus faible : la continui- 


té de f(x) seulement dans un ouvert D et une majoration pour 
A : 

max |[f(x) |, où D'C D. On commencera par le 

xED’ 


Théorème 1. Siune fonction f (x, . . ., &) possède à l’inté- 


rieur d'une boule D à n dimensions des dérivées continues jusqu'à un 
ordre L et si 


(a) du dm, A (=0,1,..., 0, (217) 
Gros" PRE TN TN 
alors dans toute boule D, concentrique et intérieure à D, on a les 


majorations suivantes: 


vi. 
oxf1 Te ôxPr 








<cA (B—0,1,..., 1-5 ]-1), 18) 


2 


où [+] est la partie entière de et c, une constante ne dépendant que du 
choix de D. 
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Composons la fonction auxiliaire 


{4 pour ET) 


O (x) — | O0 pour 1>+., (219) 
4 4 eu—e-u 1 2 
(TT 'eupes POULE E< +, 


Il est évident que u—> + oo lorsque r->+ et u—+— — lorsque 


z— +. Ceci étant, © (x) tend respectivement vers 1 et 0 et il est 
immédiat de vérifier que toutes les dérivées de o (x) sont continues 
pour x + et x =*+. Soient M, un point de D,, et h, la différence 
des rayons de D et de D,. Considérons le système de coordonnées 
sphériques de centre ,: 

x =rcos0,; 

x, = r Sin 6, cos 6;; 


Zn-2=rsin6,...sin 6, ,cos0,,; 
Zn =r Sin 6, ... sin 0,., cos 1; 
zx, =rsin6,... sin 0, sin y, 
OS 6,< x et 0OLwY<2n. Pour le volume élémentaire on a 
do, = r"-1 sin" -? 6, sin" #0... .sin6, _.dr dO.,. . .d0, _,dy. 


En éliminant dr et en faisant r — 1, on obtient l’aire élémentaire 
do, de la sphère unitaire. Introduisons la fonction 


F(M)=1 (M): en Êe ne | 
0 af ee. 
+ (— 1) 27300. [ro (+)]: 
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où r—M,M. On vérifie immédiatement que 


nie F(M)=0 pour r=h, 


OM) Lin - (+)]+ 
condo (t)] 0 
et l’on peut écrire 


R 
1)= — | ET ar, 


Ô 


l'intégration étant effectuée le long d’une demi-droite issue de M. 
En multipliant les deux membres de cette formule par do, = do, : 
r" -ldr et en intégrant sur les intervalles 0< 8,< nr; 0<Y< 2x, on 
obtient 


1 ( 9F(M) _» 
f (Mo) = —— [Er # dt... de, 
Do 


où D, est une boule de centre M, et de rayon k, et ©, l'aire de 
la sphère unitaire de R,. Si l'on pose k=[+], la formule 
précédente devient 


1 1 60F(M F 
FM)= + | + 20 ) ;n dt... dr, 
Do 


d’où l’on déduit grâce à l’inégalité de Cauchy-Bouniakovski 
PM)< 
os | e D) dx, dan | rek-2ntèpn1 gr dû, .… dû» db. 


rh ôr 
Do Do 





Dans la dernière intégrale, l’exposant est égal à 1 pour n pair et 
à O pour n impair. Donc 
1 9F(M)\2 
PM) | (©) dr... dr, (221) 
Do 

où la constante c, ne dépend que de k. Revenons à la formule (220). 
Le coefficient en f est nul pour r<% en vertu de (219). Par ailleurs, 
la règle de dérivation d’une ue composée nous permet d’affir- 
mer que-Êt est une combinaison linéaire des dérivées d'ordre ! par 
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rapport à z1, . .., Zn à coefficients bornés. On peut donc écrire 
41 6F(M ôtf 
€ ) _ = af + » lu .. an 


, 
rh 0x1 ne 0xg" 





où a est une fonction continue bornée et | Ga ….an|< Cat #74. 
Tous les coefficients sont bornés pour L> k + 1, c’est-à-dire pour 
1> [+] + 1. Donc, compte tenu de la relation (x, + ...+x2,) < 
<n(x?+...+ax) et de (217), on déduit à partir de (221) 
f* (M)< c°A?, 

où la constante c ne dépend que de h. Si pour un entier naturel B > 0: 
on a l'inégalité ! — pf> [+] +1, ie P<I— ES — 1, alors 
on peut reprendre tous les raisonnements précédents en remplaçant 
{ par l’une quelconque de ses dérivées partielles d'ordre $ et ! par 


On a donc établi les majorations (218). C. q. f. d. 


Supposons maintenant que la fonction f remplit toutes les con- 
ditions du théorème, mais qu’elle n’est pas continue avec ses déri- 
vées, autrement dit, f est un élément de l’espace Wi (D). Considé- 
rons une boule D, concentrique et intérieure à D. Considérons les. 
fonctions moyennes , sur D (tome IV,, [III-2}), en admettant que h. 
est inférieur à la différence des rayons de D et de D,. On a pour 
ces fonctions 


| fi (a de< | (2) dz. (222) 
Da D 
En effet, de la définition de f, et de l’inégalité de Cauchy-Bou- 
niakovski il résulte que 
(fo ([f | o();ualfa< 
D: D2 [x-yI<h 

| 


<I[£ Soft) h [| o(Æl) ro ay]a- 


De lx—-yi<h Ix-yl<h 


“ie, {etrrtroaee 


<rok L e(jalae (rod 


je yI<h 





ORfh 


œ1 an 
0x1... 0x, 


Q Fr r# re # ôRfh 
intégrales des carrés de toutes les dérivées A.” OLkLI, 
0e 


k 
Comme ee — , k< I, il s'ensuit que les 
ôx Oxn Jh 
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étendues à D, sont inférieures à 4?, donc 


oe={] a+ s D rame dr} <cA. (223) 


Rk=1 (k) 


‘On sait par ailleurs (tome IV,, [III-3]) que les fonctions f, ten- 
dent vers f lorsque k — O0 pour la norme de W{ (D,), définie par 
(223), donc || fn, — fn [8 D, —> 0 lorsque k,, h, 0. En vertu de 
l'inégalité (218) appliquée à la fonction f;, — fr, et à une boule D, 
concentrique et intérieure à D,, la différence f;, — fr, tend avec 


toutes ses dérivées par rapport à x jusqu’à l’ordre [+ ]-1 


“vers 0 uniformément en x€ D, lorsque h,, h, — 0. Comme de plus 
Jes fonctions f, sont indéfiniment dérivables, la fonction limite 


jf sera continue dans D, avec ses dérivées jusqu'à l’ordre 1 — 
nn. : Fe 

[+ ]-4 La fonction f est confondue avec f pour presque 

tous les x. On a ainsi démontré le 


Théorème 2. Si des conditions du théorème précédent on 
écarte celle qui porte sur la continuité de f et si les dérivées de f sont 


distributionnelles, alors il existe une fonction Î équivalente à f et con- 
Linue avec ses dérivées jusqu’à l'ordre l — [+ | — 1 dans l'ouvert D. 


De plus, on a les majorations (218) pour f. 

Ce théorème et les résultats du paragraphe précédent nous per- 
mettent de tirer les conclusions suivantes sur l’existence des solu- 
tions classiques du problème de Cauchy pour l’équation (212): 

Si p(x)=u|;=0 . un élément de WT jo ee et Ÿ (x) =u;l1=0;, 


un élément de Wi: ne (RT), et m>i+ | = |+4, 12, alors 


la solution correspondante u (x, t) du Drobièe de Cauchy pour 
l'équation (212) est continue et admet des dérivées continues 
jusqu’à l'ordre 1. 

Dire que ®E€ W 1oc (R?) revient à dire que € W? (B) pour 
toute boule BR". Les raisonnements du numéro précédent en- 
traînent l'existence d’une solution u (x, t) du problème de Cauchy 
appartenant à W%10c (R"*!). Ceci et Le théorème 2 ci- -dessus affir- 
ment la continuité de u (x, t) et de ses dérivées jusqu’à l’ordre 


d=m—| — — 1, 


La solution du problème de Cauchy pour l'équation Ou = 
— f(x, t) avec les mêmes conditions initiales sera classique si 








FEW (R*), où RT={(x, t): zER*, 10}. 
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I-2-31. Solutions distributionnelles des équations du second ordre. 
Au {1-2-15] on a étudié la question de savoir lesquelles des fonctions 
u (x, €) définies dans un domaine D, possédant des dérivées par- 
tielles premières discontinues sur une surface régulière © et vérifiant 
les équations Ou = 0 ou Ou = f, il convenait d'appeler solutions 
{plus exactement solutions distributionnelles) de ces équations dans 
D. Du point de vue physique, c’est-à-dire si un problème de physi- 
que nous conduit à ces équations, il faut imposer à ces fonctions u la 
condition [P (u)l, = 0 qui dit qu'aucune force extérieure n’est 
concentrée sur la surface de discontinuité. Du point de vue mathé- 
matique, il faut que ces fonctions soient justiciables de la formule 
de Green (79) dont le rôle est déterminant dans l’étude des équations 
différentielles. Au [I-2-15], on a montré que ces conditions sont 
équivalentes si u présente des discontinuités « régulières », c’est-à- 
dire remplit des conditions cinématiques de compatibilité et si les 
_ surfaces de discontinuité sont régulières. Les fonctions uw remplis- 
sant toutes ces conditions et vérifiant l’équation [lu = f en dehors 
de 6, satisfont l'identité 


fuDnddt= | jndr dt (224 
D D 


pour tout n € C® (D). D'autre part, au (tome IV,, [III-5], [TII-6]) 
on a défini les notions de dérivées distributionnelles et d'opérateurs 
différentiels distributionnels pour les fonctions de Z, (D). Dans le 
langage de ces notions, l'identité (224) exprime que l'opérateur 
distributionnel [ a été défini pour uw et que Qju = f. 

On dira qu'une fonction u (x, t) est une solution distributionnelle 
de la classe L, de l'équation [lu = f dans un domaine D si elle est 
de carré sommable sur tout domaine D'& D et si elle est justiciable 
de l'identité (224) pour tout n € C>* (D). Dans la suite, par D’ on 
comprendra des domaines bornés tels que D'E D. 

De façon analogue, on appelle solution distributionnelle de la classe 
L, dans le domaine D de l’équation 


 L(u)= | à, Ginlæ,x, + 21, bus, +eu=f (225) 


toute fonction uw (x) de carré sommable sur tout domaine D’ et 
vérifiant l'identité 


Î uL* (n) = Î fn dx (226) 
D | D 
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pour tout nECo (D). L'opérateur L* est l’adjoint de ZL au sens 
de Lagrange, c’est-à-dire 


ñn ñn 
0? (airn) 9 (bin) 
L* (n) = > ôt; OT _ > ÔT; ES EL 
i, k=1 i=1 
Pour que cette définition soit correcte, il faut que les coefficients 
a;r admettent des dérivées secondes et les coefficients b;, des déri- 
vées premières. Supposons que les dérivées Dla;x, 1 = 1, 2 et Db; 
sont continues dans D. Les solutions des équations (225) de la classe 
C? (D) (les seules considérées jusqu’à présent) seront dites classiques. 
Les solutions classiques de l'équation (225) vérifient l'identité 
(226), car la formule de Green 


Î uL* (n) dx = | nZ (u) dr, (227) 
D D 


a lieu pour tout w € C? (D) et tout n E C> (D). La réciproque est 
vraie : si u € C? (D) et vérifie l’identité (226), alors elle est solution 
classique de l’équation (225). En effet, de (226) et (227) il s'ensuit 
que 


Î IL (&)— fn ar=0 


D 


pour tout n € C>® (D). De là il s'ensuit en vertu du théorème 2 du 
(tome IV,, [III-5]) appliqué à un domaine D’ que L (u) = f. 
On a le 


Théorème 3. Si les coefficients de L sont constants dans D, 
alors toute solution distributionnelle de L, de l'équation sans second 
membre associée à (225) peut être approximée pour Les normes de L, (D") 
par des solutions classiques de la même équation. 

En effet, soit uw une solution distributionnelle de Z, de l’équa- 
tion sans second membre associée à (225) dans D, c’est-à-dire que 
u E L, (D') pour tout domaine D” et 


| uL* (n) dr=0 (228) 


D 


pour tout n € C>® (D). Pour n prenons les fonctions moyennes v, 
décrites pour une fonction v € C* (D) dans le (tome IV,;, [III-4)). 
Ces moyennes appartiennent à C® (D) pour h assez petit. Le noyau 
médiateur ne dépendant que de la différence des arguments, l’égalité 
Div, = (Div), a lieu pour toute dérivée D! de v. Donc L (v;) = 
— (L (v)),. D'autre part, il est immédiat de vérifier à l’aide du 
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théorème de Fubini que 


| uw dx = | uw dx (229) 
D D 


quelles que soient u € L, (D) et w € C? (D) si k est assez petit 
(h doit être strictement inférieur à la distance du support de w à la 
frontière de D). De tout ce qui précède il s’ensuit que 


0= [ul*(v,)de= | u (L* (v)} dx = 
D D 


== | unL* (v) dx= | L(uy)vdx. (230) 
D D 


Soit un domaine D'€ D. Les relations (230) sont valables pour tout 
vECæ (D')et h strictement inférieur à la distance de D’ à la fron- 
tière de D. Ceci nous permet d'affirmer en vertu du théorème 2 du 
(tome IV,, [III-4]) que L (u,) = 0 dans D’, c’est-à-dire que u, est 
une solution classique de l'équation sans second membre associée à 
(225). Lorsque À — 0 les fonctions u, convergent vers la solution 
distributionnelle w pour la norme de Z, (D'). C. q. f. d. 


Il est immédiat de voir que la réciproque est vraie aussi: si une 
fonction u peut être approximée pour les normes de L, (D'), D'E D, 
par des solufions classiques u, de l'équation sans second membre asso- 
ciée à (225), alors elle est solution distributionnelle de cette équation 
dans le domaine D. 

On aurait pu se servir de ces deux propositions pour définir les 
solutions distributionnelles de l’équation L (u) = 0 dans D comme 
la limite, pour les normes de Z, (D'), de ses solutions classiques. 
Cette définition aurait été identique à celle donnée plus haut. Cepen- 
dant nous ne ferons pas intervenir cette définition, car elle n’est 
valable que pour des opérateurs Z à coefficients constants (ou, plus 
généralement, assez réguliers). Signalons seulement que c'est préci- 
sément cette approche qui a été développée dans les années 30 par 
S. Sobolev dans l'étude des solutions discontinues de l’équation des 
ondes et la résolution du problème de Cauchy corrrespondant. Par 
la suite, Sobolev et de nombreux autres auteurs se sont penchés 
sur la résolubilité du problème de Cauchy pour des équations hy- 
perboliques à coefficients variables en se basant sur les solutions 
classiques du problème de Cauchy pour des équations spéciales 
approximant l'équation donnée. Les solutions distributionnelles de 
l'équation (ou du problème de Cauchy correspondant) ont été dé- 
finies comme la limite (pour telle ou telle norme) de solutions clas- 
siques des équations approximantes (ou du problème de Cauchy 
correspondant). Si de bonnes représentations intégrales ont été 
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trouvées pour les solutions des équations ou des problèmes aux 
limites correspondants, alors ces représentations ont été utilisées pour 
déterminer les solutions distributionnelles (cf. travaux de N. Gunter, 
G. Leray et autres). Le rôle dominant de l'identité (226) n’est pas 
apparu d’emblée bien que cette identité ait figuré dès les années 
20 dans de nombreux travaux (par exemple, dans le travail de 
N. Wiener, The Operational Calculus. Math. Ann., 1926, 95, 
pp. 297-084). 

Plus tard (à la fin des années 40— début des années 50) les solu- 
tions distributionnelles du problème de Cauchy et des problèmes 
aux limites pour des équations de types divers ont été définies sans 
faire appel aux représentations de ces solutions et aux processus 
d’approximation. Ces définitions qui se basent sur des identités 
intégrales ont été fécondes pour la résolution des problèmes aux 
limites. C’est précisément cette approche qui a été systématique- 
ment développée dans les travaux de O0. Ladyjenskaïa et 
notamment dans sa monographie Problème mixte pour l'équation 
hyperbolique. Ces travaux mettent l’accent sur l’adéquation de 
l'introduction non pas d’une seule classe de solutions distribution- 
nelles du problème, mais de toute une famille de classes de solu- 
tions distributionnelles si les coefficients de l’équation sont des 
fonctions suffisamment régulières. En revanche, si les coefficients 
ne sont pas suffisamment réguliers, il est souvent possible de ratta- 
cher à cette équation une classe bien définie de solutions distribu- 
tionnelles. Aïnsi, par exemple, si les dérivées des coefficients a;x 
ou db; de l'équation (225) ne figurent pas dans l’expression de L*, 
alors la définition des solutions distributionnelles basée sur l’iden- 
tité (226) est illicite. Dans le chapitre suivant, on exhibera une 
définition des solutions distributionnelles de divers problèmes aux 
limites, appartenant à différents espaces fonctionnels et l’on mon- 
trera comment appliquer ces définitions à l’étude de la résolu- 
bilité de ces problèmes. 

Etudions le problème de Cauchy suivant: 


LU)=. 2 anxseg + 2 byus, + cu — ur = f, (231) 
ui=o=@p(x), wli=0o=Ÿ (x), (232) 


en admettant que les coefficients de L sont des fonctions assez ré- 
gulières (c’est-à-dire, différentiables autant de fois qu'il le faut) 
et que l'équation est hyperbolique. Multiplions l'équation (231) 
par une fonction arbitraire n (x, t) E C> (R"*1) (on rappelle que 
les fonctions telles que n (x, {) possèdent un support compact) et 
intégrons la relation obtenue sur le domaine R?*={(x,t):x€ 7, 
t>> 0}. Intégrons le premier membre par parties de telle 
sorte qu’il ne reste aucune dérivée de u. On obtient ainsi des inté- 
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grales étendues au plan R? = {(x, t): x € R, € = 0} et contenant. 
les fonctions u|;-, et u:|;=0 qui seront remplacées par œ et 4 en vertw 
de (232). En définitive, on est conduit à l'identité 


| uL* (n) dx dt +  Ghn— no) dx = | fndrdt (233) 


1 i 
rt n r?+ 


R Ro 


n n 

CE }  (b:; 

L*(m= Y D 0 en — nu 
îi, A1 i=1 


et où toutes les intégrales sont pratiquement étendues à un domaine 
borné dans lequel n (x, £) est non nulle. 

Appelons solution distributionnelle de la classe L, du problème de: 
Cauchy (231), (232), une fonction uw de la classe Lo, 100 (R7+1) (c’est-à-- 
dire, une fonction de carré sommable sur toute partie bornée du 
domaine ÆÀR?+1) et vérifiant l'identité intégrale (233) pour tout 
n € CE (R°*+). | 

Il est clair que si les coefficients de Z possèdent des dérivées con-- 
tinues figurant dans Z*, si f € Li, 100 (R?*1) et si @ et ÿ sont des. 
éléments de L:, joe (R?), alors cette définition est correcte, autre- 
ment dit, toutes les intégrales figurant dans (233) sont convergentes. 
Les solutions classiques du problème (231), (232) vérifient l’identité- 
(233). Si d'autre part une fonction uw satisfait à cette identité pour 
tout n € C> (Rr+#) et est bicontinôment dérivable pour {> 0, alors 
elle sera solution du problème (231), (232). Pour s’en assurer il 
faut intégrer le premier membre de (233) par parties, ce qui conduit. 
à l'identité 


| L@—findrdt+ [I(p—-u)n—(p—u) midr=0. (234) 
Rÿti R® 


Les intégrales étendues à R? sont nulles pour n € C> (R?#) et de 
cette identité il s'ensuit en vertu du théorème 2 du (tome IV,, 
[II1-5]) que Lu = f dans R?#. Donc, l'identité (234) équivaut à 
l'identité 
Ÿ LC— 2) n— (pu) nl dx = 0. (235) 
RQ 
Considérons maintenant les n € C® (A+) qui sont nuls pour t = 0. 
Donc, l'intégrale qui contient n disparaîtra de (235) et de l'identité 


obtenue il s’ensuivra (toujours en vertu du théorème 2 du (tome 
IV,, (II-5])) que @ = ul;-0, car pour n:l=0 on peut prendre une 
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fonction quelconque de Cæ (R"). L'identité (235) se réduit donc à 
[un de 0, 


RG 

d’où l’on déduit par analogie que Ÿ = u;|;-0. Ainsi donc l'identité 
(233) recèle toute l'information nécessaire sur le problème (231), 
(232). De la démonstration de ce fait, on voit à quel point il est 
essentiel que cette identité soit réalisée pour tout n € C>® (R"*1). 
Si l’on avait considéré une classe plus étroite de fonctions n, par 
exemple, la classe C>® (R°#1), on n'aurait pas pu prouver que la 
fonction u satisfait les conditions initiales (232). De tout ce qui 
précède il est clair que la définition de la solution distributionnelle 
du problème (231), (232), exhibée plus haut, généralise bien la 
notion de solution classique. Cette généralisation est indispensable 
si les fonctions f, @ et 1 ne sont pas assez régulières. Si, par exemple, 
Ja fonction f est discontinue ou si @ et Ÿ ne sont pas dérivables, alors 
le problème (231), (232) n’admet pas visiblement de solutions clas- 
siques (c’est-à-dire de solutions deux fois continûment dérivables 
dans A7), 

Cependant la généralisation de la notion de solution du pro- 
blème (231), (232), implique encore une justification. Plus exacte- 
ment, au [1-2-28] on a montré que, dans la classe des solutions clas- 
siques, le problème (231), (232) est déterministe, c’est-à-dire qu’il 
ne peut admettre deux solutions distinctes. Il y a intérêt à préserver 
cette importante propriété des problèmes dynamiques, laussi est-il 
nécessaire d'établir si le théorème d’unicité n’est pas mis en défaut 
dans la classe des solutions distributionnelles définie plus haut. 
La démonstration exhibée au [[-2-27] ne passe pas, car les solutions 
étudiées doivent posséder des dérivées distributionnelles du second 
ordre au moins. Une autre démonstration du théorème d’unicité a été 
proposée au début du siècle par Holmgren. Mais cette démonstration 
implique la résolution dans la classe des solutions classiques du 
problème adjoint pour des conditions initiales et des seconds mem- 
bres suffisamment réguliers et à support borné. Or ce problème est 
pratiquement identique au problème initial (231), (232). Ce pro- 
blème a été étudié dans le cas d'équations à coefficients variables 
par Hadamard, puis par Schauder et autres par des méthodes assez 
complexes et pour des coefficients de ZL pourvus d’un grand nombre 
de dérivées. Il était nécessaire d'élaborer d’autres méthodes de dé- 
monstration du théorème d’unicité pour les solutions distributionnel- 
les qui n’impliquent pas de trouver les solutions classiques du pro- 
blème adjoint. Ceci a été fait dans les travaux de O. Ladyjenskaïa 
au début des années 50 (cf. monographie citée à la page 174 et l’ar- 
ticle: O. Ladyjenskaïa, Sur la résolubilité des problèmes 
aux limites fondamentaux pour équations paraboliques et elliptiques. 
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DAN SSSR, 1954, 97, n° 3). Pour trouver les solutions distribution- 
nelles du problème (231), (232), on peut se servir des méthodes de 
Galerkine, aux différences finies, fonctionnelle de Ladyjenskaïa 
et autres. 


I-2-32. Sur l’existence et l’unicité des solutions distributionnel- 
les du problème de Cauchy pour l’équation des ondes. Les solutions 
distributionnelles du problème de Cauchy pour l’équation des ondes 


Qu= 2 Ux,æ, — Utt =f (236) 


peuvent être déterminées pour de « mauvaises » fonctions f, œ et p 
par la formule de Poisson-Kirchhoff. Si par exemple f € Lo, 10e (R" +1}, 
P E Wi. 100 (R*) et % € La, 10e (R?), alors on prend leurs moyennes 
Îns Pn et Va et les solutions classiques correspondantes w, du pro- 
blème de Cauchy pour l’opérateur [. Lorsque k — 0, les fonctions 
fn convergent vers f pour les normes de L, (D), les fonctions ®,, 


vers o pour les normes de W, (À) et les fonctions 1, vers Ÿ pour 


les normes de Z, (D), où D et D sont des domaines quelconques bornés 
de R"+! et R? respectivement. L’inégalité (202) pour L = [j permet 
de conclure à l'existence d’une fonction w (x, f), limite des fonctions 
un (x, t) pour les normes de W, (D). Cette fonction limite sera une 
solution distributionnelle du problème (236), (232). En effet, chaque 
fonction u, vérifie l'identité (233) avec f = fn, ® = @r; d = Ÿ, et 
dans cette identité on peut passer à la limite pour À — 0 (pourunn 
fixe de C> (R°*1)). On s'assure en définitive que w vérifie cette 
identité. La solution trouvée possède un plus grand nombre de 
dérivées que celui exigé par la définition de la solution distribution- 
nelle de Z,. Pour construire des solutions correspondant à des fonc- 
tions f, @ et moins régulières, il faut établir des inégalités qui 
estiment une norme convenable de la solution en fonction des nor- 
mes des espaces contenant f, @ et 1. Au lieu de ces inégalités, on 
se propose de prouver le théorème d'unicité du problème (236), (232) 
dans la classe des solutions distributionnelles de L, à l’aide de la méthode 
de Holmgren. 

Soient w’ et u” deux solutions de ce problème. Leur différence v 
appartient à Lo, oc (R?*1) et vérifie l’identité 


Î vondrat=0 (237) 
rèti 
pour tout n€Co (R"*1). Considérons la bande 


TI={(x,t): xER",t€10,TT 
1201017 
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et le problème 
Quw=f(z,t), wlir=0, wli-r—0, (238) 


en admettant que f € C>® (II) *). La solution de ce problème est. 
donnée par la formule de Kirchhoff. C’est une fonction indéfiniment 
dérivable, nulle pour {> T et aux points (x, t) tels que t E[—T, T} 
et |x | est assez grand. En multipliant cette fonction par % (t), fonc- 
tion indéfiniment dérivable, égale à 1 pourt > Oet à0 pour —T, 
on obtient une fonction w (x, t) — w (x, t) 4 (€) de C> (R7+1) qui 
est confondue avec w (x, t) pour {> 0. Donc, dans (237) pour n on 


peut prendre la fonction w. En tenant compte de l'égalité Qlw — F, 
on trouve 


vf dx dt=0. 
rt! 


Comme cette égalité est vraie pour toute fonction F € C> (Il), on a 
v =0 dans Il. T étant arbitraire, la fonction v =0 dans R?+! 


C. q. f. d. 


1-2-33. Equations de type elliptique. Jusqu'ici nous n’avons étudié 
le problème de Cauchy que pour des équations hyperboliques. Con- 
sidérons maintenant une équation elliptique élémentaire, l’équa- 
tion de Laplace de deux variables indépendantes: 


Une + Uyy = 0. (239) 


On sait que toute solution de cette équation est la partie réelle 
d’une fonction analytique: f (2) = u (x, y) + v (x, y) i (tome III,, 
[[-2]). Considérons une solution de l'équation (239) au voisinage 
d’un point que l’on prendra pour origine des coordonnées. Suppo- 
sons que x possède des dérivées premières et secondes continues en ce 
point et en son voisinage et écrivons la série entière de f (z): 


f (2) 2 TS 


Cette série converge dans un disque | z | << R et de plus ce, = a, + 
+ b,i sont des nombres complexes. En considérant la partie réelle 
des termes de la série 


Î (2) pi (ar 4 bai) (x + yi)" 


*) Ce problème s'appelle problème adjoint du problème initial. 
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on obtient pour w (x, y) une représentation en série suivant des poly- 
nômes homogènes de (x, y): | 


ten = D fa[e- et eee ]4 


n=0 
+ b, [ — nant EU DD. one — ,.. Î (240) 


et cette série converge absolument pour VW? + y? < R. Mettons 
la série (240) sous forme d’une série double de x et y: 


: > : dpatPyl, (241) 
, = 


et montrons que cette série converge aussi si les valeurs réelles de 
x et y sont assez voisines de 0. En effet, les valeurs absolues des 
termes de la série (241) sont inférieures aux termes de la série double 
déduite à partir de la série 


D lent(zl+tyly 


Or la série 
2 ll w>0) 


converge pour r <C À, d’où il résulte immédiatement que la série 
(241) converge absolument pour [x | + | y | << À. En regroupant 
les termes de la série (241), on obtient la série (240), autrement dit, 
la somme de la série (241) est égale à uw (x, y). Donc, toute solution 
de l’équation (239) se représente par une série entière au voisinage 
de tout point (x, y), pourvu que ce dernier ne soit pas un point de 
discontinuité, en d’autres termes, toute solution de l'équation (239) 
est une fonction analytique de (x, y). De là il s'ensuit aussitôt qu’une 
fonction harmonique est indéfiniment dérivable et que si deux fonc- 
tions harmoniques sont confondues sur une partie du plan (x, y), 
elles le seront partout sur ce plan. 

Signalons que la situation est complètement différente pour 
l'équation hyperbolique 


Uyy — d'uxx = 0, (242) 
où a est un nombre réel donné. Cette équation admet la solution 
évidente (tome II, [VII-1-21]) 

u = @(x + ay), (243) 


où o est une fonction arbitraire possédant des dérivées premières 
et secondes continues. En théorie des fonctions d’une variable réelle 


12% 
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on démontre qu’on peut construire une fonction œ (t) possédant des 
dérivées première et seconde continues mais pas de dérivée troisième 
pour aucune valeur de £. Si  (f) est une telle fonction, la solution 
de (242) n’admettra de dérivées troisièmes pour aucun (x, y) et 
par conséquent ne peut être une fonction analytique de (x, y). 

On peut envisager de poser le problème de Cauchy pour l’équa- 
tion (239). On peut par exemple chercher la solution de l'équation 
(239) qui vérifie les conditions initiales 


Ulx=0 = fo (Y); Uxlx=o = fa (YU), (244) 


où f, (y) et f1 (y) sont des fonctions analytiques données de y {1-1-291]. 
Ce problème admettra une solution bien définie au voisinage du 
point x — 0. Mais ce problème est mal posé en ce sens que ses solu- 
tions peuvent varier fortement pour de faibles variations des condi- 
tions initiales. En effet, soient 


fo) = 0 et fi (9) =<sin (ny), (245) 


où n = 0 est un nombre donné. Il est immédiat de vérifier que la 
solution de l’équation (239) qui satisfait ces conditions initiales est : 


= ee sin (ny). (246) 


zn# 


Supposons que n — æ. La condition initiale f, (y) tend alors vers 
0 uniformément en y, car | sin (ny) | 1 et la solution (246) tend 
vers l'infini si x = 0 et ny est différent d’un multiple de x. En effet, 
si par exemple x >> 0, alors e-"* — 0 et le rapport e"*/n? — oo pour 
n — oo, puisque e’* croît plus vite que n°. Donc, lorsque les con- 
ditions initiales tendent vers 0, la solution tend vers l’infini. En 
d’autres termes, la solution du problème de Cauchy pour l’équa- 
tion (239) ne dépend pas continûment des conditions initiales. S’agis- 
sant de l’équation hyperbolique, cette dépendance par rapport aux 
conditions initiales a toujours lieu dans un sens ou dans l’autre 
(cf. [I-2-28]; [1-2-29]). 

Nous avons établi l’analyticité des solutions de l'équation de 
Laplace pour le cas de deux variables indépendantes. Il en va de 
même pour le cas de trois variables indépendantes: 


Uxx À Uyy F Urz = 0. 


Brossons la démonstration de cette affirmation.Supposons que l’on 
soit en possession d’une solution de cette équation admettant des 
dérivées premières et secondes continues en 0 et en son voisinage. 
La fonction u sera analytique sur une boule de centre 0 et de rayon À. 
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La formule (tome II, [VII-3-6]) 





u(x, y, 2) — 
L R?— (x y+ 2) | 
AR [| En 0 prune 07 4 (247) 


nous permet d'exprimer la valeur prise par la fonction w en un 
point intérieur quelconque (x, y, z) de la boule par l’intermédiaire 
de la valeur prise en un point (£, n. €) de la frontière S de cette 
boule. Pour les x, y, z situés au voisinage de 0, on peut développer 
la fonction 


Le—2+ (y + (Dre 
RS [1+ (ft ée-timan | 


en une série entière des puissances positives de (x, y, z) à l’aide de 
la formule du binôme de Newton. L’intégrant de l'intégrale (247) 
sera représenté par une telle série dont les coefficients dépendent de 
(£, n, à). Une intégration terme à terme de cette série sur S nous don- 
nera la série entière de u (x, y, 2). | 
On démontre de De ont que les solutions de l'équation 


o?u 
rt 
sont des fonctions analytiques de (x, y). Ceci fera du reste l objet 
du chapitre suivant. 

Une démonstration de l’analyticité des solutions pour une vaste 
classe d'équations de type elliptique est accessible dans les travaux 
de S. Bernstein. 

Jusqu'ici il n’a été question que des solutions classiques, c’est-à- 
dire des solutions bicontinûment dérivables des équations ellipti- 
ques. Penchons-nous sur les propriétés des solutions distribution- 
nelles (discontinues) de ces équations. Considérons l'équation (239) 
et le laplacien À correspondant. En appliquant à cet QRAICDe les 





+ k2u = 0 


mêmes raisonnements qu'à l'opérateur [] = À — _ _ » (cf. 


[1-2-14]; [1-2-15)) on est conduit à la conclusion suivante: l’équa- 
tion (239) ) ne possède pas de Sitions présentant des discontinuités 
faibles ni non plus de solutions présentant des discontinuités fortes 
et vérifiant les conditions cinématiques et dynamiques de compa- 
tibilité. Cela se conçoit, car on a établi que seules les surfaces carac- 
téristiques pouvaient être des surfaces de discontinuité faible et 
de discontinuité forte; or les équations elliptiques n’en possèdent 
pas. 
On prouvera un fait plus général : 
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Théorème. Toute solution distributionnelle de L, de l'équa- 
tion de Laplace est classique. 

Ce théorème est valable quel que soit le nombre de variables 
indépendantes. Pour plus de suggestion on le prouvera pour l’équa- 
tion (239). Soit uw (x, y) une solution distributionnelle de l’équa- 
tion (239) dans le disque ouvert D,, — {(x, y): V 2? + y? < po}, 
autrement dit u € L, (D,) pour tout p < p, et 


[ | u On dx dy =0 (248) 


Dp9 


pour tout n € C> (D,,). Le théorème établi au [1-2-31] nous dit que 
les moyennes u, de la fonction w sont des fonctions harmoniques 
(donc analytiques) approximant w lorsque h — 0 pour les normes de 
La: (D;), 0 << p9. Rappelons que u, est définie sur D,,p< po — h. 
Utilisons la propriété suivante des fonctions harmoniques: 


un(e = | [ut yhdx ay, (249) 
B{x, y) 


où Be (x, y) est un disque de centre (x, y) et de rayon €, contenu 
dans D,,-n. Montrons que la famille de fonctions {u,}, 0 <h< h: 
est équibornée et équicontinue dans D,, si p1 < Po — 2h,. À cet 
effet utilisons l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski et le fait que 
pour hk< h: 


ni uh (z', y’) dr" dy < {{ u2(z', y’) dr’ dy =chiton 
Dpithi Do1+2h1 


(cf. (222)). On obtient 


| ’ ’ Ü ’ 1/2 € 
Lu (x, DIS ( ff uh(z’, y')da' dy') STE (250) 
© Bha(x, v) 


pour tout (x, y)ED,, et hk<h,. Par ailleurs, pour tous (x, y) et 
(x, y) de D,, et h<h,, on a 


on a 1 ! Là ’ ! 
Lune, pue DIS | [lu (', y)1 dr dy < 


D 
Cr (fun voter à) TD 1r< 


rh? 


D 


nr (251) 


372  Cp1t+2h 
= nh3/2 "e 19 
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où D=(Bn(r, y) U Bi (es 9) NX (Bm (rs Y)N Bni (&, ÿ)) est la dif- 
férence symétrique des disques B;, (x, y) et Ba, (z, y), | D | l’aire 


de Det d— Véeati te; . Les inégalités (250) et (251) 
expriment que les fonctions {u, (x, y)} sont  équibornées 
et équicontinues dans le disque D,,. Donc la fonction 
limite, soit u (x, y), sera continue dans D,,. Pour prouver qu’elle 
est harmonique, on se servira de la formule de Poisson (formule 
{25) du (tome Il, [VII-3-4]) pour les fonctions u,, h<h, et 
pour un disque quelconque B, (x, y) contenu dans Dos Dans cette 
formule, on peut passer à la limite pour k — 0 et s’assurer qu’elle 
est valable pour la fonction u. Or on a prouvé au (tome II, DD 
qu'il s'ensuit de là que w est harmonique dans B, (x, y). C. q. f. d. 


On vient donc de prouver que toutes les solutions distribution- 
nelles de la classe Z, de l'équation Au = 0 sont des solutions clas- 
siques, c’est-à-dire d'ordinaires fonctions harmoniques. Au con- 
traire, l’ensemble des solutions distributionnelles de l’équation 


Au = f (252) 


est bien plus riche. On sait que si f est indéfiniment dérivable, la 
solution de l’équation (252) est donnée par le potentiel newtonien. 
Pour le cas de trois variables, cette fonction s'écrit 


1 y’, ; ( ’ , 
u(x, y, su. dy' dz’, (253) 


où r=W(x — 2) + (y — y} + (z— 7) Si f est continôment 
dérivable dans l’adhérence DZ du domaine bornée D, alors la fonc- 
tion (253) possède des dérivées premières et secondes continues 
dans D et vérifie l’équation (252) dans D. Il existe au contraire des 
fonctions continues f pour lesquelles la fonction (253) ne possède 
pas de dérivées secondes continues, par conséquent, n’est pas une 
solution classique de l’équation (252). Montrons que la fonction u 
est une solution distributionnelle de Z, de l'équation (252) pour toute 
fonction f continue dans D. Pour cela il faut prouver que u € Z, (D'), 
D'& D et que pour tout n € C>® (D) 


ob eE J 1 rnaeau de. (254) 


Sous les conditions imposées à f, la fonction w est continue et con- 
tinôment dérivable dans D, donc elle appartient visiblement à 
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La: (D). Pour vérifier (254) considérons les fonctions 


À ? , 4 ; 
du Ce, ÿ, = 7 || RER ax dy ds”, (255) 
D 


où f} sont les fonctions moyennes de f (tome IV,, [III-2]) prolongée 
par 0 en dehors de D. Les fonctions un) et f, vérifient l’identité (254) 


Î Î Ï HAN ECM | | | fan dx dy dz. (256) 
? D 


Lorsque À — 0, les fonctions f, convergent vers f pour la norme de 
L; (D) et convergent uniformément dans tout domaine D” intérieur 
à D. Il s'ensuit que wy) convergent uniformément vers u dans tout 
domaine D’. On peut donc passer à la limite dans (256) pour h — 0 
{et n € C> (D) fixe) et s'assurer que (254) est vraie pour uw. La rela- 
tion (254) est également vraie pour toute fonction f € L, (D). Bien 
plus, si f € L, (D), les solutions w (x) de l'équation (252) possèdent 
des dérivées distributionnelles premières et secondes par rapport à 
x et sont solutions presque partout de cette équation. Nous prou- 
verons ceci au {II-2-55] directement pour des équations elliptiques 
générales. Signalons que le théorème que nous venons de prouver 
dans ce numéro est valable pour l’équation de la chaleur, autrement 
dit, les solutions distributionnelles de ZL, de l'équation de la cha- 
leur sans second membre sont classiques. Une démonstration de cette 
assertion figure dans l'ouvrage de S. Sobolev : Equations de 
physique mathématique. M., Gostekhizdat, 1950 (en russe). Le lecteur 
n'éprouvera aucune difficulté à l'effectuer seul. 


13. Systèmes d'équations 


ne 3-1. Caractéristiques de systèmes d’équations. On passe mainte- 
nant à l'étude des systèmes d'équations aux dérivées partielles. 
Dans le cas analytique, le problème de l'existence et de l'unicité 
de la solution du problème de Cauchy a été examiné au [1-1-28]. 
Dans le cas non analytique, ce problème est bien plus compliqué 
que pour une seule équation. Des résultats assez généraux ont été 
obtenus dans cette voie par I. Pétrovski dans ses travaux 
Sur le problème de Cauchy pour les systèmes d'équations aux dérivées 
partielles (Matem. sb., 1937, 2, n° 5) et Sur le problème de Cauchy 
pour les systèmes d'équations linéaires aux dérivées partielles dans le 
domaine des fonctions non analytiques (Bul. MGU, 1938). Certains 
des résultats sont développés dans l’ouvrage: I. Pétrovski, 
Leçons sur les équations aux dérivées partielles. M., Fizmatguiz, 1961 
(en russe). Dans cet ouvrage on trouvera une bibliographie et un 
sommaire de résultats relatifs à cette question. ; 
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On se contentera de peu sur les systèmes d’équations et on com- 
mencera par développer la théorie des caractéristiques et le problème 
des solutions discontinues rattaché à cette théorie. Notre exposé- 
de la théorie des discontinuités faibles suit l’ouvrage de T. Le vi- 
Civita, Caractéristiques des systèmes différentiels et propagation: 
des ondes. Paris, Alcan, 1932. 


Soit le système 
m n êu : 
DZ Da + Om u)=0 (G=1,2,...,m) (1) 
à 2 | 


Ce système étant du premier ordre, les conditions initiales se tra- 

duisent par la donnée des valeurs initiales des fonctions uw, (1, . .. 
-» Th) Sur une surface bien définie de l’espace (x, . . ., x,). Sup- 

posons que la surface support de ces conditions initiales est le plan 

z, = 0, c'est-à-dire que nous avons affaire à des conditions initiales 

spéciales : È 

7 PR ssl RelS 2n) (2) 


Ces conditions nous permettent de calculer sur le plan x, = 0 toutes 
. Si, après la substi-- 





les dérivées premières à l'exception de 
tution x, = 0 et des autres conditions initigles (2), le système (1} 


du; re Fr 
est soluble en . , on obtient les valeurs de toutes les dérivées. 
1 # 
premières sur z, — 0. Dans le cas contraire le plan x, = 0 sera ap- 


pelé plan caractéristique. D'une façon générale, on dit qu’une surface- 
or ls sx st) = 0 . (3) 


supportant des conditions initiales est caractéristique si ces condi- 
tions, combinées au système (1), ne permettent pâs de déterminer 
de façon unique toutes les dérivées premières. Si les coefficients. 
a) ne dépendent que de x,, la connaissance dès valeurs initiales. 


des fonctions u; sur la surface (3) importe peu. Pour établir les con- 
ditions que doit remplir la surface caractéristique (3), introduisons: 
comme au [I-2-11] les nouvelles variables indépendantes TZ, en 


posant 





D op (sea) Ts es MY (4} 


où les n — 1 fonctions ©, . .., ©, ont été choisies de telle sorte- 
que le système (4) soit soluble en x;,. On a les formules suivantes: 











n 
ou; => ou; 008 
OïR ôx! 01h ? 
== 1 
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En portant ces expressions dans le système (1) et en ne retenant 
que les termes qui contiennent les dérivées _—. , on obtient 
1 





m rt ô 
D NA. 0: ets mi) (4,) 


4 ÔOxR Ôx; 
J=1 k=1 


Dans les nouvelles variables nous avons affaire à des conditions 
initiales spéciales supportées par le plan x, = 0. Ce plan sera carac- 


téristique si le système (1,) ne permet pas de déterminer les dérivées 
ôu; 





de façon unique, c’est-à-dire si le déterminant formé avec 








| ôx; 
. - Ô 1 - e - Li # Li 
les coefficients en _ est nul. Si, pour simplifier l’écriture, on 
1 
pose 
ñn 
_ () 901 
ou 2 dij EE , (9) 


-on obtient l'équation du premier ordre suivante qui doit être véri- 
fiée par toute surface caractéristique du système (1): 





O1, O2, ... Oim 
Dpys Maps +. Dom 
ae ne ni. (6) 
On) Om2: » Omm 
; | r PRE 00 
“Cette équation du premier ordre est de degré m en les dérivées DE | 
k 


Elle est identique à l’équation (53) du [I-2-11]. 

L'équation (6) doit être satisfaite en vertu de (3). Si l’on exige 
qu'elle soit vérifiée identiquement, c’est-à-dire si on la traite comme 
une équation ordinaire du premier ordre pour la fonction @, (x, ... 
... Xn), alors on obtiendra une famille @, (x,, . .., x,) — C de 
surfaces caractéristiques du système (1). On démontre (cf. I-1-3) 
que toute surface caractéristique peut être incluse dans une telle 
famille. 

Si la fonction &, (x, . . ., x,) est telle que le premier membre 
-de l’équation (6) est différent de 0 sur la surface ©, — 0, alors en 
“effectuant le changement de variables (4), on peut résoudre le systè- 


me (1,) par rapport à ue : 
1 
Si dans le premier membre de l’équation (6) on remplace Le 
par x, on obtient une équation de degré m pour les composantes du 
vecteur (@,, ..., @&,), qui définit en chaque point les directions 


«caractéristiques de la normale. La direction de la normale est carac- 
téristique en tout point d’une surface caractéristique. 
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On peut de la même façon considérer le système d'équations du 
second ordre 


D ! DE Pr PS En (7) 


en admettant comme toujours que al% = af!. Si l’on a affaire à des 
conditions initiales spéciales supportées par l’hyperplan x, = 0: 


Ujlxy=0 = Pj (Lo, ..., Zn); 


= 1j (Tps ++. Tn) Een) 





on sait que toutes les dérivées premières et toutes les dérivées secon- 


21 

des, hormis LH , peuvent être déterminées sur zx, = 0. En 
portant les conditions initiales dans les coefficients du système et 
du; 
Ôxi 
on obtient la condition que doit remplir l’hyperplan x, = 0 pour 
être caractéristique. Dans le cas général, les fonctions et leurs dé- 
rivées premières sont données sur la surface (3) et l’on doit chercher 
la condition sous laquelle le système (7) combiné aux conditions 
initiales ne permet pas de définir de façon unique les dérivées secon- 
des. Considérons de nouveau le changement de variables (4). On a 
les formules : 








en égalant à zéro le déterminant formé avec les coefficients en 








duj  0u; go, 
Ôtn  Ôt TL 
Ou ; _— ou; 001 00 Lun. 
tr ty Ori? Er Ôxi 


En portant ces expressions dans (7) et en ne retenant que les termes 
PATES 
contenant - , on obtient le système 
1 


S DE 1 00 00 PU 0, 


di Ütn 07 0x? 
Î=1 k, 1—1 


Dans les nouvelles variables, les conditions initiales sont supportées 
par le plan x; — 0 et l'on doit écrire la condition d'indétermination 


de ce système. En posant 
n 


kl 00, 00 
@ij = > dij PTS a L] (8) 
k, I=1 : 
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on peut mettre cette condition sous la forme 


Fores @21 @22 CRE | O9m —( (9} 


4 LA 
Om1i Om2 -.-: Omm 


Le premier membre de cette équation du premier ordre est un poly- 


A « Lé F e Ld 00 
nôme homogène de degré 2m en les dérivées re ; 





Revenons aux systèmes du premier ordre. Si dans (6) on subs- 
. , 00 : z . 
titue a&, à pr , on obtient l'équation 


ô 
D (a, ..., an) = 0, (10} 


où ® est un polynôme homogène de degré m en &;, . .., &, et dont, 
les coefficients dépendent de (x,, . .., x,). On dit que le système (1) 
est elliptique dans un domaine D de l’espace (x, . . ., x,) si le pre- 
mier membre de l’équation (10) ne s’annule que pour &; = œ: 

.. = An <= 0. On définit de façon analogue un système (?) ellip- 
tique... Les systèmes hyperboliques sont différents. Mais nous revien- 
drons sur cette question dans le cas de deux variables indépendan- 
tes. On dit que le système (1) est paraboliquement dégénéré en un point 
(t1, - . ., Zn) ou dans un domaine D si en ce point ou dans ce do- 
maine .on peut, par un changement linéaire adéquat des variables 
as, réduire le nombre de variables du polynôme homogène ® (a, ... 

sx an) 

Si les coefficients a{* du système (1) contiennent les fonctions 
u; (c'est-à-dire que le système est quasi linéaire), alors en substi- 
tuant des fonctions quelconques w; supportées par une surface ©, = 0 
dans ces coefficients, on peut composer l'équation (6) et dire si 
la surface ©, — 0 est caractéristique ou non. Ceci vaut aussi pour le 
système (7) si les coefficients a*! dépendent des fonctions u; et de 
leurs dérivées partielles premières (cf. [I1-2-1]). A noter que le systè- 
me (7) peut être ramené à un système d'équations du premier ordre 
par l'introduction des mn fonctions 


ôu ; Ft ..., nm 
Fe Vi Fes Eu . Chu) 


En faisant le changement (10,) dans les équations (7), on obtient 
m équations du premier ordre par rapport à (m + mn) fonctions 
u; et w;r. À ces équations s’ajouteront encore les mn équations (10.). 


1-3-2. Conditions cinématiques de compatibilité. Pour la suite 
de l’exposé on aura besoin d’un lemme sur la dérivabilité des fonc- 
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tions sur une surface. Pour plus de suggestion, on prouvera ce lem- 
me pour le cas de trois variables indépendantes. 

Soit f (x, Z2, xe) une fonction continue d’un côté et sur une 
surface S : 
Ÿ (ti Las T3) D O. 


Supposons encore que les dérivées partielles premières de f sont 
aussi continues de ce côté de S et prennent des valeurs frontières fx, 
bien définies sur S. Si une courbe /! d’équation x; = x; (f) (i = 
= 1, 2, 3), où zx; (t) possèdent des dérivées continues, est donnée 
du même côté de S, alors la fonction f est une fonction de t le long 
de let l’on a 


= s funk (6). (1) 


k=1 


Lemme. La formule (11) a lieu si l'est située sur S. 

On peut admettre que la courbe L est assez petite. Soient N, et N, 
ses extrémités et N le point courant de Z. Menons par N une paral- 
lèle à la normale n, à S en N, vers le côté où f est définie, et portons 
sur chacune de ces parallèles un segment NN” de longueur ô. On admet 
que les extrémités V' de ces segments forment une courbe /’ sans 
points doubles contenue dans le domaine de définition de f. &; — 
= x; (t) + Ô cos (nm, ti). ne la formule (11) le long de l: 


5 L -5 fan (ir Éor Ës) Ta (6). 


Intégrons les deux membres par rapport à £ entre la valeur t=t, 
correspondant au point V, et t: 


t 


fe —f(le= | D jan rs Es 8 2 (D dt, 


ti kA=1 
où f (£,) et f (£) sont les valeurs de f aux points de /’ correspondant 
aux f indiqués. Par hypothèse, f et f,, sont continues sur S, donc 


l'intégrant du second membre est une fonction uniformément con- 
tinue du paramètre Ô. En passant à la limite pour ô — 0 dans la 
dernière formule, on obtient 


t 3 
F5) = | D fau Lei (6), 22(0), 23 (6) ek (0 dé 
1 k=1 


où au premier membre figurent les valeurs de f sur L. Une dériva- 
tion des deux membres par rapport à £ nous donne la formule (11). 
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Ce lemme nous sera utile dans ce numéro et dans le chapitre sui- 
vant. 

Passons au cas d’un nombre quelconque de variables et supposons 
maintenant qu'une fonction f (x:, . .., æ,) reste continue en tra- 
versant une surface S : 


D (tn... 2) = 0, (12) 


et que ses dérivées partielles premières possèdent des limites bien 
définies de chaque côté de S, mais que ces limites sont différentes, 
autrement dit, les dérivées premières de f présentent une discon- 
tinuité de première espèce sur la surface (12). Chaque côté de la 
surface sera doté d’un signe. Les limites seront affectées du signe 
« + » ou « — » selon qu’elles auront été obtenues du côté positif 
ou négatif. Ainsi la condition de continuité de f à la traversée de S 
sera notée f* — f-. Introduisons le saut des dérivées partielles pre- 
mières : 


hole, — fs 


Les quantités f* et f- sont par hypothèse confondues le long de toute 
. courbe / située sur la surface (12). En appliquant le lemme on ob- 
tient donc 


2 fig dr = 2 fx, dtx (sur S). (13) 


Les variables x; ne sont pas indépendantes sur la surface S. Si, par 
exemple, l’équation de la surface est donnée sous forme explicite, 
l’une des variables sera fonction des autres, et seules ces dernières 
seront traitées comme des variables indépendantes. 

La formule précédente peut encore s’écrire 


24 [xx] dx, = 0. 
On a d’autre part 
#1 


Multiplions cette relation par un facteur », inconnu pour l'instant, 
et soustrayons de la formule précédente : 


2 {Lfxz] = hx,} dx, — 0. 


Définissons maintenant le facteur k de manière que le coefficient en 
la différentielle de la variable dépendante soit nul. Les autres coef- 
ficients en les différentielles des variables indépendantes seront 
visiblement nuls (tome I, [V-2-7]) et l’on obtient ainsi les n égali- 
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tés suivantes: - 
[xx] = Rxn (14} 


autrement dit, Les sauts des dérivées partielles premières doivent être: 
proportionnels aux dérivées partielles de (12) par rapport aux variables 
correspondantes. Ces conditions s'appellent conditions cinématiques- 
de compatibilité. 

Traitons maintenant le cas où la fonction f et ses dérivées pre- 
mières restent continues à la traversée de la surface (12) tandis que 
ses dérivées secondes présentent une discontinuité. Les raisonnements- 
précédents s'appliquent alors à chaque fonction f,,. Chaque fonc- 
tion f,, figurera avec son propre coeîficient de proportionnalité 
h, dans les conditions cinématiques de compatibilité et le saut 
de la dérivée de ÿ,, par rapport à x, doit être proportionnel à Ÿ.,, 
autrement dit, on aura les égalités suivantes pour les sauts des: 
dérivées secondes : 

Lux] = fan D fxnx, = LEA TPE 
La dérivation ne dépendant pas de l’ordre dans lequel elle est. 
effectuée tant du côté positif que négatif de S, on à hyÿx, = Riÿx,,. 
i.e. Fi - _. . En d’autres termes, le rapport k,: #., ne doit 
<h x 
pas dépendre de l'indice k. En posant h,: ÿ,,—h, on ramène la 
dernière formule à la forme 


xp] a L'ANPE UAPE (15) 


Ces formules traduisent les conditions cinématiques de compatibi- 
lité dans le cas d’une discontinuité de seconde espèce, c’est-à-dire: 
des dérivées partielles secondes. 





1-3-3. Conditions dynamiques de compatibilité. Revenons au sys- 
tème d'équations du premier ordre (1) et supposons que la surface 
(3) est caractéristique pour ce système et qu'une solution w présente 
une faible discontinuité sur cette surface, c’est-à-dire que uw est. 
continue sur cette surface et seules ses dérivées premières y sont 
discontinues. Soient u* et u- les solutions continues respectives. 
du côté « + » et du côté « — », confondues avec uw. Ecrivons le 
système (1) pour u* et u-. Faisons la différence de ces équations. 
sur la surface (3). Les termes ®; seront continus à la traversée de 
cette surface et disparaîtront lors de la soustraction. Nous serons: 
donc conduits aux m équations suivantes que doivent vérifier les- 
sauts des dérivées partielles premières : 


m n 9 | 
> Da[-2]-0. (16). 


1 k=1 
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Pour établir ces conditions on s’est essentiellement servi du système 
{1) qui décrit généralement un processus physique; les conditions 
obtenues s'appellent conditions dynamiques de compatibilité. Chaque 
fonction u; figure avec son propre coefficient de proportionnalité 
h; dans les conditions cinématiques de compatibilité (14): 


eh, (24,2, m). A7) 


OTR OR 





En portant ces expressions dans les conditions (16) et en tenant 
compte de la notation (5), on obtient m équations du premier degré 
sans second membre pour les coefficients h;: 


2 O;jh; = 0 (Gi= 1, 2, ds m). (18) 


De l’équation de la surface caractéristique (6) il s'ensuit immédiate- 
ment que le déterminant de ce système est nul et par suite ce système 
‘possède une solution non triviale. Dans le cas général, lorsque le 
rang de la matrice du système (18) est égal à m — 1, la solution 
générale de ce système se définit à un facteur multiplicatif près 
dont l’influence sur la nature de la discontinuité est insignifiante. 

Passons maintenant à l’étude du système d’équations du second 
ordre (7). Dans ce cas, la solution qui présentera une discontinuité 
faible sera une solution dans laquelle la fonction w et ses dérivées 
premières sont continues. Comme plus haut, on obtient les condi- 
tions dynamiques de compatibilité suivantes pour les sauts des 
dérivées secondes : 


Lis Fo. CLR 
D > aë[ UT ]=0. (19) 


Ji k, l=1 


Chaque fonction u; figurera avec son propre coefficient de propor- 
tionnalité h; dans les conditions cinématiques de compatibilité: 


ou ; ] j 4®, 00, (20) 


ôzx 0e | ‘À 6zx 0% *° 





En portant ces expressions dans les conditions (19) et en se servant 
-de la notation (8), on obtient de nouveau un système d’équations 
sans seconds membres en h;, dont le déterminant est nul en vertu 
de (9): 
m 
à @ijh; = 0. (21) 
J=1 
I-3-4. Equations de l’hydrodynamique. Appliquons la théorie des caracté- 
ristiques aux équations de l’hydrodynamique. Désignons par (u,, us, us) les 
<omposantes du vecteur vitesse, par p, la pression, par p, la densité et par f,, 
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fas fs, les composantes de la force extérieure rapportée à l’unité de masse. Les 
variables indépendantes seront le temps t et les coordonnées spatiales x,, 2, za. 
On aura trois équations d’Euler: 








3 
ôu; ôu:; 1 ôp sine . 
ed get ge ht =, 2, 8), 
k=1 
et l'équation de continuité (tome IT, [IV-2-8}) 
3 


: 8 
dp êp Ou 
GE Vi pe, REP D Fran 
k=1 kR=1 








On admettra que le liquide est compressible et que l’équation d'état est une rela- 
tion liant la pression et la densité p — p (p), où p (p) est une fonction donnée. 
On aura en définitive quatre équations du premier ordre pour les fonctions 11, 
Us, Us, p des variables indépendantes 21, 2, za, t: 





3 
ôu; Ôu; 1 dp dœ _, _ 
êt +Y Ôth DE dp dx Îi (i=1, 2; 3), 
- G) ô - ô 
Uk p p 2 
à ÔTR ds ôt +} ôx HAS 


Les quantités o;; définies par les formules (5) seront de la forme: 


Oye = Oo = Os — Ogy — Dog = Oga — 0; 








3 
__d@, __ de: 00; _ 
os = + NS a un (=, 2,8, 4), 
k=1 
= 1 dp 0@: : ns 00: : 
VA dp Oz; ? RUB" (i 4), 


où &, désigne comme toujours le premier membre de l'équation de la surface 
caractéristique 


Oz (1 Laos Las t) 7 0. (22) 
Comme plus haut désignons par g? la somme 


3 


2=> (5). 





13—01017 
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L'équation de premier ordre (6) que doit vérifier la surface caractéristique (22} 
sera de la forme: Le 





























do: 4 dp ôw; 

dt È * p d ôx 

do: 14 dp ôo, 

ù dt p dp ôx: o 

, . do, 1 dp 6, 

dt e dp Ôts 
0®; 0®, 8% do: 
V5, Por EPA dt 
du, _ 00, 00: 90; 00, . 

dt OUT On 0 Does CT 9 us). 


Développons ce déterminant : 
dos \ 2 do, \2  , dp ]_ 

di [ de) Dur Jo. 
La vitesse P de propagation de la surface (22) dans le sens normal à celle-ci est 
donnée par la formule (75) du [1-2-14]. La surface (22) traversera à chaque instant. 
des particules liquides. Soit u,, la composante de la vitesse d’une particule liqui- 
de située sur la surface, portée par la normale à cette surface au point considéré. 
Comme 20 : g sont les cosinus directeurs de la normale en question (du côté 


ÔTR 
des w, > 0), on a 





3 
1 00: 
Mon er 
k=1 


La différence P — u, qui exprime la vitesse de propagation de la surface par 
rapport aux particules liquides s'appelle généralement vitesse de propagation de 
l'onde. Pour cette vitesse on a l’expression suivante: 





3 
”. __ À ôo 1 | 00: 
PR D 
ou 
__ 4 do | 


L'équation différentielle des surfaces caractéristiques (23) équivaut aux deux 
équations suivantes : a 


V2=0; , V?— cop. (25} 


La première équation décrit le cas d’une discontinuité stationnaire, donc dans 
la suite on n’étudiera que la deuxième. La vitesse V définie par la formule (25} 
est la vitesse du son: 


MARS D 
= p * | (26} 
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Etablissons maintenant la nature de la discontinuité en se servant des con- 
ditions cinématiques et dynamiques de compatibilité. Désignons par h; les 
coefficients de discontinuité figurant avec les fonctions w, dans la formule (17), 
par r, celui de la fonction p. Les équations (18) s’écriveut ici 

do: è 4 dp 0®: 


en DR prop ann 0 ni) 


ou, compte tenu de (24) et de (25), 


1 à 





autrement dit 
he = cos GB, (27} 


où cos &, sont les cosinus directeurs de la normale à la surface de discontinuité. 
On interprétera (41, h+, hs) comme les composantes d’un vecteur À (le vecteur 
de discontinuité des dérivées de la vitesse). Les formules précédentes peuvent 
être mises sous la forme vectorielle suivante : 

rV 


= — N, 


où » est le vecteur unitaire de la normale à la surface de discontinuité. On voit. 
donc que le vecteur de discontinuité des dérivées de la vitesse est dirigé suivant la 
normale à la surface de discontinuité (onde longitudinale). 

; Les composantes du vecteur accélération w; s’expriment à l’aide des formu- 
es: 





3 
__ Oui Ôu; Lu 
Ha à joue (= 2,8) 
k= 


et sont affectées d’une discontinuité à la traversée de la surface. Supposons qu’il 
y ait repos d’un côté de la surface. La vitesse étant continue, ses valeurs limites 
sur la surface sont nulles que l’on se rapproche d’un côté ou de l’autre de cette 
surface, quant à ses dérivées, elles prendront sur la surface des valeurs égales 
au saut puisqu’avant d’atteindre la surface elles étaient nulles du côté du repos. 
Il en va de même des composantes de l’accélération. Le saut de ces composantes 
est défini, en vertu de (27) et (24), par l'égalité | 











3 
1, 00 01 __, dm _ rgV? | 
[w;]= h; FT: +Y hiur 2 h; STE GS ai, 
k=1 
ou sous la forme vectorielle: 
rgV? 
W| = — n 
[eo] 5 


Cette formule nous donnera l'accélération sur la surface de discontinuité sous la 
condition de repos. , 

Considérons maintenant le cas stationnaire où les fonctions w; et p ne dé- 
pendent pas de t. En admettant que w., ne dépend pas non plus du temps, on 
aura P — 0 et V — —u,. Supposons que la vitesse du liqui e est inférieure à 


celle du son (26) dans un domaine. Donc, a fortiori | u, | V” “ et l'égalité 
p 


13° 
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V ="-u, est impossible. On voit donc qu'aux vitesses subsoniques il ne peut 
y avoir de propagation des discontinuités dans le cas stationnaire. 


1-3-5. Equations de la théorie de l’élasticité. À titre d'exemple d’ applica- 
tion de la théorie des caractéristiques à des systèmes d'équations du second ordre, 
considérons les équations de la théorie de l’élasticité dans le cas élémentaire 
d'un milieu homogène isotrope. Désignons par (w,, ue, u3) les composantes du 
vecteur déplacement et par À et u les constantes usuelles du milieu élastique. 
Les équations fondamentales de la théorie de l’élasticité se présentent sous la 
forme du système suivant de trois équations du second ordre pour les fonctions 
(U1, Us, u3) des variables indépendantes Tis Los Ta É: 


3 
ô us 0? ou; …: 
Lure De re VHAUES p —— GE + ...—=0. 
k=—1 
On a 

















| 3 
mate [e D (2) —e (SE) 
Re 


=) 


(i, j=1, 2, 3) (6:: — u (28) 


L'équation (9) s'écrit après développement du déterminant: 
ô (< 2 
La+au ee (5) ] Tuer (SE) T0. (29) 


En vertu de la formule (75) du [I-2-14], cette équation nous donne les deux 
vitesses éventuelles suivantes de propagation de la surface de discontinuité : 


= FE; Pa=]/ 
P p 


Les déformations sont supposées petites dans ce cas et il n’y a pas lieu de parler 
séparément de la vitesse de propagation, c’est-à-dire de la vitesse du déplace- 
ment par rapport aux particules du milieu. 

Etudions maintenant la nature de la discontinuité. Introduisons les coeffi- 
cients de discontinuité h; des dérivées partielles secondes des fonctions u;: 


2? U j Le 0: 01. 
Eee ÔT; 0TR |= #3 Ôz; ÔtR ? (#9) 








En vertu de (28), les équations (21) s’écrivent 


[us?—e (5 


En tenant compte de 





) Je ++) SE 5 à Lhy=0 (=1,2, 3) 


00: 


Dee =gcos(n, zx) (k=1, 2, 3), 
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S 


où n est la direction de la normale à la surface (3), on peut mettre les 
équations précédentes sous la forme: 





; ‘ 3 
ô 2 
[ue (SE) Tnt ecos(n, 29 D cos(n, 29 R5=0. 
| j=1 


Introduisons le vecteur k de composantes (h,, h,, h3). Les équations 
précédentes deviennent: : 


ô 2 | 
[ue?—p (+) Ju+a+ g'cos(n, ti) hn —0, 


où An est le projeté du vecteur k sur la normale #7 à la surface (3), ou sous 
la forme vectorielle 


[use (5) 12-02 +) gttnn 0, (81) 


où n est le vecteur unitaire de la normale à la surface (3). Si la vitesse de pro- 
pagation est P,, alors le coefficient en À sera nul et l’on doit avoir k, = 0, 
autrement dit, % vecteur 2 doit être situé dans le plan tangent à la surface (3) 
(onde transversale). Si la vitesse est P,, il s'ensuit immédiatement de (31) que k 
ne diffère de 7 que par un facteur numérique, c’est-à-dire que h doit être dirigé 
suivant la normale à la surface (3) (onde longitudinale). Signalons encore que % 
facteur qui donne la vitesse de l’onde transversale figure par son carré dans 
l'équation (29). Cette circonstance sera expliquée dans le numéro suivant qui 
sera consacré aux équations de la théorie de T'élasticité pour un milieu aniso- 
trope. 

Voyons la signification mécanique du vecteur k. Supposons qu'il ait repos 
d’un côté de la surface de faible discontinuité S : @, (x, to, ta, t) = 0, c’est-à- 
dire que les fonctions u; (j — 1, 2, 3) sont nulles. Ces fonctions et leurs dérivées 
premières seront également nulles aux points de $. Du côté où il y a mouve- 
ment les dérivées secondes de u; seront'définies sur S parles formules (30), puisque 
de l’autre côté de la surface ces dérivées sont identiquement nulles, c’est-à-dire 
que 

du ; dw, 00: 


Ôt; CEA S . j Ox; Ok 








(i, k=0, 1, 2, 3), 
S 





(on admet que x, — t). Prenons pour origine des coordonnées de l’espace 
(to, Ty To, Zs) Un point quelconque M de S. Développons u; en série de Mac- 
laurin au voisinage de M jusqu'aux termes du second degré. En tenant compte 
des formules précédentes et du fait que u; et ses dérivées partielles premières 
s’annulent en M, on obtient l'égalité approchée 





3 
h; 90: 00 
A dt : 
“ 2 D 0x; là CEA } FER 
î, k=—0 


l'indice 0 indiquant que les dérivées sont prises au point M. 
Comme ©, — 0 en M, on obtient le développement de Maclaurin limité aux 
termes du premier degré suivant: 


3 
00: 
O1 — >, (5 Jos, 


i=1 . 
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et la formule précédente peut être mise sous la forme 
h 2 
ARS ART (os Lis Las T3). 


Cette égalité approchée pour le vecteur déplacement w sera valable au voisinage 
de la surface de discontinuité du côté où il y a mouvement. 


1-3-6. Corps élastique anisotrope. Introduisons les composantes du tenseur 
déformation en modifiant légèrement les notations du (tome IV,, [II-35]): 

















__ Oui, = Ou . __ ôu; dus . 2 êu ôu: 
HE Gr ? Dre lies 0x3 * "? xs ga 07 ‘ ‘* 07 | ôx 
(i=1, 2, 3). 


Dans le cas d’un corps anisotrope à trois plans de symétrie mutuellement ortho- 
gonaux, le travail des forces de déformation rapporté à l’unité de volume s’ex- 
prime en fonction des composantes du tenseur déformation sous forme du poly- 
nôme Hu du second degré suivant: 


A = _ (aef + bei + ce + 2a'eses + 2b'eses + 2c'ese, + avi + b"yi+ c'y5), 


où les coefficients a, b, ..., c” sont des fonctions de (tr Te, Ts, t) Où des cons- 
tantes en milieu homogène. En présence d’une force d'inertie, les équations du 
(tome IV,;, [II-35]) deviennent: 


ô [64 9 [64 9 [64 Pu, 
ôz; ( dE ] ie Ôts ds }+ Ôt3 (= 02 )—e ER a +10, 





8 [64 8 [64 8 [64 ur 
ôx: ( 0Y3 }+ Ôta ( 2 }+ Ôt3 ( 0Y1 )—e Me ETES TA:=0, 


ô ôA 0) ô 0A dus 
— | — — — — + — 
ôx: ( 0: }+ 0 (5 0Y: + Ôts (CE 0Eg Fe) FT: X3—0: 
En substituant .. de À, on obtient les équations suivantes: 


su ou; dus 


ôxi +e Ôxi Ge T0 GR Sa DU LÉ rer r "Ôt 07 ÔZ2 Le 





2 
+ (b"+b") aeroe Pomt ... 0, 


n d°Ua 
ôzxi 








Ÿ u ou 
be e [2 2 
DR er per re ET 7 


rat " ou; ! n L ; 2 0 
+(c PSE ue + +a oo Pont . 














» d'U3 r du du 
air Fou Réiges + 
’ "” 6? SN at Cl Re PE dus ce 
RUPMSSS é)TPan Dai 
En posant 
10) JA) : 
Po — Fr ; Pi : (i=1, 2, 3), (32) 


07; 
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on peut mettre les coefficients w;; sous la forme 
in ap?+c"pè+b'p$—ppé; @ia=(c"+c") piPes is —=(b" +0") pips, 
@y=(c+c") piles Gio=c"pi+bpi+a"pi—ppé; @is—(a" +4") peps, 
Og,=(b" +0") psp1s ga (a +0") pePs35 ©ss = 0"pi +a"pi + cpà—ppi. 


Il est immédiat de voir que l’équation du premier ordre (9) qui définit les 
surfaces caractéristiques est confondue avec l’équation fondamentale en À — ppà 
qui sert à réduire l’ellipsoïde 


{ap?+ c"pà + b"p3) Et + (c"p?+ bpè + a"p}) E5+ 
+ (0"p}?+ a"pà + cp3) €3 +2 (a’ + a”) pepst2ës + 
+-2 (b°+-b") PsP183861 +2 (c” + c°) Pi1P281Ëe =1 (33) 


à ses axes de symétrie (tome III,, [II-2-1], [II-2-2]). A noter qu’on peut obtenir 
le premier membre de l'équation (33) à partir de l’expression de 24 en y posant 
Ex = Prôhs Vi — Pobs Ÿ Pate; Ve = Pabi + Pabss Vs = P162 + Pobr, C'est 
donc une forme quadratique définie positive de 6, (car À => 0) et par suite l’équa- 
tion (33) définit bien un ellipsoïde. La résolution de l'équation en À nous donne 
en tout point du corps trois racines strictement positives À — p£, p5 étant une 
fonction homogène de degré 2 par rapport à p1, Pa, Ps. Si l’on divise les deux 
membres de l'équation (33) par g?, les p, se transforment en cos &,, où cos & 
sont les cosinus directeurs de la normale à la surface de l’onde, et la racine pà 
se transforme en P?, Donc, en chaque point on obtient trois vitesses possibles 
de propagation de l’onde dans une direction fixe. 

Les composantes (k,, h:, h;) du vecteur de discontinuité se déduisent du 
système d'équations sans seconds membres qui définit les directions des axes de 
symétrie de l'ellipsoule (33). Donc, si la direction est donnée, on aura en chaque 
point trois vecteurs de discontinuité deux à deux orthogonaux correspondant 
aux trois vitesses de propagation. Pour obtenir des ondes longitudinales et 
transversales, il est nécessaire et suffisant que l’un des axes de symétrie de l’el- 
lipsoïde soit dirigé suivant la normale à l’onde correspondante. Sous cette con- 
dition, on aura une onde longitudinale et deux transversales. On admet que, la 
direction étant fixée, l'équation cubique ci-dessus admet trois racines distinctes. 
Dans le cas d’un milieu isotrope homogène, on a vu qu’une racine était double. 
Les cosinus directeurs de la normale à l’onde sont proportionnels à p,, pe, Pa 
et par suite la condition nécessaire et suffisante revient à dire que pour une cer- 
taine racine À — pp? les quantités (k,, h,, h:) doivent être proportionnelles à 
(P1» Per P3), quel que soit p;, c'est-à-dire quelle que soit la direction. En rem- 
plaçant ces quantités par les quantités proportionnelles k, dans le système homo- 
gène en h,, on obtient: 


(ap?+ c"p3+ b"p3—0pà) pi +(c'+c") p1p3+(b' +b") p\p$ =0, 
{ (c'+c") pipe + (cp? +bpà+ a"p3—pp}) pa+(a'+a”) psp =0, (34) 
(b°+b") pips + (a+ a") pâpa + (b"p?+ a" p8+ cpi—Pp8) ps =0. 


Si l’on tient compte du fait que quel que soit le choix de p,, p2 et Da, 
on doit obtenir à partir des équations (34) la même valeur Oo on est conduit 
aux conditions suivantes pour les coefficients du potentiel élastique 4 : 


a—=b—c—a + 2a" = b° + 2b" — c° + 2c”, (35) 


d’où l’on déduit que ppà = ag? et la vitesse de propagation des ondes longitudi- 


nales est 
P=y/ <. 
p 
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Les deux autres racines sont généralement distinctes et dépendent du choix 
de la direction de l’onde, c’est-à-dire du choix de p,. Les égalités (35) nous four- 
nissent cinq conditions pour les neuf coefficients qui figurent dans l’expression 
du potentiel élastique À. 


1-3-7. Ondes électromagnétiques. Considérons les deux premières équations 
de Maxwell en milieu isotrope : 


crot H—XhE+EeE, crotE = —uH,, (36) 


où E et H sont les champs électrique et magnétique, c, la vitesse de la lumière, 
À, le coefficient de conductibilité du milieu, € et u, la constante diélectrique et 
la perméabilité magnétique. Les vecteurs E et H sont fonctions des variables 
indépendantes (21, x, xs, t). En désignant leurs composantes par (e;, €, e3) 
et (k1, ho, h3), on peut mettre l’équation (36) sous la forme 




















€ de: ôha ha _ LU ôh: des Ôes ue 
c ôt js Üxs 0% dau “e ôt F CEA 0x3 si 
£ 0e» Ôhs ôh: = U ôh; de; L Ôes _ 
ot Dion ge Ut ge égms tge  UON 
€ des ôh: Ôh: — M ôhs 03 de; _— 
CRE re SP 


les points de suspension remplacent des termes ne contenant pas de dérivées des 
fonctions e; et k,. Nous avons affaire à un système de six équations du premier 
ordre à six fonctions. Numérotons ces fonctions comme suit: 

Uy — 1, Ug — 62, Ug — 68; Us = hi; Us — ho; Us — hg. 


En formant les expressions (5) et en écrivant l’équation (6), on obtient l'équation 
du premier ordre suivante pour les surfaces caractéristiques : 


— Po 0 0 0 P3 — De 
0 — Po O —7»s 0 Pi 
€ 
0 0 Po P2 —P 0 
=0, (38) 
0 — P3 Pa — Po 0 0 
P3 0 — Pi 0 + Po 0 
— Ps p.00 0 Lx» 
Multiplions les trois premières colonnes de ce déterminant par _ Po- Puis à la 


première colonne ajoutons la cinquième multipliée par (—p3) et la sixième 
multipliée par p:; à la deuxième colonne, ajoutons la quatrième multipliée 
par p4 et la sixième multipliée par (—p;); à la troisième colonne ajoutons la 
quatrième multipliée par (—p) et la cinquième multipliée par p,. En dévelop- 
pant ensuite ce déterminant suivant les éléments de la sixième, cinquième 
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et quatrième ligne, on est conduit à l'équation 
Q+ Pi PiPz P1Ps 


F PaP1 9+P3 P2Ps |=0, (39) 
. PsP1 P3P2 q+p3 


où 
a= + Po — 8°. (40) 
Le développement de ce déterminant nous amène à l’équation 
d(g+eg)=0  (8®=pi+pi+p$), | (41} 


qui se scinde en deux équations. Si l’on égale la somme entre parenthèses à zéro, 
on trouve que p, — 0 et l’on obtient une onde stationnaire [I-2-14]. On examine- 
ra ultérieurement le second cas où g = 0, c’est-à-dire lorsque 





€ 

+ p—g=0, (42} 

ce qui conduit à une expression notoire de la vitesse de propagation de l'onde: 
c 

V— (43): 


Ve 

Etudions maintenant la nature de la discontinuité. Désignons par (&,, &, &3) 

les coefficients de discontinuité des dérivées des composantes du champ E, par 

(B1» Be B3), les mêmes grandeurs relatives au champ H. Introduisons comme 
toujours les vecteurs de discontinuité & (a, æ&., &3) et B (B1, B2, B:). On a 


(Ex,]= PRa, 
(k=0, 1, 2, 3; zo=t). (44) 


[H3,1= pr 
Les trois premières équations (18) deviennent ici: 


€ 
( Pot + PsBe — Pabs 0, 


| _ Po + P1B3 — P3B1 — 0, (45} 


C 


E 
{ — PoXs + Pab1 — p1Be 0, 
ou, en désignant par » le vecteur unitaire de la normale au front d’onde ©, = 0- 
dirigé dans le sens où &, > 0, 


+ aœ=$B x n, (46). 


le second membre représentant le produit vectoriel des vecteurs $ et #7. De façon: 
analogue, les trois dernières équations (18) s’écrivent : 


V 
ë B——-axn. (47} 
De ces équations il s'ensuit immédiatement que les vecteurs & et B sont situés. 
dans un plan tangent à l’onde et sont deux à deux orthogonaux. 
Supposons que devant Le front d'onde, c’est-à-dire dans la région où ©, > 0, 
le milieu soit au repos, ce qui s'exprime par la nullité de E et H. Les formules. 





202 CH. I. THÉORIE DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 


444) nous donnent les valeurs des dérivées de E et H sur le front d'onde: 
Exs = —Pr@; Hz, = —prf. (48) 


Considérons le développement taylorien de E et H limité aux termes contenant 
les dérivées premières au voisinage du front d'onde. Comme E et H sont nuls 
sur le front d'onde, on obtient, compte tenu de (48), les formules approchées 
suivantes : 

3 


3 
E- —a D priza—29®); He —$ D pr (ra —2i®), 


Où (260, 29,790, r$0) est un point du front d'onde. En développant la 
fonction w., en série de Taylor, on peut écrire, compte tenu de ce que 
©] (x? x, gi zx) —0 : 
3 
OT (Zo» Lio Los T3) — » PR (th — zh), 
k=0 


et les formules précédentes deviennent (cf. [1-3-4]) 
E — —@1(to; T1 Las Ts) @; H = —@i (to, Tir Tor Z8) P. (49) 


‘Ces formules approchées sont valables au voisinage de l’onde du côté qui est le 
siège d’un processus électromagnétique. 

Dans un milieu homogène anisotrope la quantité & ne doit plus être considé- 
rée comme un nombre, mais comme une matrice d'ordre 3. Cette quantité figure 
dans la relation qui lie le vecteur déplacement électrique au vecteur E (tome II, 
{IV-2-12]). La quantité u est un nombre comme avant. Choisissons les axes de 
coordonnées de telle sorte que la matrice e se réduise à la forme diagonale et 
soient £3 > &9 >> € >> 0 ses valeurs propres (tome ITII,, [II-2-1], [II-2-2]). Sous 
<es conditions, les trois premières équations (37) s’écrivent : 


























€: de; ôhs _ ôh3 … 
c ôt dé Ôts GER res 
Es 0e» 0h3 __ ôh …: 
c ôt ca EPA Ôz3 Hoi 
Es des ôhk: ôh3 …. 
DE Ôxz2 Oz Tee 


et au lieu de l'équation (39) on obtiendra l'équation 
G1+Pi P1P2 P1Ps 
PiP2 G2+Pà P:Ps |—=0, (50) 
P1Ps P2Ps Q3+pi 








Où 
£; ; 
di — LE pig? (i—1, 2,3). 
En posant 
2 
Vi= - , 
EiU 
on a 


Gr E (51) 
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En divisant les deux membres de l'équation (50) par g?, on peut la mettre 
sous la forme 


; ee ; 
Gaga COS? O1 + Ga COS? Go + 9192 COS? Gt me A3 0. (52) 


Une solution évidente de cette équation est g, — 0, cos &, — 0. En tenant 
compte de (51), on voit que V, est une éventuelle vitesse de propagation de l’on- 
de dans toute direction parallèle au plan x, — 0. De façon analogue, V, et Va 
sont des vitesses éventuelles de propagation de l’onde dans des directions paral- 
lèles aux plans x, = 0 et r3 = 0. Dans le cas général, en multipliant les deux 
membres de l'équation (52) par g° et en posant qgi9:Q3 = didoQs (COS? @ + 
+ cos? &; + cos? &;) on peut la mettre sous la forme [1-2-14] 

ù 2 
cos? &; 
V?q1920s Vi: —=0. (53) 
. Ü 


i=1 


En écartant la solution V — 0 à laquelle correspond une onde stationnaire, on 
obtient pour la détermination dé V, la direction de l’onde qui est caractérisée 
par cos &, étant donnée, l'équation bicarrée 


cos? &; 
y 0. (54) 
L 


i=1 


On démontre exactement comme au (tome If, [V-2-9]) que cette équation possède 
deux racines strictement positives. 
Si l’on résout l’équation (50) ou (52) par rapport à p,, on obtient une équa- 


tion de la forme 
Po + F (P1, Pas Pa) = 0, (55) 


où F est une fonction homogène du premier degré. L’équation (55) ne contenant 
pas xx, le système de Cauchy pour elle nous donnera des p, constants et les bi- 
caractéristiques seront des droites d’équation 


dih 


"dt FD, (k=1, à, 3). 


Traçons le conoïde caractéristique dont le sommet est à l’origine. Ce co- 
noïde représente le front d'une onde provoquée par une source ponctuelle placée 
en l’origine des coordonnées à des instants différents. Son équation est x, = 
= Fp, t, ou, si t — 1: 


ra=Fn, = 2, 3). (56) 


La fonction F,, étant homogène de degré zéro, les seconds membres des 


équations (56) contiennent deux paramètres, en l’occurrence le rapport de deux 
quantités P1, Pa, Pa à la troisième. Soient S la surface (56), P (x, ze, xs), un 
point de $, à, la distance de l’origine des coordonnées au plan tangent à S 
en P. Si cos &; sont les cosinus directeurs de la normale à S en P, on obtient en 
appliquant la formule d’Euler relative aux fonctions homogènes : 


3 3 3 
1 F 
Ô— > Tj COS Œ; — >» Fp, cos a; = Se > PiFp,= Le —E 


En retenant pour fixer les idées le signe « + », ce qui du reste n’affecte en rien 
les raisonnements ultérieurs, on peut mettre l'équation du plan tangent à S 
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sous la forme : 
3 
> æcosa;—V=0, (57) 
i=1 
| Cette équation contient quatre paramètres: cos &; (i — 1, 2, 3) et V, qui 
sont reliés par les deux relations suivantes: 


3 3 : 

cos? ji 
> cos a; —1; —— > — ( 
A PUR 
i=1 i=1 


de sorte que l'équation (57) contient deux paramètres indépendants comme il se 
doit. La surface S est l'enveloppe de la famille de plans à deux paramètres (57). 
En menant tous les calculs à leur terme on obtient l'équation suivante de la 
surface : 

3 
D 
LEGER 
1= 
Si, par exemple V, — V,, alors cette quadrique dégénère en une sphère et un 
ellipsoïde. 


I-3-8. Discontinuités fortes en théorie de l’élasticité. Nous avons abordé 
précédemment le problème des discontinuités fortes pour les solutions d’une 
seule équation [I-2-15]. Etudions maintenant ce problème pour les équations 
de la théorie de l’élasticité. 

On se limitera au cas plan. Soient (uw, v) les composantes du vecteur dépla- 
cement dans le plan (x, y); X, YŸ, les composantes de la force volumique. En 
désignant comme toujours les composantes du tenseur de contrainte par o,, 
Cyr Txy» On obtient les deux équations fondamentales suivantes de la théorie de 
l’élasticité : 





dE ox dy ss 
dv Try 00y y 
Poe x y 


A ces équations il faut adjoindre une relation liant le tenseur de contrainte au 
tenseur de déformation (loi de Hooke): 


Ox = À (ux + Vy) + AUuxs. Op = À (us + vy) + 2Uvy, Toy © HU (uy+ vx). (58) 


En portant les expressions (58) dans l'équation (58), on obtient les équations 
de la théorie de l’élasticité pour le vecteur déplacement ©: 


2 
pe — (1+ y) grad divo-uAo+F. 


Dans la suite, par (u, v) on entendra deux fonctions quelconques de (x, y, t} 
possédant des dérivées premières et secondes continues. Sous cette condition, 
les équations (58) nous permettront de déterminer les quantités X et Y cor- 
respondant aux fonctions (4, v) envisagées. Introduisons encore deux opérateurs 
linéaires contenant les dérivées premières des fonctions (u, v): 


f Paru, v)=0%xCc0o8(n, x) +Txy COS (n, y)—puz cos (n, t), 


| (59) 
_UPy(u, v)—=Tzy COS (n, t)+06yCos(n, y)—prs;cos(n, t). 
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Considérons les deux couples de fonctions (u, v) et (u”, v') et soient 0%, 07, Try» 
X', Y’ les quantités (58;) et X, Ÿ correspondant au couple (u’, v’). On à donc 


wo, —À (ue +v,)+2uu: Cy=À (us +v,) + 2e, ; Try =h (u,+v,). 


En se servant de ces expressions et en appliquant la formule usuelle d’Ostro- 
gradski, on obtient l’analogue suivant de la formule de Green: 


LE | | | (uX'+vY'=u'X—v'Y)dt= 


— | | [uP,(u", v)+vPy(u’, v')—u'P;(u, v)—v'P,;({u, v)]dS, (60) 
S 


où D est comme plus haut un domaine de l’espace (x, y, t), S, la surface limi- 
tant ce domaine et n la direction de la normale extérieure à S. La formule (60) 
est due à Volterra. Signalons que par X, Ÿ de même que par X’, Ÿ’ on entend 
les expressions du premier membre des formules (58). Dans l’établissement de 
la formule (60), on suppose bien entendu que les fonctions (w, v) et (u’, v’) 
possèdent dans D des dérivées premières et secondes continues. 

Passons maintenant au cas où les dérivées premières des fonctions (u, v) 
subissent des discontinuités. Supposons que le domaine D est partagé en deux 
parties D, et D, par une surface © et que les dérivées premières des fonctions 
{u, v) sont affectées de discontinuités qui vérifient les conditions cinématiques 
de compatibilité mentionnées au {[1-2-15]. Supposons par ailleurs que les ex- 
pressions (59) restent continues à la traversée de la surface ©. Dans la suite on 
donnera une interprétation mécanique de ces conditions dynamiques de compa- 
tibilité. De même qu'au [1-2-15] on peut affirmer que la formule (60) est valable 
sur le domaine D tout entier si les fonctions (4, v) satisfont aux conditions de 
discontinuité ci-dessus et (u’, v’) sont des fonctions quelconques possédant des 
dérivées premières et secondes continues. 

Voyons les conséquences qui découlent de ces conditions. Comme au 
{1-2-15], on peut affirmer que les vecteurs grad u X nr et grad v X n doivent 
rester continus à la traversée de 6. Si l’on écrit les composantes de ces vecteurs, 
on obtient six expressions qui doivent rester continues à la traversée de o. En 
leur adjoignant les expressions (59) que l’on aura transformées en y remplaçant 
les composantes du tenseur de contrainte par leurs expressions (58,), on obtien- 
dra les huit relations suivantes qui doivent rester continues à la traversée de o: 


Uyx COS (n, y) — uy COS (n, x) = M;, 
Uy COS (n, t) — u, cos (n, y) = Ma, 
u, Cos (n, x) — u, cos (n, t) = M3, 
Vx COS (n, y) — vy COS (n, x) = M4, 
Vy COS (n, t) — v, cos (n, y) = M;, 
UV, COS (n, x) — v, cos (n, t) — M;, 
à + 2u) u, cos (n, x) + puy cos (n, y) — pu, cos (n, t) + 
+ uv, COS (n, y) + My cos (n, x) = M,;, 
Au, cos (n, y) + pu, cos (n, y) + uv, cos (n, x) + 
+ (à + 2u) v, cos (n, y) — pv, cos (n, t) = M3. 


On traitera ces équations comme huit équations en les six dérivées premières 
des fonctions u et v. Si la matrice de ce système d'équations contenait au moins 
un déterminant d'ordre six non nul, alors on aurait pu exprimer toutes les six 
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dérivées premières des fonctions u et v au moyen des fonctions continues M} 
et ces dérivées n'auraient pas subi de discontinuités sur 6. On peut donc affirmer 
que tous les déterminants d’ordre six doivent être nuls. En barrant les deux 
dernières lignes de la matrice et en égalant le déterminant restant à zéro on 
obtient une identité. En considérant les autres cas, on est conduit à une équation 
unique 
{p cos? (n, t) — (À + 2u) [cos? (n, x) + cos? (n, y)]} X —— 

X {p cos? (n, t) — u [cos? (n, x) + cos? (n, y)]} = 0, (61) 


qui exprimera le fait que la matrice a un rang strictement inférieur à 6. Suppo- 
sons que l'équation de © est de la forme 1 (x, y, t) — 0. L'équation (61) se décom- 
pose en deux équations: 


ph} (A+ 2u) (+ VE)=0 et pin (b+pi)—0, 


et l’on voit donc que la surface © doit être une surface caractéristique des équa- 
tions de la théorie de l’élasticité [1-3-4]. | 

Le cas étudié présente une différence fondamentale avec celui qui traitait 
d’une seule équation des ondes. Les conditions cinématiques de compatibilité, 
qui se ramènent à la continuité de M,, M,,..., M;,, combinées au fait que & 
est une surface caractéristique, ce qui est exprimé par l'équation (61), ne garan- 
tissent pas encore la continuité de M, et M,, c’est-à-dire ne garantissent pas les 
conditions dynamiques de compatibilité. Voyons sous quelles conditions supplé- 
mentaires les fonctions M, et M, seront continues. 

Soient N un point de o et Z la droite d’intersection du plan tangent à o en 
N avec le plan t — const passant par N. Prenons la droite Z pour axe des y. 
L’axe des t possède en N une direction fixe perpendiculaire à celle de Z, Ceci 
définit l’axe des x. Etudions d’abord le cas où le premier facteur de l’équation 
(61) est nul: 


p cos? (n, t) — (À + 2u) [cos? (n, x) + cos’? (n, y)] = 0. (62) 
En vertu du choix de l’axe des y, au point N on a cos (n, y) — 0 et de plus 


les dérivées u,, et v, restent continues à la traversée de o en N. Composons l’ex- 
pression : 


(À + 2u) u, cos (n, x) — pu, cos (n, t) =r. (63) 
En se servant de (62), on peut écrire 
Tr COS (n, zx) = —p cos (n, t) M3, 


d’où il résulte, en vertu des conditions cinématiques de compatibilité et de 
l'équation (62), que l’expression (63) est continue en W. Ceci étant, M, est égale- 
ment continue en W, quant à M,, pour qu’elle soit continue, il est nécessaire et 
suffisant que le soit l'expression | 


Uèx cos (n, x) — pv, cos (n, t) = M. (64) 
On sait par ailleurs que l'expression 
Vx COS (n, t) — v, cos (n, x) = — Me (65) 


est continue. Le déterminant du système d'équations (64) et (65) qui est égal à 
p cos? (n, t) — u cos? (n, x) est différent de 0 en vertu de (62) et du fait que 
cos (n, y) — 0. Donc, l'expression (64) sera continue si les dérivées partielles. 
vx et v, le seront. Nous savons par ailleurs que la dérivée v, est continue en NW. 
L'intersectiôon de la surface o avec le plan t{ — const est une courbe de discon- 
tinuité sur le plan (x, y) à l'instant considéré, quant à la droite /, elle est tangente, 
à cette courbe au point N. La quantité v est la projetée du vecteur déplacement 
sur L. Nous avons montré plus haut que toutes les dérivées premières de v devaient 
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être continues en N, c’est-à-dire qu’une discontinuité forte ne peut affecter que: 
la composante v du vecteur déplacement portée par la direction perpendiculaire: 
à la courbe de discontinuité (discontinuité longitudinale). Donc, les conditions. 
cinématiques de compatibilité et l'équation (62) étant satisfaites, pour que les. 
conditions dynamiques le soient il est nécessaire et suffisant que seule la com- 
posante du vecteur déplacement, normale à la courbe de discontinuité en mouve- 
ment dans le plan (x, y), soit affectée d’une discontinuité forte. On pourrait. 
envisager d’une façon tout à fait analogue l’équation où 


p cos? (n, t) — pu [cos?.(n, x) + cos? (n, y)]l = 0 


et établir que seule la composante du vecteur déplacement portée par la tangente: 
à la courbe de discontinuité peut subir une discontinuité forte. 
Supposons que le champ des déplacements est potentiel : 


(u, v) = gradp, 
d’où il s'ensuit que 


Uy = Lx. 


En choisissant les axes de coordonnées, on s’assurera de la continuité des dérivées 
u,, V, et v, au point N. La continuité de M, résultera de celle de v, et par suite 
seule la composante du vecteur déplacement portée par la normale à la courbe: 
de discontinuité pourra subir une discontinuité forte. 

Supposons maintenant que le champ des déplacements est solénoïdal.. 
c'est-à-dire que 


Un + vy = 0. 


Les dérivées u,, v, et u, seront continues, done il en sera de même de la dérivée- 
u, en vertu de la continuité de M,. Autrement dit, dans un champ solénoïdal 
seule la composante du vecteur déplacement portée par la tangente à la courbe. 
de discontinuité est affectée d’une discontinuité forte. 

Donnons maintenant une interprétation mécanique de la théorie développée: 
ci-dessus, plus exactement, nous allons montrer que dans des cas particuliers. 
élémentaires, l'existence de la formule (60) traduit le fait que la loi des impul-- 
sions est valable également pour un volume contenant une surface de discon- 
tinuité. Posons uw’ = 1 et v’ — O0 dans la formule (60). En vertu des formules. 
(58), les composantes du tenseur de contrainte pour (u’, v') seront nulles et la. 

ormule (60) devient : 


Fi | ra {| P; (u, v)dS. (66). 


De façon analogue, si l’on pose uw’ = 0 et v’ = 1, on obtient la formule 


4 


REC ERI ET _ 
ie 


S 


Prenons pour domaine D un cylindre dont les génératrices sont parallèles à 
l’axe des t et supposons que les bases S, et S, de ce cylindre sont portées par les- 
plans t — t, et t — t,. Supposons que ce cylindre contient une surface de discon- 
tinuité o. Sur S,et S,, on a cos (n, x) — cos (n, y) — 0. D'autre part, cos (n, t) = 
= —1 sur S, et cos (n, t) — +1 sur S,. Sur la surface latérale, on a cos (n, t) = 
— 0. En désignant par S, la section variable du cylindre par un plan perpendicu- 
laire à ses génératrices et par L; la courbe d’intersection de ce plan avec la surface- 
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Aatérale du cylindre, on peut mettre la formule (66) sous la forme: 
1 


([[Sxaea]ar # 


te 
te 
= | Tour dx dv| — À {ou de à | = [fonds] ar, 
t=te t=t] 
où 
On —=OxCOS(n, Tr) Tæy COS (n, y), 
où 
to ta : 
| [if xaæal]a+ | [{ On as | at 


= Pr 23 \ dx d : 
| Jeu j jh {| RE 7 
S4 S, 


Le premier terme du premier membre nous donne l’impulsion des forces volu- 
miques appliquées à la surface S, du plan (x, y) pendant l'intervalle [#,, t]. 
Le deuxième terme définit l’impulsion des contraintes agissant sur le contour de 
S;, quant à la différence du second membre, elle représente l’accroissement de 
la quantité de mouvement prise pour S,, l'impulsion des contraintes et l’accrois- 
sement de la quantité de mouvement étant projetés sur l’axe des x. La formule 
(67) nous donnera une relation analogue pour les projections de l'impulsion 
des contraintes et de l’accroissement de la quantité de mouvement sur l'axe 
des y. On obtient donc bien la loi de l’impulsion pour un domaine D contenant 
une surface de discontinuité. 


I-3-9. Caractéristiques et hautes fréquences. Il existe un lien entre les for- 
mules établies dans le cadre de l’exposé de la théorie des caractéristiques pour 
des systèmes d'équations et les formules que l’on obtient en tentant de satisfaire 
approximativement un système d'équations différentielles par des fonctions 
d’un type spécial. Soit donné le système d'équations du second ordre: 


m nr 92 

RI U j 2 = 
À > br rr L...==0 (i=1,2,...,m) (68) 
J—1k, I—1 


Essayons de satisfaire ce système par des fonctions u; de la forme 
uj= X je®P G=1, 2, cs M). (69) 


où X; et ® sont des fonctions inconnues des variables indépendantes, w, un 
nombre. En portant les expressions (69) dans l'équation (68) et en ne gardant 
que les termes dans lesquels w figure par son carré, on obtient le système d’équa- 
tions suivant: 


m n 
3=1 à 1 SEX 0, De, =0 (ER Rss (70) 


On traitera ce système comme un système d'équations sans second membre en 
X;. Pour que ce système admette une solution non triviale il faut que son déter- 
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minant soit nul. Ceci nous conduit à une équation du premier ordre pour la 
fonction cherchée ®: 


n 
| }; | =0 (o;; RE > a D, D, ) , 
8, T1 RO" 


équation qui est confondue avec celle des surfaces caractéristiques. En prenant 
une solution quelconque de cette équation, on peut déterminer X; à un facteur 
multiplicatif près à partir du système (70). Ce système est confondu avec le systè- 
me (21) qui nous a servi à déterminer les coefficients de discontinuité h;. Les 
équations du système (21) n'étaient satisfaites que sur le front d'onde. Les 
équations (70), elles, doivent être partout vérifiées. Ceci étant, le système (68) 
n’est satisfait qu'approximativement par les fonctions (69). Dans le cas consi- 
déré, D = const sont des surfaces d’égales phases. 
Etudions plus en détail le cas d’une seule équation des ondes: 


ug = à (us + Uyy + u,,) (71) 


et cherchons sa solution sous forme d’une oscillation harmonique de fréquence 
w par rapport au temps !: 


u = AeltteD) 


où À et ® sont des fonctions inconnues dépendant uniquement des coordonnées 
(x, y, 2). Tout revient à porter l'expression 
v = AD (72) 
dans l'équation 
2 
Ao+k=0  (#= TT). (73) 
On a 
vx = (4x + ioAD,) e0®, 
Uex = (Aux + iAD,, + 2i0A4,D, — w24 D?) e18®, 
On obtient des formules analogues pour les dérivées par rapport à y et à z. 


En portant toutes ces expressions dans l’équation (73) et en égalant le coefficient 
en œ? à zéro, on obtient l'équation en ®: 
1 
Pi + D +D=r, (74) 


En égalant encore le coefficient en w à zéro, on obtient une équation qui 
contiendra l’amplitude À (x, y, z) de la solution (72): 
AAD + 2 (4,0, + 4,0, + 4,0.) = 0 
ou 


grad In A4.grad = + AQ. (75) 


On établit sans peine une relation entre l'équation (re et l'équation des surfaces 
caractéristiques. Les surfaces caractéristiques de l'équation (71) sont définies 


par: 
9@ \2 60 \2 FIA) 2 40, \2 
2 1 1 1 FX 1 
dl rl eh: 
en y portant ©, = { + ®, on retrouve l'équation (74). En désignant par n le 
vecteur unitaire de la normale en un point M à la surface D — const passant par 
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ce point, on peut écrire que 
grad ® = (x, y, z)n, 


où p (x, y, z) est la longueur du vecteur grad ® au point (x, y, z). L’équation 
(75) devient alors 


gradn In A= — .. div (qn), (76) 


où grad, In À est la projection de grad In À sur la direction de n. Les équations 
(74) et (76) doivent être satisfaites dans l’espace tout entier. Cependant l’équation 
(71) n’est vérifiée qu'approximativement. 
De façon analogue, si dans l’équation de Maxwell (36) on porte 
E = ee,  H = helo®, (77) 


où e et h sont des vecteurs, ®, une fonction scalaire, dépendant les uns et l’autre 
de (x1, ze, Zs, t), ©, un nombre, alors on obtient en regroupant les termes en w: 


©, — e=grad®Dxh. (78) 


Cette équation est en fait confondue avec l'équation (46) du [I-3-7]. On obtient 
par le même procédé une équation analogue à l'équation (47). L’équation (78) 
doit être satisfaite pas seulement sur la surface ® = const qui n’est pas une 
surface de discontinuité mais une surface d’égales phases dans la solution (77). 


1-3-10. Cas de deux variables indépendantes. Considérons un sys- 
tème d'équations du premier ordre à deux variables indépendantes 
et supposons qu’il est soluble en les dérivées partielles par rapport à 
z,. Nous avons donc affaire à un système de la forme 


tune D a +: (x, T2, U;) G=1, Se m), (79) 


Ôts ij 6x, 
= 


où les a;; peuvent dépendre de x,, x.. L'introduction des vecteurs 
u et ® de composantes u; et ®; et de la matrice À d'éléments a;; 
nous permet d'écrire ce système sous la forme vectorielle : 


ô ô 
Des = Age + (an Los Uj)e (80) 
Faisons le changement 
u = Br, (81) 


où B est une matrice dont le déterminant est non nul et dont les 
éléments b;, dépendent de x:, x, et possèdent des dérivées conti- 
nues dans un domaine D du plan (x,, x,). On a 


ôu ôv 0B : 


la dérivation de la matrice B se ramenant à celle de ses éléments. 
En portant (81) et (82) dans (80), on obtient l'équation en v: 
Ô : 


ov U 
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où Ÿ est un vecteur dont les composantes sont des fonctions de 
(ti Ze, Vj). Une multiplication des deux membres par B”! nous donne 
l'équation transformée 


U : ôv 
ge = BAB + Wie (83) 


Choisissons si possible la matrice B de telle sorte que la matrice 
B-1AB soit diagonale. On sait que pour cela il faut résoudre l’équa- 
tion caractéristique de la matrice À (tome III,, [II-1-8]) : 


|4A—21=0, (84) 


où le premier membre est le déterminant de la matrice (4 — À). 
L'équation (84) s'écrit encore: 
jy — hs Ayo, + im 


Ans 29 — À, oc, om 0 (85) 


UPPTE m2) .…. Amm — À 


Supposons qu’au voisinage d’un point (x, x), les coefficients 
air possèdent des dérivées continues et l'équation (85) admet 
des racines distinctes À (21, ze) (k = 1, ..., m). La dernière 
condition est essentielle pour la suite. Sous ces conditions, on. 
peut grâce à la méthode décrite au (tome IIT,, [II-1-8]) construire 
dans le voisinage mentionné une matrice B jouissant des propriétés: 
signalées et telle que la matrice B"!AB soit diagonale. L’équation 
(83) se met alors sous la forme scalaire : 


CE LE (ts, To, V;)— 0 (i—1,2,...,m). (86) 


Si les À; (x, x,) sont tous réels dans le voisinage considéré, le systè- 
me est dit hyperbolique dans ce voisinage. 

En utilisant les notations du [1-3-1], on obtient pour le systè- 
me (86): 


a#)=0 pour ij; af2—1; af —A;(z, 2); (87) 
pour les quantités w;;, définies par les formules (5), on a 
: . 10) do 
@;;=0 pour iÆj et @;;— 7, M (1, 22) Pet 
l'équation (6) devient 
40 40 0@ 00 
[ae — À (&, 22) a | .. 7e, Am (T1 T2) | = 0, 
et se scinde en m équations a 
0o . 
. — À; (em, 2) = 0 (lis mn): (88) 


tas 
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Si © (Zu 22) est solution de l’une de ces équations, alors la famille 
1 (Zi Ta) = C est la famille des caractéristiques du système (86). 
L’équation (88) est équivalente à l’équation différentielle ordinaire : 


dt + Ait, to) dt =0, ie. = —à,(x,, 2), (89) 
2 


et par tout point du domaine dans lequel les fonctions À; (x,, æ) 
possèdent des dérivées partielles premières continues il passe m 
caractéristiques. 

Considérons un voisinage de l’axe x, — 0 et soit la portion de 
la courbe intégrale de l'équation (89) passant par un point (x, t2), 
comprise entre ce point et l'intersection (x{, 0) de cette courbe 
avec l’axe x, — 0. Le long de la ligne /; toute fonction  (x,, x2) 
peut être traitée comme une fonction de x, seulement. En vertu de 
(89), on a donc 


d ô ô 
= 7 M (Ti, To) _. le long de J;. 
Le système d’équations (86) est équivalent par conséquent au système 
d'équations intégrales: 


Vi (ti, La) = vi (2), 0) — Î Vi (dis Ts Vi) dr (i=1,...,m). (90) 
i. 


L 


Vu que les valeurs des fonctions v; (x,, +,) nous sont données sur 
l'axe x, — 0, on peut admettre que v; (x, 0) sont connues et 
appliquer la méthode des approximations successives au système 
(90). Ceci nous conduira au théorème d’existence et d'unicité de 
la solution du problème de Cauchy et à la dépendance continue par 
rapport aux conditions initiales. Un exposé détaillé de cette question 
ainsi que l’examen du cas où l’équation (85) possède des racines 
multiples sont accessibles dans l’ouvrage de E. Pétrovski cité plus 
haut. 


:1-3-11. Exemples. 1. Considérons le système d'équations qui définit les 
parties réelle et imaginaire d’une fonction analytique (tome III,, [1-2}): 











ôu: ÔU» êu» ôu: 
= 0: =0. g1 
CEA ÔT ” ôz " ÔT Le 
On a 
a = ap ap; afp = —1, 


Ÿ La . , 4 ) Si 
les autres at) étant nuls. La substitution de & à En ramène le premier membre 
de l’équation (6) à la forme af + a? et par suite le système (91) est elliptique. 
La relation signalée entre ce système et les fonctions analytiques nous permet 
d'affirmer que toute solution de ce système pourvue de dérivées premières con- 


tinues est une fonction analytique de x; et x. 
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2. Considérons le système (0. Perron, Math. Z., 1927, 27, n° 4) 
ôu: ÔU 
Ôxz,  Ô%, 


he ôus ôu: 
a 0n ‘ ôm 











+F(x)=0, (92) 


où a est une constante. 
PRE , 9 : £ > : 
La substitution de «&; à . ramène le premier membre de l’équation (6) 
à la forme &? — aa et par suite le système est elliptique pour a << 0 et para- 
bolique pour a — 0. Si l’on écrit le système sous la forme résolue par rapport 
aux dérivées partielles par rapport à x, l’équation (85) devient 


—}, 
a, 





1 
m0, i.e. A2—a—=0, 
| 


pour a >> 0 les racines sont réelles et distinctes, donc le système est hyperbolique. 
Supposons d’abord que a > 0. En procédant comme indiqué au [I-3-10} 
et en effectuant le changement 


nu = Venutu;:m=V/au—u, (93) 


on obtient deux équations séparées pour v, et v,: 


ôv: R ôv: AS Ov Lu 
Ôx: Va Ôta +F (z2) =0; De re 











ÔVe 
3, —F (22) =0. (94) 
Le changement de variables 

Æ=vastas 2=—-yante, 


ramène le système à la forme 


Va HF EDS a (En) —0. (95) 


Cherchons la solution de (95) qui vérifie la condition initiale 








Ur lx1==0 = Va lx1=0 =0, i.e. Ur In=£ = 0: Ve In=E = 0e 
On déduit à partir de (95) 
&+n ë+n 














1 | 1 
RC Î F (t)ét. 
va ÿ Va n 
Dans les anciennes variables indépendantes, on a 
x2 x2 
1 1 
us | Fltjdts v=—} F(t) dt, 
Va Va s 
Vaxit+xae _ Vaxi+x2 


et les formules (93) nous permettent de remonter aux solutions z,, u, du système 
(92) qui vérifient les conditions initiales 


Il est évident que cette solution est unique. 
Pour a=0, le système (92) devient 





ôu: Ouz _\. Ou L 
Ôzx: n 0% 0 Ôzx: +F(&:)=0, 
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et sa solution qui vérifie les conditions (96) est: 





Ti pr 
M F' (a) Uo= 24 (2) 
il est entendu que F(x.,) possède une dérivée seconde continue. 
Traitons enfin le cas où a=——b?<0. En posant 
y 
bas av, meute | F(bat; vu, (97) 
(4 
on écrit le système (92) sous la forme 
SR le, =, OS mp0 
dx ôy *  ôx dy 


On remarque que v, + vi doit être une fonction régulière de z = x + yi qui 
en vertu de (96) et (97) doit tendre pour x —+ O0 vers la fonction réelle 


y 

+ | F(t)dt. (98) 
C 

On peut affirmer que la fonction régulière z doit être prolongée par analyticité 

au-delà de la droite x = 0 et par suite doit être analytique sur cette droite même 

{tome III,, [I-24]). Donc, la fonction be et, par suite, la fonction F (y), doivent 


être analytiques pour y réel. En développant la fonction (98) en série entière de 
(y — Yo), où y, est un réel quelconque, soit: 


y Le) 
1 
——— Î F(t) dt— 7 ar (Y— yn)#, 
: k=0 
on obtient 
mie À (—ihar(—igh (2=2+yi) 
R=0 


pour les z proches de iy,. Sachant v, et v,, on détermine u, et uw, grâce à (97). 


Chapitre IT 
PROBLÈMES AUX LIMITES 


II-1. Problèmes aux limites 
pour une équation différentielle ordinaire 


II-1-1. Fonction de Green relative à une équation linéaire du se- 
cond ordre. Le présent chapitre sera consacré à l’étude des problèmes 
aux limites aussi bien pour les équations différentielles ordinaires 
que pour les équations aux dérivées partielles. Nous avons à maintes 
reprises rencontré de tels problèmes. Nous nous proposons de donner 
un exposé systématique de cette question. 

L'application de la méthode de Fourier à la résolution de pro- 
blèmes aux limites de la physique mathématique nous a conduits à 
plusieurs reprises au problème aux limites suivant pour une équa- 
tion différentielle ordinaire du second ordre contenant un para- 
mètre: trouver les valeurs du paramètre À pour lesquelles l’équa- 
tion sans second membre 


+ Lo (e) y'1+ Lr (a) — q (91 y = 0 (1) 


possède une solution non nulle sur un intervalle borné fini [a, b] 
et vérifiant aux bornes de cet intervalle des conditions aux limites 
homogènes : 


Qy (a) + &,y" (a) — 0; Bay (b) + Bay” (b) = 0, (2) 


où az et P, sont des nombres donnés non tous nuls. On admettra que 
p (x), g (x) et r (x) sont des fonctions continues sur [a, b] et de plus 
que p (x) ne s’annule en aucun point de cet intervalle et possède une 
dérivée continue. Désignons la somme des termes de l’équation (1) 
ne contenant pas le paramètre À par 


L(y)= + Lp (2) y'1—q(x) y. 


On appellera comme toujours valeurs propres, les valeurs du para- 
mètre À pour lesquelles le problème homogène possède des solu- 
tions non triviales, et fonctions propres, ces solutions non triviales. 
Ces fonctions sont de toute évidence définies à un facteur multipli- 
catif constant près. Îl est immédiat de voir qu’à toute valeur propre 
est associée une fonction propre et une seule. En effet, supposons 
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à l’inverse que l'équation (1) admet pour une valeur propre À deux 
solutions linéairement indépendantes vérifiant les conditions aux 
limites (2). L'intégrale générale de l’équation (1) vérifie alors les 
conditions aux limites (2). Ce qui est absurde, puisqu'on peut trouver 
une solution de l'équation (1) pour des valeurs initiales y (a) et y’ (a) 
ne satisfaisant pas la première condition (2). Par les transforma- 
tions élémentaires dont on s’est maintes fois servi (tome III,, [V-8], 
[VI-2-3], [VI-3-21) on montre que des fonctions propres q, (x) et 
2 (x) associées à des valeurs propres distinctes sont orthogonales, 
soit : 

b 

À r Ce) q1 (2) a (e) dr = 0. 

a 

_Introduisons pour l'opérateur L (y) une fonction identique à celle 

qui a défini la déformation statique subie par une corde sous l’ac- 
tion d’une force concentrée (tome IV,, [I-1]). Le rôle de l’opérateur 
L (y) incombait à y”. Pour arriver de façon naturelle aux propriétés 
de la fonction introduite, considérons l’équation 


L(y=<{p(0y1—a(&y=—f(2) (3) 


et supposons que la fonction j (x) est nulle sur l’intervalle {a, b] 
tout entier sauf un petit intervalle LE — e, £ + e], où £ est un point 
fixe intérieur à [a, b] et de plus que 

Ët+e 

| fo dr=1. (4) 

E-8 
Lorsque e tend vers 0, on obtient à la limite l’analogue d’une force 
concentrée au point x — £. Sous la condition imposée à f (x) considé- 
rons la solution y, (x) de l’équation (3) qui vérifie les conditions 
aux limites (2) (on admet que cette solution existe). En intégrant 
les deux membres de l’équation (3) par rapport à x et en tenant 
compte de (4), on obtient 


x—b+te Ête 
p@œuto | — [otutædr= —1, 


X=&i— € E-e 


ou à la limite lorsque € — 0, 
/ î 1"! ETS — rte 
y" (E+0)— y" (£—0) FE ” 
c’est-à-dire que la dérivée y” (x) de la solution y (x) doit subir au 
point æ = Ë un saut égal à — 55 " Cette solution dépendra de 
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toute évidence du point de l'intervalle [a, b] qui sera pris pour Ë, 
de sorte qu’elle sera fonction des variables x et £. On la désignera par 
G (x, £) et on l’appellera fonction de Green relative à l’opérateur 
L (y) sous les conditions aux limites (2). Les considérations précé- 
dentes nous conduisent à la définition rigoureuse suivante de la fonc- 
tion de Green: on appelle fonction de Green relative à l'opérateur 
L (y) avec les conditions aux limites (2) une fonction G (x, Ë) vérifiant 
les conditions suivantes: 1) G (x, Ë) est définie et continue dans un 
carré k, défini par les inéquations a x, E< b; 2) G(x, Ë), comme 
fonction de x, possède pour aS x <Eet ELx< bdesdérivées premièreset 
secondes continues et est solution de l'équation sans second membre 
L (y) = 0; 3) G(x, Ë), comme fonction de x, satisfait les conditions 
aux limites (2) ; 4) la dérivée de G (x, £) par rapport à x que nous dési- 
gnerons par G' (x, £), subit un saut sur la diagonale du carré k,, c’est-à- 
dire pour x = Ë, et de plus 


+0, 8 — 6 (E—0, 5 FE 
ports GEO. 


(5} 


Les conditions (5) se traduisent par une seule, savoir: à l’approche 
de tout point x = Ë de la diagonale, aussi bien d’en haut, c’est-à-dire 
à partir du domaine £ > x, que d’en bas, c’est-à-dire à partir du 
domaine E << x, la dérivée G’ (x, Ë) doit prendre des valeurs e 


définies et la différence de ces valeurs limites doit être égale à —— 5 Œ ’ 


Dans chacun de ces domaines, la dérivée seconde par rapport à x 
s'exprime, en vertu de Z (G) = 0, de la manière suivante: 


p (x) G(x, &) = —p" (x) G(x, Ë) + q(x) G (x, Ë), 


et par suite cette dérivée seconde prendra des valeurs bien définies 
à l’approche de la diagonale d’en haut ou d'en bas. 

Prouvons maintenant qu'il existe une fonction de Green et une 
seule satisfaisant toutes les conditions indiquées ci-dessus. On ad- 
mettra que À — 0 n’est pas une valeur propre, c’est-à-dire que l’équa- 
tion L (y) = 0 ne possède pas de solutions non triviales satisfaisant 
les conditions (2). Nous verrons dans la suite comment il faut modi- 
fier la définition de la fonction de Green lorsque À = 0 est une 
valeur propre. Construisons la solution y, (x) de l’équation L (y) = 0 
en prenant pour valeurs initiales y, (a) et y, (a) des nombres vérifiant 
la première condition (2). La solution y, (x) et plus généralement 
toutes les solutions c,y, (x), où c, est une constante arbitraire, satis- 
feront la première condition (2). Il est immédiat de voir qu'il n’exis- 
te pas d’autres solutions vérifiant la première condition (2). En 
effet, s’il en existait une, y (x), on aurait deux équations sans second 
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membre en &, et @: 
dy (a) + œayi (a) = 0; oœy (a) + &y" (a) = 0, 


et comme on admet naturellement que l’un au moins de ces nombres 
est non nul, le déterminant de ce système devrait être nul, autre- 
ment dit le wronskien des solutions y (x) et y, (x) serait nul pour 
x — a, donc y (x) et y,(x) seraient linéairement indépendantes 
c'est-à-dire que y (x) = cy, (x) (tome IT, II-1-1). 

De façon tout à fait analogue, supposons que c,ys (x), Où Ca 
est une constante arbitraire, sont les solutions de l'équation L (y) = 0 
qui véritient la deuxième condition (2). Le théorème d'existence et 
d’unicité nous dit que les solutions y, (x) et y, (x) sont définies sur 
l'intervalle [a, b] et sont linéairement indépendantes. En effet, si 
elles étaient linéairement dépendantes, alors y, (x) vérifierait les 
deux conditions aux limites (2) et À = 0 serait valeur propre, ce qui 
est contraire à l’hypothèse. La fonction G (x; £) est de la forme 
C1ÿ1 (x) pour æ< Ë, et de la forme c,y, (x), pour x > Ë&. Il reste à 
choisir les constantes c, et c, de telle sorte que cette fonction soit 
continue en x = Ë et que sa dérivée subisse le saut signalé. Ceci 
nous conduit aux deux équations suivantes pour la détermination 


de cet c: 
( Ciÿr (E) — coys (E) = 0, 


6 
(an ® ei ® =. @ 


Le déterminant [y, (£) y; (£) — y1 (E) y, (E)] de ce système est non 
nul, puisque les solutions y, (x) et y, (x) sont linéairement indé- 
pendantes. Donc on obtient des valeurs bien définies pour les cons- 
tantes c; et c,. Le wronskien des solutions y, (x) et y, (x) s'exprime 
(tome Il, II-1-1]) à l’aide de la formule 


ACPACESACIACEETT EE 


où c est une constante non nulle. Quitte à multiplier l’une des solu- 
tions, par exemple y, (x), par c, on ramène la relation précédente 
à la forme 
P (x) Lun (x) y, (x) — ya (o) 1 GI = 1. 

De cette relation il s'ensuit immédiatement que le système (6) 
a pour solution: ©, = y, (E) et c, — y, (£) et la fonction de Green 
G (x, Ë) est définie comme suit : 

6), 

pt) nt) (x>é). 


On vérifie sans peine qu’elle remplit toutes les quatre conditions. 
Son unicité résulte directement des raisonnements précédents. 
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Il-1-2. Réduction à une équation intégrale. Considérons l'équation 
avec second membre 


L(y)= Ip (a) y'a) y= —f(x), (8) 


où f (x) est une fonction donnée, continue sur un intervalle [a, b]. 
On cherchera la solution de l’équation (8) qui vérifie les conditions 
aux limites (2). Cette solution est unique. En effet, s’il en existait 
deux, leur différence satisferait l'équation sans second membre 
L (y) = 0 et les conditions aux limites (2), c’est-à-dire que À = 0 
serait valeur propre. Assurons-nous que la solution unique de l’équa- 
tion (8) qui satisfait les conditions aux limites (2) est donnée par 
la formule 


b 
y(x)= | G(x, 8) f (E) d£. (9) 


L’analogue de cette formule (tome IV,, [I-1]) admet une signification 
mécanique simple, à savoir que si l’on connaît la déformation sta- 
tique due à une force ponctuelle, on peut au moyen d’une intégra- 
tion obtenir la déformation statique due à une force continûment 
distribuée. 

Passons à la démonstration du fait que la fonction définie par la 
formule (9) satisfait (8) et les conditions aux limites (2). Partageons 
l'intervalle d'intégration en deux, compte tenu du saut subi par la 
fonction de Green: 

x b 


y= | GE dE+ | G(e, #1 dE. 


Une dérivation par rapport à x nous donne 
y= | G'(e, 8) f(E) dr + Ga, 2 —0) f(x) + 


a 
b 


+ ŸG' (2, 8) Ode —G (e, 2 +0) f(x) 


x 


ou encore 
x b b 
V=(c(E HE 4+ Te (DEA TC (EE A8, (40) 


puisque la fonction de Green est continue, i.e. G (x, x + 0) — 
= G(x, x — 0). Des formules (9) et (10) et du fait que G (x, €) 
satisfait les conditions aux limites (2), il s'ensuit aussitôt que la 
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fonction (9) vérifie également ces conditions. Pour vérifier l’équa- 
tion (8) dérivons encore une fois y” par rapport à x. Des transforma- 
tions peu compliquées nous conduisent à l’expression 
: 
y'= | G'(e, 8) f(®) dE-+IG (e, 2 —0)—@ (x, z+0)] f(x), 


et de (5) il s’ensuit que 
b 


y'= | G'(x, 5 7 (0) 


a 





f (x) 
p{x) * (11) 
En portant dans (8) les expressions (9), (10) et (11) de y, y’ 
et y”, on trouve 


b 


| L (GE (= 1 (0, 


a 


c’est-à-dire que l'équation (8) est bien vérifiée puisque la fonction 
G (x, €) est solution de l'équation sans second membre Z (y) = 0. 
Signalons que les formules précédentes nous disent que la fonction y 
définie par (9) possède des dérivées premières et secondes continues 
sur l’intervalle [a, b]. On est donc conduit à la proposition suivante: 
Si À = 0 n'est pas une valeur propre pour l'équation (8), alors cette. 
équation admet pour toute fonction f (x) définie et continue sur (a, b] 
une solution unique vérifiant les conditions aux limites (2) et cette solu- 
tion est donnée par la formule (9). Cette proposition peut encore 
s’énoncer : Pour toute fonction f (x) continue donnée, la fonction (9) 
possède des dérivées premières et secondes continues et vérifie l'équa- 
tion (8) avec les conditions aux limites (2). 

A noter que si y (x) est une fonction quelconque possédant des 
dérivées première et seconde continues sur un intervalle [a, b] et 
vérifiant les conditions aux limites (2), alors en la portant dans 
l'équation (8) on peut construire une fonction f (x) continue. D'a- 
près ce qui a été prouvé plus haut, la fonction y (x) s'exprime au 
moyen de f (x) par la formule (9). 

Donc, les formules (8) et (9) établissent une correspondance biuni- 
voque entre deux classes de fonctions : la première étant composée 
des fonctions y (x) possédant sur [a, b] des dérivées première et 
seconde continues et vérifiant les conditions aux limites (2); la 
seconde, des fonctions f (x) continues sur fa, b]. Le passage de y (x) 
à f (x) est réalisé par la formule (8), le passage de f (x) à y (x), par 
la formule (9). | | 

On voit donc à la lumière de ce qui vient d’être dit qu’il est 
possible de ramener le problème aux limites à une équation inté- 
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grale. En effet, en mettant l'équation (1) sous la forme 
L (y) = —àr (x) y, 


on constate immédiatement en vertu des résultats établis que l’équa- 
tion (1) avec les conditions aux limites (2) est équivalente à l’équa- 


tion intégrale 
b 


y(a)= à | G(, br (y Ed. (12) 


a 
De façon tout à fait analogue, l’équation avec second membre 


d ’ 
a LP) y + Ar (x) —q(x)ly=F (x) (12) 
avec les conditions aux limites (2) équivaut à l’équation intégrale 


b 
y ()=F(0)+ 2 | Ge, Dr (y EE, (12,) 


b 


F,(a)= — | G(x, EF (Ed, 


a 


la solution étant dans les deux cas une fonction continue y (x). 


I1-1-3. Symétrie de ia fonction de Green. La formule (7) définit 
la fonction de Green non seulement pour x € Ja, bl, mais aussi aux 
bornes x — a et x — b de cet intervalle, c’est-à-dire sur le carré 
fermé k,: a zx, E< b, et cette formule entraîne directement la 
symétrie de la fonction de Green sur k,: 


G(x, &) = G(E, x). (13) 


Donnons une autre démonstration de la symétrie de la fonction 
de Green, une démonstration fondée sur une idée utilisée dans des 
cas plus généraux. L'identité suivante est de vérification immé- 
diate : 


uL (v)—vL (u) = Lp (x) (wv'—vu')]. (14) 


Dans cette identité, uw (x) et v (x) sont deux fonctions arbitraires 
possédant des dérivées. premières et secondes continues. Posons 
u = G(x, E) et vu = G(x, E,) dans (14) en admettant pour fixer 
les idées que £, << £,. En intégrant sur les intervalles [a, E,], [E,, E.1 
et [£,, b] et en tenant compte du fait que la fonction de Green est 
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solution de l'équation L (y) = 0, on obtient 
[p (x) (G (x, &1) G (x, E2) — G (x, E2) G' (x, E))=Ët = 0, 
[p (x) (G (x, &1) G' (x, &2) — G(x, E) G’(x, E ))F=Ë = 0, 
[p (x) (G(æ, E1) G' (æ, E) — G (x, 2) G' (x, EF = 0. 


En ajoutant ces trois égalités et de par la continuité de la fonction 
de Green et la discontinuité de sa dérivée première, on trouve 


G (Ë1 62) — G (£s, é1) En 
= [p (x) (G(x, 6) (x, 2) — G(x, 82) Gr, A)EZ. (15) 


Il est immédiat de vérifier que la différence du second membre 
s’annule pour x = a et x — b. En effet, la fonction de Green satis- 
fait la première condition (2), soit 


œG (a, E1) + «,G (a, E1) = 0, 
œ1G (a, E2) + «JG (a, Ex) = 0, 


et comme on admet naturellement que les constantes «&, et &, ne 
sont pas simultanément nulles, le déterminant de ce système homo- 
gène doit être nul, autrement dit, la différence ci-dessus s’annule 
bien pour x = a. On démontre de même qu'elle s’annule pour x = b 
et la formule (15) établit la symétrie de la fonction de Green. 

On peut envisager des conditions aux limites plus générales que 
les conditions (2), c’est-à-dire des conditions dans lesquelles figurent 
les valeurs prises par la fonction et sa dérivée première aux bornes 
de l'intervalle [a, b]: 


ay (a) + œey' (a) + ay (b) + «y (b) = 0, 
B1y (a) + Bay” (a) + Bay (b) + Buy” (b) = 0. 


Tous les raisonnements précédents, excepté la démonstration de la 
symétrie de la fonction de Green, restent en vigueur. Pour que la 
démonstration de la symétrie de la fonction soit valable, il est néces- 
saire et suffisant que soit 4 la condition suivante: 


Lg Le 7 
p () Ba. N Be, Bi 


Nous glisserons sur la démonstration de ce fait. On vérifie immédia- 
tement que la fonction de Green est symétrique pour des conditions 
aux limites périodiques: y (a) —y (b); y’ (a)—=y" (b) si p(a)=— 
— p (b), c’est-à-dire si la fonction p (x) est périodique. Signalons 
que si les autres coefficients g (x) et r (x) sont périodiques, alors le 
problème aux limites avec les conditions périodiques mentionnées 
revient à chercher les valeurs du paramètre À pour us l’ di 
tion (1) possède une solution périodique. 


—p (a) 
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II-1-4. Valeurs et fonctions propres du problème aux limites. 
Etant donné qu’on a ramené le problème aux limites à une équation 
intégrale, on peut mettre en œuvre la théorie générale des équations 
intégrales et établir ainsi des propositions relatives aux valeurs et 
fonctions propres du problème aux limites. Commençons par le 
cas r (x) =1, où l'équation (1) est de la forme 


(px) y'1+ (À — q (x) y=0, (46) 


les conditions aux limites étant telles que la fonction de Green est. 
symétrique. L’équation intégrale (12) est une équation à noyau sy- 
métrique. Elle admettra des valeurs propres réelles, et les fonctions 
propres associées aux valeurs propres distinctes seront orthogona- 
les. On a vu au [II-1-1] qu’à toute valeur propre était associée une 
fonction propre et une seule. Ceci a été prouvé pour des conditions 
aux limites du type (2). Si les conditions aux limites sont périodi- 
ques, à toute valeur propre il peut correspondre deux fonctions 
propres au plus, car l’équation (16) ne possède que deux solutions 
linéairement indépendantes. Prouvons encore que le noyau G (x, Ë) 
de l’équation (16) est un noyau complet, c’est-à-dire qu'il n’existe 
pas de fonction continue f (x) non identiquement nulle qui soit 
orthogonale au noyau. Si par absurde on suppose qu’une telle fonc- 
tion existe, c’est-à-dire que 


b 
[ Ge, 8 (© dé =0, 


a 


on constate alors que la fonction (9) d’un côté est identiquement 
nulle et de l’autre est, en vertu de ce qui a été démontré plus haut, 
solution de l’équation avec second membre (8), ce qui est impossible. 
Le noyau étant complet, il existe une infinité de valeurs propres 
(tome IV,, [1-42]). Soient À, (n = 1, 2, . ..) les valeurs propres de 
l'équation (16), c'est-à-dire du problème aux limites envisagé, et 
A (x), les fonctions propres correspondantes, fonctions qui forment 
un système orthonormé. Supposons qu’une fonction f (x) vérifie 
les conditions aux limites (2) et possède des dérivées première et 
seconde continues. En posant L (f) = —h (x), on obtient la repré- 
sentation de cette fonction par l'intermédiaire du noyau: 
b 


fU)= [G(x, Dh, 


a 


et par suite toute fonction satisfaisant les conditions aux limites (2) 
et possédant des dérivées première et seconde continues sur (a, b] se dé- 
veloppe sur a, b] en une série de Fourier régulièrement convergente 
suivant les fonctions propres @, (x) (tome IV,, fI-36]). On a sans 
peine le théorème suivant: 
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Théorème. Si la série de Fourier d'une fonction continue 
J (x) 
20 b 
D enPn (a); en = | 7 (2) qu (2) dx (17) 


n=1 


converge uniformément sur [a, b], alors sa somme est f (x). 

Prouvons ce théorème par l’absurde. Soit f, (x) la somme de la 
série (17). Supposons que j, (x) n’est pas identiquement égale à f (x) 
sur [a, b]. La différence f, (x) — f (x) qui n’est pas identiquement 
nulle est orthogonale à toutes les fonctions , (x), donc au noyau, 
ce qui contredit la complétude de ce dernier. Ce théorème nous sera 
utile dans la suite. 

On démontre que non seulement le noyau G (x, Ë) est complet, 
mais aussi que Les fonctions propres ®, (x) forment un système fermé. 
De là on peut déduire directement le théorème ci-dessus. 

Dans la suite, lorsqu'on se penchera sur le cas multidimension- 
nel, on prouvera que l’équation de fermeture a lieu pour toute fonc- 
tion continue. Cette démonstration vaut également en dimension un. 

Etudions maintenant le cas où r (x) £ 1 et supposons que r (x) > 
> 0. Les résultats du (tome IV,, [I-44]1) nous disent que le problème 
aux limites (2) pour l’équation (1) se ramène alors à une équation 
intégrale à noyau symétrique. En particulier, toute fonction satis- 
faisant les conditions aux limites (2) et possédant des dérivées 
première et seconde continues sur [a, b], se développe en une série 
de Fourier régulièrement convergente suivant les fonctions pro- 
pres du problème: 


[se 


f(@= À cn0n (2) (18) 
dont les coefficients sont définis pas les formules 
b 
En = | r (2) f (2) @n (0) de. (19) 


a 


Pour prouver cette proposition, on observera qu’en vertu du 
{11-1-2] on a 
b 
f)= — | G(e, E LIFE dE. 


a 


Or, de toute évidence L[f(£)]= —Vr (E) k(E), où la fonction À (£) 
est continue sur. [a, b], puisque r(£)=>0. Donc, la fonction 


V'r(x)f(x) se représente par le noyau de l'équation intégrale 
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symétrique : 


b 
Vror@= {6 DVr@r EE %, (20) 


a 


et les raisonnements du (tome IV,, [I-44]) nous donnent immédiate- 
ment le théorème de décomposition formulé ci-dessus. Comme plus 
haut on peut prouver la fermeture du noyau et par suite l’existence 
d’une infinité de valeurs propres. En reprenant les raisonnements du 
[II-1-1] pour le cas où f (x) possède une dérivée première continue 
et une dérivée seconde continue par morceaux et en se rappelant que 
le théorème 2 du (tome IV,, [1-31]) est valable pour le cas où une 
fonction est représentable par un noyau à l’aide d’une fonction 
h (x) continue par morceaux, on s’assure que le théorème de décom- 
position est valable pour le cas où la fonction f (x) qui satisfait les 
conditions aux limites (2) possède une dérivée première continue et 
une dérivée seconde continue par morceaux. Dans la suite, on si- 
gnalera les cas où les théorèmes de décomposition restent valables 
pour une dérivée première continue par morceaux. 


II-1-5. Signe des valeurs propres. On admettra pour alléger l’écri- 
ture des formules que r (x) =1. Les raisonnements s’étendent sans 
peine au cas général. Exhibons tout d’abord une formule exprimant 
les valeurs propres au moyen des fonctions propres. Soient À, les 
valeurs propres et p, (x), les fonctions propres qui forment un sys- 
tème orthonormé. On a 


L (Pn) = —}nn (2). 


En multipliant les deux membres par ®, (x), en intégrant et en 
tenant compte de l’orthonormalisation des fonctions propres, on 
obtient 


i b : | - 
An= — Ÿ L (Du) On (2) de= — | [SE (p (2) ù) — à (2) qu ] où (2) dx. 


Une intégration par parties 4 premier terme nous conduit à la 
formule suivante: 


b | 
"= | LP (e) qu? (2) +9 (a) qù (a)1 de —[p (7) On () qu (Es. (21) 


Supposons que le terme non compris sous le signe sommeest nul. 
Ceci aura lieu par exemple si les conditions aux limites sont de la 
forme: ®, (a) = p, (b) = 0. Sous ces conditions, la formule (21) 


15—-01017 


226 CH. II. PROBLÈMES AUX LIMITES 


devient : 
b 
= | Ep (x) pif (e) + 9 (x) qh (æ) dx. (22) 


Supposons que p (x) > 0. Si l’on admet de plus que g(x) > 0 
sur [a, b], alors la formule (22) nous dit que les valeurs propres sont 
toutes strictement positives. Supposons maintenant que g (x) est 
une fonction continue arbitraire et soit m son minimum sur [a, bl, 
c'est-à-dire que g(x)> m, x €{a, b]. De la formule précédente, 
il s'ensuit immédiatement 


bd 
> | p(x) pA(z)drtm>m. 


Donc, dans le cas envisagé, seul un nombre fini de valeurs propres 
peuvent être strictement négatives. Supposons maintenant que les 
conditions aux limites sont de la forme: 

y" (a) — hay (a) = 0; y" (b) + hey (b) = 0, (23) 
où h, et *, sont des constantes strictement positives. Le second 
terme de la formule (24) est alors strictement positif et l’on s'as- 
sure comme plus haut que sous les conditions aux limites (23) et 
pour q (x) > 0 les valeurs propres sont toutes strictement positives. 

Si toutes les valeurs propres sont strictement positives ou si 
seul un nombre fini d’entre elles sont strictement négatives, alors 
est vrai le théorème de Mercer et l’on peut développer le noyau en 
une série absolument et uniformément convergente : 


G (x, £) - > Pn ie (E) | (24) 


n=1 
Cette égalité nous permet d'étendre le théorème de décomposition 
suivant les fonctions propres qui a été prouvé au [II-1-4] à une 
classe de fonctions plus vaste, plus exactement, supposons que 
f (x) est continue, possède une dérivée continue sur l'intervalle 
{a, b] tout entier sauf en un point x — c où elle subit un saut: 


f(c+0)—f(c—0)=k, 


et une dérivée seconde continue par morceaux. Supposons par ail- 
leurs que f (x) satisfait comme toujours les conditions aux limites 
(23). Composons la différence : 


fe) TT @ Ge 6), 


qui possède une dérivée continue sur l'intervalle {a, b] tout entier. 
Cette différence est justiciable du théorème de décomposition sui- 
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vant les fonctions propres. D'autre part, en vertu de la formule (24) 
le terme G (x, c) peut être développé suivant les fonctions propres, 
donc la fonetion f (x) se décompose en une série de Fourier absolu- 
ment et uniformément convergente suivant les fonctions propres. 
Ces raisonnements sont valables de toute évidence dans le cas où 
la dérivée f’ (x) présente un nombre fini de sauts dans [a, b]. Ils 
sont identiques à ceux utilisés au (tome II, [VI-2-8]) pour améliorer 
la convergence des séries de Fourier. 


I1-1-6. Exemples. 1. Considérons l’équation 
y" + Ay = 0 


avec les conditions aux limites y (0) = y (1) = 0. On a ZL (y) = y" et la fonction 
de Green s'écrit 


(—E)z (z<E), 
(—z)£ (E< x). 
Les valeurs et fonctions propres se définissent sous forme explicite 


G(z, D= 


An = nm, Px)= V2sinnnx (n—1,2,...), 


et les fonctions satisfaisant toutes les conditions du numéro précédent sont justi- 
ciables du théorème de décomposition suivant ces fonctions propres. Il est pos- 
sible d'élargir les conditions d’applicabilité du théorème de décomposition, 
mais nous glisserons là-dessus. 

2. Considérons l'équation de l’exemple précédent avec les conditions aux 
limites y (0) = y’ (1) = 0. On a 


G(z, E)= z (z<Ë), 


8 (ŒE<7z), 
et les valeurs et fonctions propres sont: 


An =(2r+1) 2; Pn (z)=y 2sin (2r+1) +2. 


3. Considérons encore l’équation de l’exemple 1 avec les conditions aux 
limites y (0) = 0; y (1) + ky’ (1) = 0. 

Composons la fonction de Green. Prenons deux solutions de l’équation 
y" = 0, l’une vérifiant la première condition aux limites, l’autre, la seconde, 
soit: y, (x) = x; yo (x) = (1 + h) — x. Les raisonnements du [II-1-1] nous. 
conduisent à la fonction de Green suivante: LÉ | | 

1+h— | 
HS z (z<EË), 
1Lh—z 
EE E< x). 


G(x,f)= 


Les valeurs propres sont toutes strictement positives et en posant À = u? on 
s'assure sans peine que les valeurs propres correspondantes u se déduisent à 
partir de l’équation tg u + hu — 0 et les fonctions propres seront c, sin u,z, 
la constante c,, étant déterminée à partir des conditions de normalisation de ces 
fonctions. . 2. 

4. L'étude des vibrations d’une membrane circulaire fixée par son contour 
nous a conduits au problème aux limites suivant: trouver les valeurs du para- 


15% 
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mètre À pour lesquelles l'équation 
Li 

+ y + (1-5) 1=0 (25) 
admet une solution vérifiant les conditions aux limites 
| sup [y (0O)|<oœ et y({)—=0, (+) 
n étant un entier positif. Ce problème aux limites diffère de ceux étudiés jusqu’à 
maintenant par le fait que les coefficients de l'équation présentent un pôle 
en x — 0 et au lieu d’une condition bien définie en x — 0 on exige simplement 
que la solution soit bornée au voisinage de x — 0. La solution de l'équation (25) 
prend une valeur finie pour x = 0. 


Nous avons rencontré plusieurs fois de tels problèmes aux limites. En multi- 
pliant les deux membres de (25) par x, on met l’équation sous la forme usuelle : 


n? 
zâ 


À (ey' (ae #0 26 
az E)+ —) u=0, (26) 
où n > 0 est un nombre donné. : 

La fonction de Green se définit comme précédemment sauf qu’en z = 0 
au lieu d’une condition aux limites on exige que la fonction de Green soit finie. 
L'équation L (y) — 0 est une équation d’Euler (tome IT, [II-1-18]) qui admet 
les solutions linéairement indépendantes x et x". 

La fonction de Green devant être finie en zx = 0, on doit la prendre de la 
forme c,x" sur l'intervalle [0, &£]. Sur l'intervalle [E, 1] on doit former une com- 
binaïison linéaire des solutions x? et x-" qui s’annule pour z — 1, autrement 
dit, la fonction de Green doit être de la forme c, (x — x"), Les constantes c, 
et c. se déterminent comme toujours à partir des conditions de continuité de la 
fonction de Green et de saut de sa dérivée première en x — £. On obtient en 
définitive la formule suivante: 


(8) er] e<o. 





ë 
G (x, E}= 
1 n 
r[(Ë)"-œr] e<o. 
L'équation avec second membre L (y) — —f (x) possède une solution unique 


satisfaisant les conditions aux limites (+), soit 
: 1 


= | 6, DE. 
0 

Les raisonnements du [I1-1-5] nous disent que les valeurs propres sont toutes 
strictement positives. En posant À — u? on déterminera les valeurs propres à 
partir de l’équation transcendante J, (4) — 1 et les fonctions propres seront 
n &) = Cnln (Unt). Pour nr = 0, l'équation ZL (y) — 0 possède deux solutions 
Taéairement indépendantes : y, (x) — 1 et y, (x) = In r. La fonction de Green 

est donc: 
— In Ë; TK Ë, 


21 
—Inx, E<z. ou) 


,D={ 


A noter que la formule (9) nous donne ici: 


Le x | 1 
= [6e DrE&=-me [r@ &-[rœimE SE, 
; : .( £ 0 ._ x ; 
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et l'on vérifie immédiatement que cette fonction satisfait l'équation L (y) = 
= —f (x) avec les conditions aux limites (+). La forme de l’équation (26) indi- 
que que r (x) = x. En ramenant le problème aux limites à une équation intégrale 
on obtient le noyau G (x, £) V Ex qui est continu sur le carré tout entier, y com- 
risenr=Ë£—=0. 

à Les  . propres de cette équation intégrale sont , (x) = 
= cn VzJo(unx) et l’on obtient la série de Fourier absolument et uniformé- 
ment convergente suivante : 


G(x, D yE= Lee ee, 


n=1 


Une division par V/£x nous donne 


Jo (Un?) Jo (UnË) 
G(z, = Y EE — , 

n=i 
et cette série ne converge uniformément que sur l'intervalle [e, 1], où e > 0 est 
un nombre arbitraire donné. Les constantes c, sont déterminées en vertu de la 
condition de normalisation par la formule (tome III,, [VI-2-2]) 

c? — . 

SR (Un) 


Signalons que la fonction G (x, Ë) définie par la formule (27) tend vers l'infini 
lorsque le point (rx, Ë) tend vers le sommet (0, 0) du carré. Comme singularités, 
outre celles indiquées ci-dessus, on a le fait que la fonction r (x) = x s’annule 
à la borne x = 0. 

Au tome V, nous étudierons en détail les problèmes aux limites pour des 
équations présentant des points singuliers aux bornes de l'intervalle et pour 
des équations envisagées sur un intervalle illimité. 


I1-1-7. Distribution de Green. On se propose d'étudier maintenant 
le cas où l'équation (1) avec les conditions aux limites (2) admet 
À = 0 pour valeur propre, c’est-à-dire que l'équation sans second 
membre ZL (y) — O possède une solution y = p, (x) vérifiant les 
conditions aux limites (2). On peut supposer que cette solution est 
normée, ce que l’on fera dans la suite. Il nous est impossible ici 
de composer une fonction de Green satisfaisant les quatre conditions 
de [II-1-1]. Il nous faudra modifier quelque peu la définition même 
de la fonction de Green. Désormais on exigera que la fonction de 
Green non seulement soit continue, possède une dérivée première 
discontinue en x = Ë et vérifie les conditions aux limites, mais 
encore que sur chacun des intervalles [a, Ë] et [E, b] elle soit solution 
non plus de l’équation L (y) = 0, mais de l’équation avec second membre 


L'IG (x, 8) = po (#) Po (x). (28) 


Si y (x) est une solution de l'équation (28) vérifiant les conditions 
aux limites (2), alors il en sera de même de la somme y (x) + cp, (x), 
où c est une constante arbitraire, puisque @, (x) est une solution de 
l'équation sans second membre Z (y) = 0 avec les conditions aux 
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limites (2) ; la constante arbitraire c se déduit à partir de la condi- 
tion d’orthogonalité des fonctions G (x, EË) et , (x): 


b 


| [G (x, E)] Po (x) dx = 0. (29) 


a 


La présence du second membre de l’équation (28) admet une inter- 
prétation simple. Si À — 0 est une valeur propre du problème, on a 
résonance pour une fréquence nulle et il sera impossible d'obtenir 
un écart statique fini avec une force ponctuelle. Pour obtenir un 
tel écart on doit en plus de la force ponctuelle appliquer une force 
continûment distribuée, ce qui se traduit par la présence du second 
membre de l’équation (28). 

On construira la distribution de Green comme dans [II-1-1]. 
Soient © (x) une solution quelconque de l'équation avec second 


membre 
L (©) = po (Ë) Po (x) (30) 


et p. (x) une solution de l'équation sans second membre associée, 
linéairement indépendante de œ, (x) et telle que 


P (x) [Po (x) gs (x) — m1 (x) p (x) = 1. (31) 


En se rappelant que l'intégrale générale de l’équation avec se- 
cond membre est la somme d’une solution © (x) de cette équation 
et de l'intégrale générale de l’équation sans second membre as- 
sociée, on doit poser 


G(x; Ë) = © (x) + cipo (x) + cop (x) (x 8), ; 
(32) 
G(x; Ë) = © (x) + cspo (x) + api (x) (x2> Ë). 


Cette fonction doit satisfaire les conditions aux limites (2). Comme 
Po (x) satisfait aussi ces conditions, on obtient les deux égalités: 


M (a) + 30" (a) + ca [oipi (a) + ps (a)] = 0, ss 
) 
Bio (0) + Baw” (db) + © [B1p1 (0) + B2ps (b)I = 0, 


d’où l’on déduit c, et c,. Les coefficients en c, et c, ne sont pas nuls, 
car 1 (x) qui est linéairement indépendante de @, (x), ne peut véri- 
fier aucune des conditions (2) {II-1-1]. Les conditions de continuité 
de G(x, &) en x = E et de discontinuité de sa dérivée première en 
ce point se traduisent par les deux relations: 


(C1 — C3) Po (E) + (Ca — C4) Pa (5) = 0, 
(C1 — Cs) Po (Ë) + (Ce — ci) pi (E) = 1 : p (8), 
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qui, en vertu de (31), peuvent être mises sous la forme: 
Cy — Cs — —P(E); Ca — Ci = Po (Ë). (34) 


Il reste encore à satisfaire la condition (29). Les constantes c, 
et c, ont déjà été déterminées par les formules (33). La première 
égalité (34) nous donne c; — c3 — ®, (£). En portant c; dans la 
première formule (32), on peut déterminer c; à partir de la condi- 
tion (29) et ensuite c, à partir de la formule ci-dessus. Les constantes 
ont toutes été déterminées sans l’aide de la deuxième égalité (34) 
et il nous reste à vérifier que c, et c,, trouvées avec les formules (33), 
vérifient bien la deuxième égalité (34). 


x 


Ecrivons à cet effet la formule (14): 
d , 0 
Po (x) L (©) — © (x) L (po) = LP (x) (P6@° — wp)]. 


Intégrons cette relation sur l'intervalle [a, b]. En tenant compte 
de l'égalité L (®,) — 0, de l'équation (30) et de la normalisation 
de la fonction q, (x), on trouve 


Po (Ë) = LP (x) (pou — pi) Es. (35) 


La deuxième égalité (34) peut être mise, en vertu de (33), sous 


la forme : 
B:10 (b)+ 80’ (b)___ &1@ (2) + æ,w (a) = p, (Ë). (36) 


B1P1 (b) + B2P:1 (b) GP (a) + api (a) 
On a les conditions aux limites suivantes pour q, (x): 


Po (a) + &ap, (a) — 0; Bipo (db) + Bey, (d) — 0. (37) 
En écrivant l'égalité (31) pour x = a et x — b et en joignant aux 
deux égalités ainsi obtenues les égalités (37), on détermine ®, (a), 
p, (a), Po (b), p, (b). En portant les expressions obtenues dans (35), 
on aboutit à (36). Faisons les calculs pour les conditions aux limites 
y (a) = y (b) = 0, c’est-à-dire pour le cas où æ&, = f, — 0. La 
formule (35) s'écrit alors: ®o (6) = p (a) © (a) p, (a) — p (b) X 
X @ (b) p, (db). Pour x = a et x = b, la formule (31) nous donne: 
P (a) 1 (a) po (a) — p (b) p, (b) p; (b) = —1, c'est-à-dire que 


’ 1 : 1 
p (a) y, (a) = CT p (6) p, (b) = D? 


et en portant ces relations dans la formule précédente, on trouve 
@(b) __ @(a) _ 
m@ na (6) 
c'est-à-dire l'égalité (36) pour &, = fi, = 0. 
Pour prouver que la distribution de Green est symétrique, écrivons 
les deux équations suivantes: 


LIG (zx; E1)l = ®o (81) Po (x); LIG (x; E2)l = Po (Ë2) Po (x). 
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Multiplions la première par G(x; E.), la seconde, par G(x; E:), 
retranchons terme à terme et intégrons sur [a, b]. En se servant de la 
formule de Green, des conditions aux limites et de la condition (29), 


on trouve 
[p (x) (G (x: &) G'(x: E)— 
—G(z; 4)G'(x: RÉEL +I Et =0, 


d'où, comme précédemment, G(E,, £.) = G(E:, 1). A signaler 
que comme au [I1-1-3] il faut partager l'intervalle d'intégration en 
trois parties. 

Considérons maintenant l'équation 


L (y) = —f (x), (38) 


où f(x) est une fonction continue donnée, orthogonale à ®, (x). 
L'’équation (38) n’admet qu’une seule solution vérifiant les condi- 
tions aux limites (2) et orthogonale à ®, (x). En effet, si elle en 
admettait deux, leur différence devrait satisfaire l'équation sans 
second membre associée et les conditions aux limites (2), c’est-à-dire 
devrait être de la forme cp, (x) et donc ne serait pas orthogonale à 
Po (x). Montrons maintenant que cette unique solution de l’équa- 
tion (38) orthogonale à , (x) est définie par la formule 
b 


y (= | 6, DE. (89) 


a 


En effet, en partageant l'intervalle d'intégration [a, b] en deux 
intervalles partiels [a, x] et [x, b], on montre comme plus haut 


au [II-1-2] que 
b 
L()= | LIG(, 517) Œ—f (0). 


D'où, en se servant de l’équation (28), 
b 
L (4)= Go (a) | 0) (© dé f (2), 


relation qui entraîne directement (38), puisque f (x) est par hypo- 
thèse orthogonale à œ, (x). Donc, si f (x) est orthogonale à ®, (x), 
alors l'équation (38) admet une seule solution vérifiant les conditions 
aux limites (2) et orthogonale à ®, (x) et cette solution est définie par 
la formule (39). 

Si F (x) est une fonction arbitraire, orthogonale à mp, (x), véri- 
fiant les conditions aux limites (2) et possédant des dérivéess bre- 
mière et seconde continues, alors en posant f(x) = —ZL(F), on 


I1-1-7. DISTRIBUTION DE GREEN 233 


peut exprimer F (x) à l’aide de la formule (39). Pour prouver cette 
assertion, il nous suffit de nous assurer que la fonction f (x) est 
orthogonale à p, (x). Ecrivons à cet effet la formule de Green (14) 
pour u = my(x) et v = F(x). En tenant compte de la relation 
L (p,) = 0 et des conditions aux limites pour ®, (x) et F (x), on 
établit l’orthogonalité de 4 (x) et f (x) par une intégration de 
la formule de Green sur l'intervalle [a, b]. Signalons encore que 
quelle que soit la fonction continue f (x), la formule (39) nous donne 
une fonction orthogonale à ®, (x), puisque le noyau G (x, Ë) jouit. 
de cette propriété. 

Penchons-nous maintenant sur le problème aux limites pour 
l'équation 


L (y) = 1 (0 ya (o y = — y (40) 


avec les conditions aux limites (2). Cherchons une solution non 
triviale distincte de @, (x). Toute fonction propre de ce problème, 
distincte de p, (x), c’est-à-dire associée à une valeur propre distincte 
de 0, doit être orthogonale à , (x) et l’on voit donc que le problème 
aux limites posé est équivalent à l'équation intégrale 


b 


y(a)=2 | Ge, D y (Ed. (41) 


a 


Considérons maintenant le théorème de décomposition suivant les 
fonctions propres pour l'équation (41). Il nous faut élucider le 
problème de la représentabilité d’une fonction par l’intermédiaire 
du noyau. On a vu plus haut que toute fonction possédant des déri- 
vées première et seconde continues, vérifiant les conditions aux 
limites (2) et orthogonale à @, (x) était représentable par le noyau 
et par suite une telle fonction se développera en une série de Fourier 
suivant les fonctions propres de l'équation (41), uniformément et. 
absolument convergente. Signalons que la condition subsidiaire 
d’orthogonalité à œ, (x) de la fonction développée en série est une 
condition nécessaire, puisque toutes les fonctions propres de l’équa- 
tion (41) sont orthogonales à œ, (x). Cette circonstance entraîne 
immédiatement la non-complétude du noyau de l'équation (41). 
Dans le théorème de décomposition, on peut, comme toujours, 
remplacer la continuité de la dérivée seconde par sa continuité 
par morceaux. 

Indiquons une méthode plus élémentaire d'étude du cas où 
À = 0 est une valeur propre. Soit m la valeur absolue de la plus 
petite valeur propre de l'équation (41). L’intervalle [—m, ml ne 
contiendra que la seule valeur propre À = 0. Prenons dans cet 
intervalle une valeur \’ distincte de 0 et dans l’équation (40) rem- 
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plaçons À par u en posant À = À’ + u. L’équation (16) devient 
d L LA 
LP (@)y'I+ A —q(x)ly= —uy. 


La valeur u = 0 n’est plus une valeur propre en vertu de ce qui 
précède et par suite on peut appliquer la théorie basée sur la fonc- 
tion de Green. En particulier, les fonctions propres du problème 
aux limites formeront un système fermé. De là il s'ensuit entre 
autres que si aux fonctions propres de l'équation (41) on adjoint 
®, (x), on obtient un système fermé. L'introduction du nouveau 
paramètre u, comme nous le verrons sur un exemple ultérieur, est 
susceptible de compliquer l'intégration de l'équation qui a servi 
à définir la fonction de Green. Dans le prochain numéro, on ap- 
pliquera la distribution de Green à l'étude d’un problème aux 
limites débouchant sur les polynômes de Legendre. Dans ce cas, 
la fonction p (x) s'annule aux bornes de l'intervalle [a, b] et les 
conditions aux limites se changent en condition de finitude de la 
solution aux bornes de [a, b]. Tout ce qui a été dit plus haut est 
valable pour ce cas. 

Nous avons vu plus haut qu’une seule fonction propre était 
associée à la valeur propre À = 0 de l’équation (1) avec les condi- 
tions aux limites (2). Si les conditions aux limites sont périodi- 
ques, par exemple sont de la forme y (a) = y (b) et y’ (a) = y’ (b), 
alors il peut exister deux fonctions propres correspondant à la valeur 
propre À = 0. Ceci vaut également pour les équations d’ordre supé- 
rieur à deux qui seront examinées plus bas. Dans tous ces cas, la 
fonction de Green se construit comme plus haut : au second membre 
de l’équation (28) il faut écrire une somme étendue à toutes les 
fonctions propres correspondant à la valeur propre À = 0, ces fonc- 
tions étant normées et deux à deux orthogonales. 


IT-1-8. EE res de Legendre. On demande les valeurs du paramètre À 
pour lesquelles l’équation 


[A — 2%) y] +70 (22) 


ossède une solution bornée aux extrémités de l'intervalle [—1, 1]. On sait que 
es valeurs propres de cette équation sont À, = n (n + 1) (tome III, [V-8]) et 
les fonctions propres orthonormées, 


= EE ps (er) (n=0, Le), (43) 


où Ph (x) sont des polynômes de Legendre. Il est aisé de voir qu'il n'existe pas 
d’autres valeurs et fonctions propres. S’il existait d’autres fonctions propres, il 
existerait une fonction propre orthogonale à toutes les fonctions (43). Pour 
montrer que cette dernière n'existe pas il suffit de prouver que les fonctions 
(43) forment un système fermé. Prouvons ceci. Soit f (x) une fonction quelconque 
continue définie sur l'intervalle [—1, 1]. Le théorème de Weierstrass (tome II, 
{VI-2-5]) nous dit que pour tout & > 0 donné, on peut trouver un polynôme 
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Q (x) tel que sur l'intervalle [—1, 1} l’on ait l'inégalité | f (x) — Q (x)| <e 
qui entraîne aussitôt 


1 
Î Li (a) — 0 (a) 1? de < 2e? 
£1 


Supposons que @ (x) est de degré m. La fonction , (x) étant un polynôme de 
degré n, on peut représenter Q (x) par une combinaison linéaire des polynômes 


Po (T); + + ., Pm (x) et les inégalités précédentes deviennent : 
1 m 
2 
| Ë (z)— Ÿ RP ts) | dx < 2e?. 
m4 k=—0 


Cette inégalité sera à fortiori vérifiée si l’on remplace les coefficients 4, par 
coefficients de Fourier de la fonction f (x) suivant le système de fonctions 
sa Le nombre & étant arbitrairement petit, on peut affirmer que l’erreur quadra- 
tique moyenne affectant la représentation de f (x) par une portion de sa série de 
Fourier suivant les fonctions (43), tend vers 0, autrement dit, les fonctions (43) 
forment bien un système fermé. 

Revenons à l’équation (42). On a dans ce cas 


L = (A2), 


et l’on voit immédiatement que la première fonction du système (43), c’est-à- 
dire la constante ms (x) = VE est solution de l’équation Z (y) = 0 et vérifie 


la condition aux limites, c’est-à-dire est bornée aux extrémités de l’intervalle. 
En d’autres termes, À = 0 est une valeur propre, ce qui résulte encore de la 
formule À, = n (n + 1) pour n — 0. Pour construire la fonction de Green, 
écrivons l'équation (28): 

d cd 
HlU—-r)vl=s. 


Zn (1 — 2?) et l'inté- 
grale générale de l'équation sans second membre associée est de la forme 


Une solution particulière de cette équation est y = — 


+ colin te Les solutions qui sont finies aux extrémités x — +1 sont 
respectivement de la forme: 
z 


Ur (&)=—T In A2) ++ In a +a =—<5in (l—z)+a, 





va (= Lin (28) En LÉ p ee Lin (a+, 


où a et B sont des constantes. Choisissons ces constantes de manière que la solu- 


tion composée soit continue pour x = Ë et orthogonale à (x) 2 . La 


première de ces conditions donne 


Lin (bte = —5in(i+E+8, 
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et l’on peut poser 
1 1 
a=—MA+E)+v B=—-si({—E)+7, 


où y est une constante qui se détermine à partir de la condition d’orthogonalité 
de la fonction de Green G (x, Ë) et de my (x). On a 


— 5 In (A2) (+814 (x <E), 
G(x, = | 
—5 (+2) ({—E)]+y (E<2). 


La condition d’orthogonalité 
1 


1 
Î G(z, É)qu(x)dr=0, ou simplement | G(x, Ë)dr=0, 
1 1 


nous donne v=z—ln2 et la distribution de Green s'écrit en définitive: 


{ —Sin(tn(+p)—m2+t (@<E, 
—75 Inf{+a)({—6])—-m2+- (>. 
Le noyau (44) est infini au voisinage des sommets x = E— —1etrz —E—1 


du carré —1 < x, Ë < 1. On vérifie sans peine que toute fonction représentable 
par le noyau 
1 


| G(x, &) e (©) Œ (45) 
“1 


sera continue, pourvu que g (x) le soit et comme dans [11-1-3] ces fonctions sont 
justiciables du théorème de décomposition en une série de Fourier suivant les 
fonctions @, (x) (n — 1, 2, ...), absolument et uniformément convergente. 
Toute fonction f (x) admettant sur [—1, 1] des dérivées première et seconde 
continues et satisfaisant la condition 


1 
| f (&) Po (&) dz=0, (46) 
4 


condition qui traduit l’orthogonalité de f (x) et @o (x), est représentable par le 
noyau à l’aide de la formule (45) et se développe en une série de Fourier suivant 
les fonctions p, (x) (n = 1, 2, ...), absolument et uniformément convergente, 
c'est-à-dire suivant les polynômes de Legendre P, (x) (n = 1, 2, ...). Si f (x) 
ne vérifie pas la condition (46), il suffit d'appliquer le théorème général de 
décomposition à la fonction 

1 


he 7 | 14 de, 
ci 


qui, elle, vérifie la condition (46). La fonction f (x) se développe suivant tous les 
polynômes de Legendre, y compris P4 (x) = const. 
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La série de Fourier du noyau est de la forme 


Les] 
(2n +1) Pn (x) Pn (E) 
D nm * (#7) 
n=1 
Elle ne peut converger uniformément sur le carré k4,, car le noyau n’est pas 
borné. Utilisons l'expression asymptotique des polynômes de Legendre pour les 
grands n (tome III,, [VI-3-8]): 


Pn (cos t)=— V — {cos [(r+5) t— T]+6n) ; 


où 6, -> 0 uniformément par rapport à 4€ [e, x — el, e > 0 étant un nombre 
arbitraire donné. Fixons une valeur Ë de l'intervalle [—-1, 1]. On a la majoration 


| P, (Ë) | TR. où mA est borné lorsque n croît. D'autre part, pour tout x € 
n 


€ [—1, 1], on a | P, (x) | < 1 (tome IIT,, [VI-1-4]). On remarque donc que pour 
E fixe, la série (47) converge absolument et uniformément en x dans l'intervalle 
[—1, 1]. La fonction (44) est orthogonale à ®, (x) et par suite la série (47) est sa 
série de Fourier suivant le système fermé (43). De sa convergence uniforme il 
résulte que sa somme est égale au noyau (44) (tome IV,, [1-3]). Des raisonnements 
précédents il s'ensuit immédiatement que la série (47) converge absolument et 
uniformément dans le carré k, si l’on exclut de ce dernier ses sommets (—1, —1) 
et (1, 1) et des voisinages de ces sommets de rayons aussi petits que l’on veut. 

Appliquons maintenant l’autre approche pour étudier le problème aux 
limites pour l'équation (42). Remplaçons le paramètre À par u en posant À — 
= u + p (p + 1), où p est un nombre fixe non entier. L’équation (42) devient 


d , 
te) v'l+p (p+1) y+hy 0. 
La valeur u—0 n'est plus une valeur propre et l’on doit poser 
d 
L(y)= 142) vip (p+ 0 y. 


L'équation L(y)—0 se transforme en une équation de Gauss (tome IIT,, [V-6], 
{[V-7]) de paramètres &œ=— — p, B=—p+1, y—1, par la substitution t— 5] 4 
Cette équation admet les deux solutions : 

1 1— 
ner (—p,p+t15 Es peter (—p, p+1,13 SE), 


la première étant régulière pour x— —1{, la seconde, pour x—1. On peut 
choisir la constante c de telle sorte que 











v4 (2) va ()— vi (© =. 








On montre alors que RTE » €t par suite la fonction de Green est 
définie par : 

aF (—p, p+1,15 EE) F(—p, pH1, 1; Si) 
Ge D= = (& <E). 


: 4&sin pr 
(48) 
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Si E< x, il faut permuter x et £. A la suite du changement de paramètre, les 
valeurs propres seront définies par la formule pu, — n (n + 1) — p (p + 1), les 
fonctions propres étant toujours les fonctions p, (x). La série de Fourier du 
noyau (48) s'écrit: 


Gi, 2 2mœ+D—pœ+ 0" 


et comme plus haut elle donnera la fonction de Green (48) pour tout point fixe 
& de l'intervalle [—1, 1] et pour tous les x de cet intervalle. Signalons que le 
noyau (48) n’est pas borné ici. 


I1-1-9. Fonctions d’Hermite et de Laguerre. On peut construire la fonction 
de Green pour des problèmes aux limites conduisant aux fonctions d’'Hermite et 
de Laguerre. 

Les fonctions d’Hermite 1,, (x) (tome III,, [VI-3-1]) sont les fonctions pro- 


pres de l’équation 
y" + —z)y=0 


sur l'intervalle ]—o, cf et à condition que y —> 0 lorsque x —> —o et x + 
— +. Les valeurs propres sont À, — 2n + 1 (n = 0, 1,...). En remplaçant 
À par À — 1, on met l'équation sous la forme 


LYy+Ay=0, où Ly=y —({+7x)y, 


les valeurs propres étant définies maintenant par la formule À, = 2r +2 
(n = 0, 1,...). L’équation 


LYy)=y"—-(+z)y=0 


x? x? 


admet y—e? pour solution et la substitution y=we ? 
trouver immédiatement son intégrale générale 


nous permet de 


zx x 
y= Cie é Î e* dv, 
C: 


où C, et C, sont des constantes arbitraires. Lorsque x Ë£, on doit prendre 


la solution qui s’annule pour z= —, soit 
x? x 
Y, = ae . Î pe dv, 
— 00 


où a est une constante. Pour x > Ë on prend de façon analogue la solution 
2? +œ 
Ye =be è Î e”* dv, 


x 


où b est une constante. Les constantes a et b se déterminent à partir de la con- 
dition de continuité de G (x, £) en z = E et de saut de la dérivée première 
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G' (x, Ë) en x = £. On obtient en définitive 
( x?+É? x +0 














_ Re | e7% dv | eldt (z<E), 

a 9] 

Ca D=l un 
| 2 e ? [ e7% dv | eat (r>E). 

(vr Le : 


Les fonctions de Laguerre ©, (x) ((tome III, [VI-3-5]) pour s — 0) sont les 
fonctions propres de l'équation 


zÿ" ++ (a +) y=0 
sur l'intervalle ]0,  [ et à condition que la solution soit bornée au voisinage 
de x=—0 et s’annule pour += +00. Les valeurs propres sont An = + n. La 
substitution de + à À nous permet de mettre l’équation sous la forme 
L(y)+Ay=0, où Lw=ay"+y (545) y; 
les valeurs propres sont An=n7+1 (n—0, 1, ...). L'équation 
L= ay" +y— (+++) v=0 


admet y—ex/? pour solution et la substitution y—we*/? nous conduit facile- 
ment à l'intégrale générale 


À 





x 
JC | — do +.Cs) . 
+00 


Pour z<£, on doit prendre la solution régulière en z—0, soit : 
y1 = aex/?, 
et pour z>EË la solution nulle en =, soit : 
Are 
Ya = be ? | — dre 
x 





VU 


En déterminant a et b comme indiqué plus haut, on obtient finalement : 
XHÉ oo 

E 

e 





e”? 





G (x, E)= 


U 





eT? 


du (z<EË), 
è d 








— dv (x). 


E 
HE oo 
| 
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II-1-10. Equations du quatrième ordre. Comme plus haut, on peut 
pour les équations d'ordre supérieur envisager la fonction de Green 
et la réduction du problème aux limites à une équation intégrale. 
L'étude des vibrations d’une barre nous a conduits au problème 
aux limites suivant: trouver les valeurs du paramètre À pour les- 


quelles l’équation 
SE ES (49) 


admet une solution non triviale vérifiant quatre conditions aux 
limites homogènes. Si, par exemple, la barre est fixée à l’extré- 
mité x = 0 et libre à l'extrémité x = [, les conditions aux limites 


sont 
Y lx=o = Ÿ° lezo = 05 Y" ler = Y" lens = 0. (50) 
Pour une barre non homogène, on obtient l'équation 
yANV) — Ar (x) y = 0. (51) 


‘La fonction de Green G (x, Ë) décrit la déformation statique due 
à l’action d’une force ponctuelle. Cette fonction se définit à partir 
des conditions suivantes: 1) elle est continue avec ses dérivées 
première et seconde par rapport à x dans le carré k,; 2) pour 0 x < 
TZ E et E << x << 1 elle possède des dérivées jusqu’à l’ordre quatre 
continues et vérifie l’équation sans second membre GAV) (x, E) = 0; 
3) elle satisfait les conditions aux limites pour toute valeur E de 
{0, [l; 4) sa dérivée troisième présente un saut sur la diagonale 
de ko, défini par 


G(E+HO, EE) —G"(È —0, E) = —1. (52) 


Si y (x) est une fonction possédant des dérivées jusqu’à l’ordre 
quatre continues, la dérivée quatrième étant nécessairement continue 
par morceaux, satisfait les conditions aux limites (50), alors de la 
œelation yAVW) = — f(x) il s'ensuit 


l 
y(0= (G(, DFE, (53) 
ù 0 


et réciproquement, une fonction définie par (53) possède des dérivées 
jusqu’à l’ordre quatre continues, satisfait les conditions aux limites 
(50) et l'équation y{V) — — f(x), pourvu que f (x) soit continue 
sur [0, {]. Donc, le problème aux limites pour l'équation (49) se 
ramène à l'équation intégrale 


l 
(= A (GG D7E SE, 


0 
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et pour l'équation (51), à l'équation intégrale 
l 


y (= —A | 6, Dr Ov Ed. 


0 


Les fonctions propres formeront comme plus haut un système fermé 
et toute fonction vérifiant les conditions aux limites (50) et possé- 
dant des dérivées jusqu’à l’ordre quatre continues, se développe en 
une série de Fourier suivant les fonctions propres absolument et 
uniformément convergente. Exactement comme au [I1-1-5], on démon- 
tre que toutes les valeurs propres sont strictement positives et par 
suite le théorème de Mercer nous dit que le noyau se développe aussi 
suivant les fonctions propres. | | 


Construisons la fonction de Green pour le cas d’une barre fixée par ses 
extrémités, c’est-à-dire pour les conditions aux limites y (0) = y" (0) = y (1) = 
= y’ (!) = 0, en admettant que r (x) = 1 et ! — 1. L'intégrale générale de l’équa- 
tion y V) = 0 est, un polynôme du troisième degré à coefficients arbitraires. 
On peut facilement trouver les solutions vérifiant les conditions aux limites en 
une extrémité seulement. Ce seront les solutions 


Yi) = (a + at); Ya (x) = (x — 1)? (b1 + bar). 


Les constantes arbitraires se déterminent à partir de quatre conditions: les 
conditions de continuité de la fonction et de ses.dérivées première et seconde en 
zx — E et de discontinuité (52) de la dérivée troisième. Des calculs élémentaires 
nous donnent l’expression définitive de la fonction de Green: 


Ge, D= LÉ T Gtte—3) (LE 


Pour E< x, il faut permuter x et £. 


IL-1-11. Théorèmes de décomposition de Stéklov précisés. Au 
I1-1-4 on a établi le théorème de décomposition suivant les fonc- 
tions propres p, (x) de l'équation (16). On se bornera ici à des condi- 
tions aux limites de la forme 


y (e) = y (6) = Ÿ. (54) 


Les théorèmes de décomposition suivant les fonctions ,(x) pour 
des hypothèses assez générales ont été établis indépendamment 
de la théorie des équations intégrales dans les travaux de V. Sté k- 
lov. Les résultats ont été rassemblés dans son ouvrage Problè- 
mes fondamentaux de physique mathématique, t. 1 (en russe). Voici 
quelques-uns d’entre eux. 

Pour simplifier on admettra que q (x) > 0. Cette restriction 
peut être levée dans les numéros [II-1-11] à [II-1-18]. Soit f (x) 
une fonction continue possédant une dérivée première continue sur 
{a, b] ef satisfaisant les conditions aux limites (54). L'existence de 
la dérivée seconde n’est pas admise. Prouvons une formule pré- 


16—01017 
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liminaire 
b 
1 Matt +amm)p(sidr=0 pour AZI, (55) 


En effet, en intégrant par parties et en tenant compte de l’équation 
satisfaite par les fonctions 


q (x) Pa (x) — _ [p (x) pa (x)] = AxPx (x), (56) 


on obtient 


b 
Ê Lp (a) où (e) of (2) + 9 (2) qù (2) qu (I de = 


= p (2) à (2) pr (Es + à | qu (x) qf (2) ds. 


Les deux termes du second membre sont nuls, le premier, en raison 
de œ, (a) = 1 (b) = 0, le second, en raison de l’orthogonalité des 
fonctions propres. Considérons maintenant la fonctionnelle 


b . 
Ju) = À Lri(e) y?+ a (2) y°1dz (57) 
8 
et portons dans cette fonctionnelle 
n-1 
v=rn (= f (0 — À xp: (0). (58) 


où c, sont les coefficients de Fourier de la fonction f (x): 
b 
= À 7 (0) 9 (2) dr. (59) 
a 
En chassant les parenthèses et en tenant compte de (22) et (55), 
on trouve 
n—1 


b 
JF) ZE cxqn (eo) ]= | Ip (F2 (0) +9 (0 P (1 + 
k a 


; n—1 n-1 b 
+ Z Mci—2 3 0 | Lo (a f' (0 œù (a) + a (0 f (0) où (dr. 
"k=1 k=1 a 


En intégrant la dernière intégrale par parties et en tenant compte 
du fait que f (a) = f (b) — O par hypothèse et de l'équation (56), 
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on obtient 
n-i 


J[(@)— 3 ca (0 |= 
R 


b 1 


=Î1 (F8 (0) +000 (ide D ci. (60) 
 R=i 
Si l’on admet que p(x) >> 0 et g(x)=>0, on déduit aussitôt de cette 
formule une RU identique à celle de Bessel : 
b 


3 ha< Ï Le (2) F2 (e)+ 9 (0) Pr, (61) 
Rmi 
et la convergence de la série du premier membre. Tous les termes 
de cette série sont strictement positifs, car À, > 0 pour g (x) > 0. 
Remarquons que la démonstration de l'inégalité (61) est inté- 
gralement valable si l’on admet que la fonction continue f (x) admet 
une dérivée f’ (x) partout sur [a, b] sauf en un nombre fini de points 
As gs + + + Am, Cette dérivée étant partout continue sauf en ces 
points où elle présente une discontinuité de première espèce. Pour 
intégrer par parties, il suffit d'intégrer sur les intervalles de con- 
tinuité de f’ (x) et d’ajouter ensuite les intégrales. 
Prouvons maintenant que sous les conditions imposées à j (@ 
la série de Fourier de cette dernière, soit 


Ÿ cx9 (2) _@2 
k=1 | : 


converge régulièrement sur l'intervalle [a, b], c'est-à-dire que la 
série 


À lea (2) (63) 
converge uniformément sur cet intervalle. L'équation intégrale 
b | 
pa (a)= A À Ge, E) qù (dE, (64) 
nous permet de mettre la série (63) sous la forme 
2 An Car (x), | (65) 
où 
b 
(@)= | (x, 2 qu dt (66) 


16° 
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peuvent être traités comme les coefficients de Fourier de la fonc- 
tion G(x, Ë) de £. L’inégalité (64) nous donne 


co b . ” 
D bte) < (PE GE, D+1@ (x DPF, (67 
R=1 a 


où Gz(x, €) est la dérivée de G(zx, £) par rapport à £. Toutes les 
fonctions figurant sous le signe d'intégration sont bornées, et de 
(67) il s'ensuit que 


À hit @ EM, (68) 


où M est une constante. Remplaçons À, par VA Va et appli- 
quons l'inégalité de Cauchy à une portion de la série (85) : 


2 An lcx br HIS VS Agck VS avt) Az Ph (x) 


ou 
m+p 


2e À ln br (1 VS na D Anck V M ; 


cette inégalité et la convergence de la série de termes À,c* entraînent 
immédiatement la convergence uniforme de la série (65) sur l’inter- 
valle [a, b], c'est-à-dire que la série (62) converge régulièrement. 
EN d’autre part que la somme de cette série est f (x) (tome IV;, 
{1-5)). 

Citons encore une démonstration du théorème de décomposition 
sans l’ ‘hypothèse g (x) > 0 et sous les précédentes restrictions rela- 
tives à f (x). Cette démonstration est due aussi à Stéklov. Intro- 
duisons la notation (58) et prouvons tout d’abord qu'il existe une 
constante C (ne CÉDOR CARE pas de n) telle que 
Lis 


Fe = pers (x) dr <C. (69) 
On a : oi 
re 6 n-1 S 
= | P (x) [#' (x) — Ÿ cup (a) | dx = 
a ki 
n—1 
os ={r@ [+ 3 cxpi (0) ]r (dr 


. 
b n-i b 
. = [pre (dr D o | p (2) qi (era (o) de. 


k=i a 
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En intégrant la dernière intégrale par parties et en tenant compte 
de (56) et de l’orthogonalité de r,(x) et des fonctions m,(x) (k—: 
— 1, 2,...,n—1), on obtient 
b b ; b : 
=] pe) f' (a) ra (a) de + J ae) rn (a) f(e) dr — | a(z)rè (a) de, 


d’où, en désignant par q le maximum de lg (x) sur [a, b] et en, 
appliquant l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski, en remplaçant p(x) 


par V p(x) V p(x) dans la première intégrale, il vient 


b 
On <V | PF? (9 de Von + 


+aV | roaV ra (t) dx +4 rà (x) dx. 


a 


Comme 
b 


lim | rn (x) dx =0, 

n— 00 | 

en vertu de l'équation de fermeture, on obtient pour 0, : 
On < Ci Vo, + Cas 


où c, et c, sont des constantes strictement positives. On voit sur 

cette inégalité que ©, reste bornée lorsque n croît et l’on obtient (65)- 
D'autre part, de la relation 

x 


2 y (6) dé = 73 (2) -rà (E) 
il s’ensuit que 
rh (e) = rà (+2 | ra(t)ra Ga, 


d'où l’on déduit en appliquant l'inégalité de Cauchy-Bouniakoveki 
avec Ex: 


A @ +2 ra (9) a Ÿre ds 
CSS D 
<ri (®) :2V j rio dt. V | ri (0) dt. 


a a 
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Si z<<E, il faut changer les limites d'intégration de £ et z. Une 
intégration par parties par rapport à je sur {a, b] nous donne 


6-oñ@< {A @&+20—0 V [72 0 dt. V$roa frs 2(t) dt. 


En désignant par p, le minimum de F fonction —. sur 
[a, b], on trouve compte tenu de (69): 
| b b 

{re (t) di<— Ï p(t)r£(t) dat<—., 


et l'inégalité précédente nous donne 


= [8 «at +2 TV { rà (t) dt. 


Le second membre ne dépend pas de x et tend vers O0 lorsque 
n — oo, d'où il résulte que r, (x) —— 0 uniformément sur [a, b|, 
c'est-à-dire que la série (62) converge uniformément sur cet inter- 
valle et sa somme est f (x). On démontre sans admettre que q (x) > 0 
que la série (62) converge régulièrement. 


ra (2) < 





I1-1-12. Justification de la méthode de Fourier pour l’équation 
de la chaleur. Considérons l'équation aux dérivées partielles: 


lo l-eou (70) 


qui décrit la diffusion de la chaleur dans une barre non homogène 
en présence de perte de chaleur par rayonnement. En admettant 
que a << x < b, on cherchera la solution de l'équation (70) qui 
vérifie la condition initiale 


u ko = f(x) (xEla, bl) | (71) 
et les conditions aux limites 


u |x.a — 0; u Îx=b = 0. (72) 
La méthode de Fourier nous donne la solution | 
u (a, t)= > che "# pa (a), (73) 


où À, et p.(x) sont les valeurs et les fonctions propres de l’équa- 
tion 


LP yI+ A — 9 (@]1y=0 (74) 
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avec les conditions aux limites 
y (a) = y (b) = 0, (75) 


et c, les coefficients de Fourier (59) de la fonction f (x). On admettra 
que g (x) > 0 et que f (x) possède une dérivée continue sur [a, b] 
et satisfait les conditions aux limites (72). Observons que tous 
les À > 0, car g(x) > 0. Montrons que la fonction (73) remplit 
toutes les conditions du problème, c'est-à-dire satisfait (71) et 
(72) et l'équation (70) pour € > 0. | 

Nous avons prouvé que la série (73) converge régulièrement sur 
l'intervalle [a, b]. Comme À; >> 0, on affirme que la série (73) 
converge absolument et uniformément pour t > 0 et x Ela, b]. 
Donc, sa somme est une fonction continue pour les valeurs indi- 
quées des arguments, c’est-à-dire que 


œ@ 


lim u(z,t)=u(x, 0)= À cxpa (x) = f (2). 
t—+0 R=1 


Ceci prouve que la condition initiale (71) est réalisée. Les condi- 
tions aux limites (72) sont satisfaites par uw, car elles le sont par 
les fonctions (x). Il reste à vérifier l'équation (70) pour t > 0. 
Chaque terme de la série (73) est par construction solution de l’équa- 
tion (70) et il suffit donc de prouver que la série (73) est dérivable 
terme à terme une fois par rapport à t et deux fois par rapport à x. 
Pour cela il suffit de montrer que les séries . 


À Mie pu (2)  G) 
DOC CES (76) 
à ce "x" q} (x) | (763) 


convergent uniformément pour { > «&, où &œ =—>0 est un nombre 
arbitraire, et pour x € [a, b]. Comme A4 —+ co avec k,ona Ape aa — 
— 0 et Ange at < Axe "#4 pou t> a, c'est-à-dire qu’il existe un 
N (ne dépendant pas de t) tel que Age” hi <Apouf>aetk> N. 
De 1à, en tenant compte de la convergence uniforme de la série (63), 
on déduit la convergence uniforme de la série (76,) pour £ > « 
et xEla, b]. Fe … À 

: On démontre exactement de la même manière que la série (73) 
est dérivable terme à terme par rapport à t autant de fois qu’on 
Le veut pour { >> 0. Pour étudier les autres séries, écrivons l’expres- 
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sion (64) pour x (x) en tenant compte de (7): 
i : b 


a Ce) — Mau (2) | va (E) Da () dE + Aug (2) | va (E) Pa (E) dE, 
d'où | 
| x b 
Ph (2) = Au (x) | va (E) où (®) dE + lave (2) | va CE) a (©) dE 
et. : 


eue" hat (2) = y (2) [pa (6) Ane”'qn (E) dE + 


b 
+ y5 (0) | 14 ©) ne 9 ps (E) dE. (77) 


La convergence uniforme en x de la série (76,) sur [a, b] pour 
t=>0 entraîne celle des séries 


2 BR Men (E) et 2] va (6) Ar" # qu (E) 


sur {a, b]. De là il résulte, en vertu de (77), que la série (76,) converge 
uniformément. Il reste à étudier la série (764). On se servira à cet 
effet de l'équation (56) pour les fonctions propres. Cette équation 
nous donne: 


one qi (a) = ET — p' (2) que Qé (e) + 
+ g (x) ce TA pe (z)— ce op (2)], (78) 


de là on déduit la convergence uniforme de la série (764), puisque 
les séries (73), (76.,) et (762) le sont sur [a, b] pour tout t > 0. Ceci 
prouve que la fonction u (x, t) définie par (73) possède les dérivées 
partielles voulues (i.e. uw, et u.,) et est solution de l’équation (70) 
pour { =>0. On obtient ainsi le théorème suivant: 


Théorème. Sila fonction f (x) de la condition initiale possède 
une dérivée continue sur l'intervalle (a, b] et vérifie Les conditions 
aux limites (72), alors la fonction u (x, t) définie par la formule (73) 
satisfait la condition initiale (71), les conditions aux limites (72) et 
l'équation (70) pour t> 0. La série (73) est dérivable terme à terme 
autant de fois qu’on le veut par rapport à t et deux fois par rapport 
à.x pour t>0. 
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II-1-13. Justification de la méthode de Fourier pour l’équation 
des vibrations. Considérons maintenant l'équation 


PE [n( at (7) 


avec, en plus des conditions aux limites (72), les deux conditions 
initiales : 
ôu 


ul_,=f@: = (80) 





t—0 


La méthode de Fourier nous donne la solution sous la forme 
00 


u(z,t)= 2 (ax cos Ant +bs sin VA) qu (x), (81) 


où À, et p,(x) sont celles du numéro précédent, et 





b b 
= fonda: b= As fn (@)qu(x) dr. (82) 


a 


Comme au numéro précédent, il nous suffit de montrer que la série (81) 
et les séries obtenues par une double dérivation par rapport à t et 
à æ convergeront uniformément sur [a, b] quel que soit t. 

Divisons la série (81) en deux et commençons par étudier la 
série 


2 a, cos V À, tp, (x). | (83) 


Comme À; > 1 pour tous les k assez grands, on a VA, < À» pour 
les k assez grands. 

. Si l’on prouve moyennant certaines conditions sur p (x), q (x) 
et f(x) que la série 


À Ales (2) (84) 


converge uniformément sur [a, b]l, alors en reprenant ad litteram 
les raisonnements du [1-1-13], on prouvera toutes les propositions 
mentionnées ci-dessus relativement à la dérivation terme à terme 
de la série (83). 

En effet, ceci est évident et pour la série (83), puisque Àz — 0, 
et pour les séries obtenues par dérivation par rapport à t, puisque 


V'Ax <<} pour tous les Æ assez grands. Pour prouver la dériva- 
tion simple par rapport à x, il suffit d'établir la convergence uniforme 
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de la série 
> lazpx (x) |. 
E=1 


Cette convergence uniforme résulte directement de celle de la série 
(84) en vertu de la formule 


x b 
ax Ph (2) = y; (2) fu () Aiaxqx E) dE + vs (2) | vs (E) Anaxqa (E) dE, 


qui est analogue à la formule (77). Pour établir la CORNOFERRCE 
uniforme de la série 


2 lex (x) 
k=1 


il suffit d'utiliser une formule analogue à la formule (78) en éliminant 
comme plus haut le facteur ent, Tout se ramène donc à la dé- 
monstration de la convergence uniforme de la série (84). 

En tenant compte de l'équation (56), on peut écrire 


b 
Ajax = M | f (x) qu (2) de — 


b 
= À f(x) {a (x) que) — 7 1 (2) où (1) dz. 


Si l’on admet que f (x) possède des dérivées première et seconde 
continues et satisfait les conditions (72), on obtient en intégrant 
par parties: 


May = [{a (e) f (@)— LP () f' (01) ox (0) de. 


Si l’on suppose que l’expression entre accolades possède une déri 
vée continue et satisfait les conditions aux limites (72), alors il 
s’ensuivra que la série (84) est uniformément convergente sur [a, bl]. 
Cette _hypothèse se ramène à la suivante: f (x) admet des dérivées 
jusqu’à l’ordre trois continues, p (x), des dérivées première et seconde 
Fo g (x), une dérivée continue, et 


LP (x) f' (21 9 (x) f (&) = 0 pour æ=a et = b. (85) 


PR Î (x) doit également vérifier les conditions (72), on peut 
mettre (85) sous la forme 


tp f (@I=0 pour z=a et z=b. (86) 
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Considérons maintenant la série 
À ba sin VA êqn (2), (87) 


où b, sont définis par la deuxième égalité (82). Comme plus haut, 
il suffit de prouver la convergence uniforme de la série 


2 A lb:Pn (x)|, 
c'est-à-dire de la série 


À VA li (1, (88) 


b 
bi = | fi (2) qù (x) de. 


a 


Si l’on admet que f, (x) possède des dérivées première et seconde 
continues et satisfait les conditions (72), on obtient comme plus haut 


b : 
Mbk = | {a (a) fa Ce) — SL (2) fi II} qù (o) de = bi, 


a 


‘où b; est le coefficient de Fourier d’indice k de la fonction continue 
comprise entre accolades. En posant encore @x (x) = AxŸz (x), on 
trouve : 


Vi lbkps (2) = V An 1bk ba (x) |, 


d’où, en vertu de l'inégalité de Cauchy, 


mhp ME JE 
Vin GS) 2 6-1 2 ut (), 


ou, compte tenu de (68), 
m+p MEP 
2 VA lbips (I pi be-V M. 


Or la série constituée des termes b* converge et de la dernière inéga- 
lité il s'ensuit immédiatement que la série (88) converge unifor- 
mément. On obtient donc le 


Théorème. Sip(x) possède des dérivées première et seconde 
continues, g (x)> 0 et possède une dérivée continue, f (x) possède des déri- 
vées jusqu'à l'ordre trois continues, vérifie les conditions (72) et la 
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condition (85), et si enfin f.1 (x) possède des dérivées première et seconde: 
continues et satisfait les conditions (72), alors la fonction u (x, t) 
définie par la formule (81) est une solution de l'équation (79) vérifiant 
Les conditions aux limites (72) et les conditions initiales (80). Sous ces 
conditions, la série (81) est dérivable terme à terme deux fois par br 
à t et à x et les séries obtenues convergent uniformément sur [a, b 
quel que soit t. 


II-1-14. Théorèmes d’unicité. Nous avons établi l'existence de 
solutions des équations (70) et (79) vérifiant des conditions initiales 
et des conditions aux limites données. Prouvons maintenant l’unicité 
de ces solutions. 

Commençons par l'équation (70) pour g (x) > 0 en admettant 
que les solutions sont continues pour { > 0etx€{a, bl et possèdent 
des dérivées premières et secondes par rapport à x (f > 0) continues 
et des dérivées premières par rapport à £ continues sur [a, b]. Nous 
avons déjà construit une telle solution au [IT-1-12]. 

Dire qu'une telle solution est unique revient à dire que la solu- 
tion uw, (x, t) de l'équation (70) qui vérifie la condition initiale 


homogène 
Uo l=o = 0 (zEla, bl) (89) 


et les conditions aux limites (72) est identiquement nulle pour 
t> 0. 
Ecrivons l’équation (70) pour u, (x, t), multiplions ses deux 
membres par u, (x, t) et intégrons par rapport à x. On obtient 


b b b 
1 à ôu 
— — \u? dr — PE | p(æ) Fe |dr— [a(x) ui de. 
a a a 

Toutes les opérations sont licites en vertu des propriétés de u,o (x, t) 
indiquées plus haut. En intégrant par parties la première inté: 
grale du second membre et en tenant compte des conditions aux 
limites, on obtient 

: b b b 

Q 2 
or fuidr= _ Îpt (Se) dx — {at u° dr 0. 
a a a 


Donc, la fonction positive de t 

b 

fQudr  (@ 
continue pour t > 0 et nulle pour { = 0, en vertu de (89), possède 
une dérivée négative pour £ => 0. D'où il résulte que la fonction 


(90) est identiquement nulle pour t => 0. Donc, il en est de même 
de u (zx, t) pour t > 0, ce que nous voulions. 


: 11-444: THÉORRMES D’UNICITÉE 253 


Passons maintenant à la démonstration du théorème d'’unicité 
pour l'équation (79) avec q (x) > 0. On admettra que les solu- 
tions u sont continues avec leurs dérivées u;, Us Uxs Uxx SUT 
{a, b] quel que soit {. On a déjà construit une telle solution au 
{11-1-13]. Affirmer que la solution est unique revient à affirmer 
que la solution uw, (x, t) de l'équation (79) qui vérifie les condi- 
tions initiales homogènes : 





=0 - (91) 


et les conditions aux limites (72) est identiquement nulle. 
Introduisons la fonction 
t 
v(x, t)— [0 (x, T) dr. (92) 
0 # 


Cette fonction possède des dérivées v,; Li, Urexs Vxts Vis Continues 
pour x Ea, bl et t E | — oo, œ[. Ecrivons l'équation (79) pour 
üuo (x, 7%) et intégrons-la par rapport à t entre t = 0 et rt = it. En 
tenant compte de (91) et (92), on trouve 


PE = E[p(D 260 PE | q(x)v (x, #). 


Remplaçons { par 7, multiplions les deux membres par w. (x, T) 
et intégrons par rapport à t entre t = 0 et tr = £. En vertu de (91) 
et de (92), on obtient ù 


t 
Lui (x, t)= (2 (x LE LP) v, (x, Dlde— 7 a (2) v(x, t). 
0. : : 


Intégrons les deux membres par rapport à x sur |a, b] et intervertis- 
sons l'ordre d'intégration dans l'intégrale itérée : 


b 
3 frt(a, t) dr — 
a Lau ie 
t b 
1 


AE v) + lp (aux (a, ride} ptet) t) dr. 


Dans l'intégrale entre accolades, intégrons par parties et tenons 
compte du fait qu’en vertu-de (91}-et:(92) le terme non compris 
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sous le signe d'intégration est nul: 
: 
7Îu (x, t) dr — 
a 
t b , b 
= — f{ jp (T) Urx (T, T) V2 (x, 7) dr} d—+\a (x) v2(x, t) dx. 
0 «a a 
En changeant l'ordre d'intégration, en intégrant par rapport à 
+ et vu que v,(x, 0) —0, on obtient: 
b b : b 
a L (x, t) dr — —5[? (x) vx (x, T) da (x) v?(x, t) dx, 
a a a 


d’où il vient 
b 
[ut (e, 5) dr <0, 
a 


donc v} (x, t) =0 pour x € [a, b] et t E | — co, œ[. En vertu de 
(92), on a uw, (x, t) =0, ce que nous voulions. On observera que 
l’on peut écarter la condition g> 0. 


Il-1-15. Propriétés extrémales des valeurs et fonctions propres. 
Revenons au problème aux limites pour l'équation 


21? (2) y'I+ [A —g(x)] y =0 (93) 


ou, ce qui est équivalent, pour l'équation 


L (= —Ay, où L(y = [p(x) ]—a(x) y. 


On peut ramener l'équation (1) à la forme (93) par la substitution 


= fr (x) dx. (94) 


a 


L’'équation (1) s’écrit alors 
r (a) + [ro p © + Gr) (@)y=0, 


et en divisant les deux membres par r (x), on obtient une équation 
de la forme (93). Il est essentiel que r (x) ne s’annule en aucun point 
de l'intervalle [a, b]. On admet que dans l’équation (93) p (x) > 0 
sur [a, b] et que les conditions aux limites sont de la forme 


y (a) = y (b) = 0. (95) 
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Sous ces conditions on a vu au [I1-1-5] que les valeurs propres s’expri- 
ment au moyen des fonctions propres associées par la formule: 


b 


n = | LP (2) pr (2)+ 9 (2) A (al dr, (96) 


a 


et il ne peut exister qu’un nombre fini de valeurs propres stricte- 
ment négatives, de sorte qu’on peut admettre que les valeurs propres 
sont disposées par ordre de croissance, soit A4 << Ào << 3 

Le problème aux limites posé est équivalent à l'équation inté- 
grale: 


b 
p(a)= A [G (x, E) p (Ed, 


a 


où G (x, Ë) est la fonction de Green relative à l'opérateur Z (y) avec 
les conditions aux limites (95). On sait (tome IV,, [I-42]) que la 
première valeur propre À, est la plus petite valeur que puisse prendre: 
l'intégrale 

b 


sur la classe des fonctions continues w(x) vérifiant la condition 


) & (x) o (6) dx dé (97} 


es 


bd b 
ÎLISG D0@ &f'ar-1. (98) 
Or, l'intégrale 
b 
ya= [ce DobE (99) 


a 


définit, quelle que soit la fonction continue « (£), une fonction 
y (x) possédant des dérivées première et seconde continues et satis- 
faisant les conditions aux limites (95). Réciproquement, toute fonc- 
tion y (x) jouissant de ces propriétés s'exprime par une intégrale (99 
moyennant un choix convenable de la fonction continue & (x) — 
= —L (y). 

On peut donc, en vertu de (97), (98) et (99), affirmer que À 
est la plus petite valeur de l'intégrale 


: {2 (y) y dx (100) 
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sous réserve que 
b . oo 
| y2 (x) dx =1 (101) 
a 


sur la classe des fonctions y (x) possédant des dérivées première 
et seconde continues et vérifiant les conditions aux limites (95). 
En intégrant (100) par parties, on constate que À, est la plus 
petite valeur de l’intégrale 
b 
Î L (2) y'2+ q (a) y? de (102) 


a 


sous la condition (101) sur la classe des fonctions y (x). La première 
fonction propre y = p, (x) réalise le minimum À, de l'intégrale 
(102) en vertu de (96). Passons à la deuxième valeur propre À. 
On sait que c’est la plus petite valeur de l'intégrale (97) si à la 
condition (98) on joint encore la condition 

b 


[0 (®) 61 (E) dt =0. (103) 


a 


Si l’on définit y (x) par la formule (99), alors (tome IV,, [1-311) 
b b 


_f | 1 
y (a) qu (x) de = 5 [0 (8) où (E) dE 
et par suite la condition (103) équivaut à la condition 
b 
Ÿ y (2) qu (a) de = 0. (404) 


Donc, la valeur propre X, est la plus petite valeur de l’intégrale (102) 
sur la classe des fonctions y (x) possédant des dérivées première et 
seconde continues et vérifiant les conditions aux limites (95) et 
les conditions subsidiaires (101) et (104). 

D'une façon plus générale, la valeur propre à, est la plus petite 
valeur de l’intégrale (102) sur la classe des fonctions y (x) possédant 
des dérivées première et seconde continues et vérifiant les condi- 
tions aux limites (95) et les conditions accessoires suivantes: 

b b 
fur dr=1; Î où (2) y (x) dx = 0 (= 1,2, ...,n—1). (105) 
a a 


t: Montrons que l'équation (93) est une équation d'Euler exprimant 
une condition nécessaire d’extrémum de l'intégrale (102) sous la 
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condition (101). En effet (tome IV,, [II-8]), en composant pour la 
fonction 

F= px) y? + q(x) y? — AM 
l'équation d’Euler 


" d 
7 Fur —F,=0, 


on constate que celle-ci est bien confondue avec l'équation (93). 
Considérons maintenant l’extrémum de l'intégrale (102) sous deux 
conditions subsidiaires, plus exactement, les conditions (101) et 
(104). Composons la fonction auxiliaire: 


F=p(a)y*+ (x) y° — Ag? — up (x) y, 
et l'équation d’Euler correspondante: 


2 LP (0) 14 (A 9 (o)) y + qu (9 = 0. ne 


Montrons que la constante u est nulle, c’est-à-dire que nous obte- 
nons de nouveau une équation (93). Ecrivons à cet effet l’équation 
(93) pour la première fonction propre: 


2 (p (x) @! (01 + (a —q (2) 9 (2) = 0. 


Multiplions cette équation par y, l’équation (106), par , (x), retran- 
chons membre à membre les deux équations obtenues et intégrons 
la différence sur [a, b]. En tenant compte de la condition d’orthogo- 
nalité (104) et du fait que la première fonction propre est normée, 
on obtient la relation suivante: 


b 
Le [Ur Lo (0 of (1 — 1 (2) Le (2) 1) de. 


a 


Une intégration par parties, compte tenu des conditions aux limites, 
nous assure immédiatement que cette intégrale est nulle, donc 
u = 0, ce que nous voulions. En général, si l’on écrit l'équation 
d’Euler qui exprime la condition nécessaire d’extrémum de l’inté- 
grale (102) sous les conditions subsidiaires (105), on est conduit, 
comme plus haut, à une équation (93). 

Jusqu'ici r (x) =1. On obtient exactement les mêmes résultats 
pour r (x) > 0. Dans ce cas général, les conditions subsidiaires 
(105) sont de la forme: 


b b 
Îr Ce) y? (2) de = 1; Îr (2) qu (e) y (o) de =0 (107) 


a 


& 


M=1,2,...,n—1). 


17—-01017 


258 à CH. II. PROBLÈMES AUX LIMITES 


Pour s’en assurer, il suffit d'effectuer la substitution (94) dans 
l'équation générale (1). On obtient ainsi une équation (93) pour 
laquelle ce résultat a déjà été démontré. En retournant à l’ancienne 
variable indépendante, on retrouve l'intégrale (102) et les condi- 
tions subsidiaires (107). 

Signalons encore que tout ce qui a été dit plus haut est valable 
pour les conditions aux limites (2). 

On peut chercher les minimums successifs de l'intégrale sur la 
classe des fonctions possédant une dérivée première seulement con- 
tinue sur {a, b]. On démontre que ces minimums successifs sont réa- 
lisés par des fonctions @, (x) d’une classe plus vaste. 


Considérons l'équation de la corde vibrante 


mue (=) 
p ? 


oi Ga 


où p est la densité linéaire de la corde, T;, la tension. On a les expressions 
suivantes pour l'énergie cinétique et l’énergie potentielle: 


1 


l l 
r= | out ar; eu | roux dr. 
0 0 


En régime sinusoïdal de la forme u = sin @ty (x), on obtient l'équation 
# wo? 
y'+ay=0 (1-5) 


avec les conditions aux limites y (0) = y (!) = 0 si la corde est fixée par ses 
extrémités, et l’énergie cinétique et potentielle seront définies par les formules: 


l l 
2 
ri cos? ot | y? dr; _u= + sin? ot | y'? dr. 


Trouver la première valeur propre de ce problème revient à trouver le 
minimum de l'intégrale 


l l 
| y'? dx sous la condition À y? dx =1. 
0 0 


I1-1-16. Théorème de Courant. Du numéro précédent, il s’ensuit 
que le minimum de l'intégrale (102) sous les conditions (105) est 
réalisé par la fonction propre p, (x) et est égal à À,. Une telle défi- 
nition de À, et , (x) implique la connaissance de toutes les fonc- 
tions propres précédentes. Cette circonstance rend difficile l’appli- 
cation du principe extrémal énoncé. On se propose de démontrer 
un théorème qui permet de déterminer À, et ®, (x) sans se servir 
des fonctions propres précédentes. Soient 2, (x), . .., z1-, (x) des 
fonctions données, continues sur l’intervalle [a, b]. On demande 
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le minimum de l'intégrale 
b 


| LP (@)v?+q (a) y) de (408) 
sous les conditions subsidiaires 
b b 
À r(œyrdr=1; À r (2) 2x (@) y dx = 0 (109) 


(k=1,2,...,n—1) 


sur la classe des fonctions y (x) vérifiant les conditions aux limites 
(95) et possédant des dérivées première et seconde continues. On 
ne peut dire à priori que l’intégrale (108) prend sa valeur mini- 
male sous les conditions posées, mais on peut toujours parler de 
la borne inférieure des valeurs de cette intégrale. Cette borne dépen- 
dra visiblement du choix des fonctions z4 (x). Désignons cette borne 
par m (Z,, . . ., 2h 1). Prouvons maintenant le théorème de Courant 
suivant: le nombre m (21, . . ., Zn 1) est inférieur à la valeur propre 
An quelles que soient les fonctions continues 2, (x). Si quelles que 
soient z, (x), on peut construire une fonction y (x) satisfaisant 
les conditions (109) et toutes les autres conditions et telle que la 
valeur correspondante de l’intégrale (108) soit inférieure à À,, alors 


à fortiori m (21, . .., 2») À, et le théorème sera prouvé. On 
cherchera la fonction y (x) sous la forme 
y = Cia (x) +. + CnPn (Ts (110) 


où ®} (x) sont les fonctions propres du problème aux limites et 
cx des constantes que nous allons définir. La première condition 
(109) entraîne en vertu de l’orthonormalisation des fonctions 4 (x) 
par rapport au poids r (x) (cf. (107)) 


2 2 2 — 

++... +cn = 1 (111) 
Les autres nr — 1 conditions nous donnent un système de nr — 1 
équations sans second membre à z inconnues c;, . .., c,. On sait 


qu’un tel système possède des solutions non triviales (tome III, 
[1-2-3)). Toute solution de ce système peut être multipliée par une 
constante telle que l'égalité (111) soit réalisée. Donc, la formule 
(110) nous a permis de construire une fonction possédant des dérivées 
première et seconde continues et vérifiant les conditions aux limi- 
tes (95) et toutes les conditions (109). Il nous reste simplement à por- 
ter l'expression (110) dans l'intégrale (108) et à nous assurer que 
cette intégrale prend une valeur< À,. Cette substitution fera apparaî- 
tre sous le signe d'intégration des termes en 4 (x) et qx° (x), ainsi 
que des termes en x (x) mix) et x (x) qi (x). Mais, exactement 


17° 
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comme au [II-1-11], on démontre pour r (x) - 1 que 
b 
À LP (0) où (o oi (@)+ (oi ( o(idr=0 (40. 


En se servant de la formule (22), on s’assure que la substitution 
de l'expression (110) dans l’intégrale (108) conduit à la relation 


Ci +... + ChÂn: 
Comme À, <...<, il vient, grâce à la formule (111), 
A 
ce que nous voulions. 


Corollaire. Si 2 = mix), ..., 2-1 = Pr1 (x), alors, 
comme on l’a vu plus haut, le minimum de l'intégrale (108) sous 
les conditions (109) sera égal à À, et sera réalisé par la fonction 
y = Œn (x). On peut donc dire que à, est la plus grande des bornes 
inférieures Mn (Zi, - - + 2n 1) des valeurs de l'intégrale (108) sous 
les conditions (109) sur la classe des fonctions y (x) satisfaisant certaines 
conditions aux limites et possédant des dérivées du premier et du second 
ordre continues, cette plus grande borne étant atteinte pour 2, — @x (x) 
et y = Pn (x). Cette propriété de max-min des valeurs propres À, 
est valable pour une vaste classe d'équations aux dérivées partielles 
et joue un rôle fondamental dans l'étude des valeurs propres. 


I1-1-17. Expression asymptotique des valeurs propres. Dans l’équa- 
tion (1) substituons aux fonctions p (x) et q (x) des fonctions p, (x) 
et qg (x) telles que 


PiG)>p(x); mx) >q(x), zxEla, bl, (112) 
GE @) >0; r(x > 0). 


Gardons la même fonction r (x). Désignons par à, les valeurs pro- 
pres de l'équation modifiée et prouvons que à, > Ar. Utilisons 
à cet effet la propriété de max-min des valeurs propres. 

La substitution (112) ne modifie pas les conditions (109) et 
l'intégrale (108) ne peut prendre qu’une valeur supérieure pour 
y fixe. Comme la substitution (112) ne change pas les fonctions 
y et que la borne inférieure m (z,, . . ., z, .) des valeurs de l’intégrale 
(108) ne diminue pas, il en est de même du plus grand des nombres 
M (Z1, - .., 2n1), C'est-à-dire À,. Ce que nous voulions. 

Gardons maintenant les fonctions p (x) et q (x) et substituons 
à r (x) une fonction r, (x) telle que r; (x) > r (x) sur {a, b]. Dans 
ce cas on ne peut plus parler de la préservation de la classe des 
fonctions y, car si y vérifie la première condition (109), alors en 
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remplaçant r (x) par r. (x), on aura 
b 


Î r\(x)y dr >1. 


Cependant il est facile de déduire à partir de la fonction y une fonc- 
tion admissible pour le nouveau problème. Il suffit à cet effet de 
choisir un nombre 6 € ]0, 1] tel que 


b 
Î ri(x) 02y? dx — 1. 


Il est immédiat de voir que la fonction 0y satisfait les autres condi- 
tions (109), il est vrai pour d’autres fonctions z4 (x). En effet, 6 étant 
une constante, il s'ensuit de (109) que 


b 
ik ra () HOT y da 0 (1, 2, ..., k—1). 


On reconnaît ici des conditions (109) pour l’équation modifiée, 
les fonctions z, (x) étant remplacées par les fonctions 


3 (9 = AE7@ 


r1 (&) 
A chaque système de fonctions 24 (x) sera associé un système de 


fonctions z, (x) et réciproquement. Pour passer de la fonction 0y de 
l'équation transformée aux fonctions homologues de l’équation 
initiale, il faut diviser 0y par 0. La valeur de l’intégrale (108) n’aug- 
mente pas quand on substitue 0y à y. Donc, il en est de même de la 
borne inférieure de ces valeurs et par conséquent du nombre À, 
qui est le plus grand de toutes ces bornes. On a donc l’assertion 
suivante: La valeur propre À, ne peut pas diminuer si p, (x) > p (x) 
et q (x) > q (x) et ne peut pas augmenter Si Tr; (x) > r (x). 
Appliquons cette assertion à l’estimation asymptotique des va- 
leurs propres À, pour les grands n. Soient (p, P), (q, Q) et (r, R) 
les plus petites et les plus grandes valeurs respectivement des fonc- 
tions p (x), q (x) et r (x) sur [a, bl. Dans l'équation (1) substi- 
tuons P à p (x), Q à qg(x)etr à r (x). L’équation à coefficients cons- 


tants obtenue, soit 
Py" + (r —Q)y=0 (113) 


possédera des valeurs propres À, > À,. Mais on peut facilement 
trouver À». On observera pour cela que l'équation (113) admet 
une solution vérifiant les conditions aux limites (95) dans le 
M Q 





cas seulement où > 0. L'intégrale générale de l’équa- 
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tion (113) s'écrit alors: 
y=C; cos etre C, sin Vi zx. 


Pour simplifier les calculs, on prendra pour intervalle {a, b] l’inter- 
valle {0, Z]. De la condition aux limites y (0) = 0, il s’ensuit que 
C, = 0 et de la condition y (!) = 0, que 


VERT 1 


2 À ae 
: F “je PRE L n 7x P+0 
hn=—— et par suite 1, <—————. 


En remplaçant p (x), q (x), et r (x) respectivement par p, q et R, 
on montre de façon analogue que 
2 
n T p+a 
> —., 


et l’on obtient ainsi l'estimation suivante pour les valeurs propres: 


n? n°? 
nr P+Q nr P+9 


r 


De là il résulte que À, est de l’ordre de n? pour les grands n et 
la série 


4 
2 
= 


converge. La propriété de max-min de À, nous permet d'affiner 
l'estimation au prix d’une transformation préalable de l'équation 
initiale. Supposons que p (x) et r (x) possèdent des dérivées du 
premier et second ordre continues et transformons l'équation ({) 
en posant : 





= | V/® &z, (114) 


et 
u=Vy p(x)r(x)y. | (115) 
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L'intervalle [a, b] de variation de x se transforme en l'intervalle 
[0, |] de variation de t, où 


b ÉPRrE 
mi v dx. 


L'équation pour u (t) sera de la forme 


+ (As (tu —0, (16) 


où s (£) est une fonction continue qui se détermine facilement à partir 
des coefficients de l'équation (1). De y (a) = y (b) = 0 il s'ensuit 
que u (0) = u (1) = 0 et réciproquement. Donc, les fonctions propres 
de l’équation initiale se déduisent à partir de celles de l'équation 
transformée grâce à la formule (115) et réciproquement, les valeurs 
propres restant, elles, inchangées. Pour déterminer les valeurs pro- 
pres de l’équation (116), on doit chercher le minimum de l'intégrale 
L 


tu? se (8) uë] dt. (117) 
ù 








Soit © la plus grande valeur de |s (ét) | sur l'intervalle [0, {], de 
sorte que 


—0<s(t)<o (ET0, L). 


Si, au lieu de chercher le minimum de l'intégrale (117), on cherche 
ceux des intégrales 


b 

| (u'2+ ou?) dt (118) 
et 

b 

| (u'2 — ou?) di (118.) 


et que l’on désigne par À, et À, les valeurs propres correspondantes, 
on obtient alors 
in 2 ka 2 y (119) 


Mais les nombres À, et À, se déduisent sans peine à partir des solu- 
tions des équations 


u"+(i—o)ju=0 et u”+ (À + o) u = 0 


avec les conditions aux limites w (0) = uw (1) — 0 et l’on a 


2rr2 272 
, n°T ; ” n° 
hi {2 +0 ; ne E —\Q". 
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En vertu de (119), il vient 





M +4, (Ido) (120) 


ou 





= + 0 (1), (121) 


où O (1) désigne comme toujours une grandeur qui reste bornée 
en valeur absolue pour toutes les valeurs de nr. En revenant aux 
anciennes variables, on obtient 


b 








m=nn| | AE) dx | *+0(1), (129) 
et par suite | 
nn IVe 62 


On obtient exactement les mêmes expressions asymptotiques des 
valeurs propres avec d’autres conditions aux limites en considérant 
l’équation u” + uu — O pour ces conditions aux limites. 


I1-1-18. Expression asymptotique des fonctions propres. Etant 
en possession de l’expression asymptotique des valeurs propres, on 
peut trouver celle des fonctions propres en appliquant la méthode 
qui nous a servi à établir les expressions asymptotiques des polynô- 
mes d'Hermite et de Legendre (tome III,, [VI-3-7], [VI-3-8]). Les 
substitutions (114) et (115) nous permettent de ramener l’équation (1) 
à la forme (116): 

u"()+ (À —s(t))u(t) = 0. 


On sait [II-1-5] que les valeurs propres À, seront strictement 
positives pour les grands n et dans la suite on admettra que n est 
assez grand pour que À, => 0. Soient u, (t) les fonctions propres 
associées aux valeurs propres À,. On peut écrire 


Un (t) + Anun () = 8 (t) un (t), 
d’où il vient 
un(t)=a, sin VAart+b, cos Va, t+ 
t 


= s(ru (sin VA (—Tdr. (124) 
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Appliquons l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski à l'intégrale du 
second membre : 
t 


[ | s(t)u, (t) sin VA, (£— 7) dt Ÿ< 
) 


< | uè (x) dt | s2 (x) sin? VA, (t— +) dr, 
0 0 


d’où il résulte que pour tout £€C[0, {] 


t L 
[ | s(t)u,(rt)sin VA, (t— 1) &|< | s2 (t) dr ; (125} 
| Ô Ô 
on s’est servi du fait que les fonctions u, (t) sont normées. 

Soit ph (x) la fonction propre de l’équation (1) déduite à partir 
de u, (t) par les substitutions (114) et (115). Ces substitutions entraî- 
nent immédiatement 

b l 
| r (x) q$ (x) dr — | un. (t) dt=1, (126) 
a 0 
autrement dit, la normalisation de u, (t) est équivalente à la norma- 
lisation de œ, (x) avec un poids r (x). La condition aux limites 
u (0) = O0 nous donne b, = 0 et l’on peut mettre la formule (124) 
sous la forme suivante: 


u, (t}=a,sin VA, + Le. (127) 





où, en vertu de l'inégalité (125), la ss Mn (t) reste bornée 
pour tous les n — 1, 2, ... et pour tout t{ E [0, ZI], c'est-à-dire 
qu'il existe un nombre strictement positif À tel que 


[mn (6) | À. (128) 
En élevant les deux membres de (127) au carré, en intégrant sur 
[0, {l et en tenant compte de la normalisation des fonctions uw, (t), 
on peut écrire: 
l l l 
1 = a? | sin VA idt+ = | m, (t)sin VA, t dt + | m3 (0) dt. 
0 Ps "5 





La première de ces intégrales se calcule entièrement, quant aux deux 
autres, elles seront bornées en module pour tous les z en vertu de 
(128). On obtient donc 


1e S02v nl po, on Le 
1= 2 An 4 An An + hr Dir Àn In» (129) 
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où p, et g restent bornés en module lorsque n croît. Mettons a 
en facteur: 


I sin2y nl 1 1 
1 — a? 5 - en LED ET RMES le 
UT 47e onvtn PT on 


Si en faisant croître n on rencontrait des a, aussi grands que l’on 
veut, alors pour ces n l’expression entre parenthèses tendrait vers 


la limite non nulle _. et le produit du second membre ne serait 


pas égal à 1. De là on déduit que a, reste borné lorsque n croît, et 
la formule (129) peut être mise sous la forme: 


= ai+0 | —_h (130) 


où, comme toujours, © (=) désigne une quantité telle que le 
nr 


produit x, 0(— —) reste borné lorsque n croît indéfiniment. On 


peut mettre la formule (130) sous la forme : 


ae Re Es 
a= +0 (— —), 


Ex 
ln —= FA 


En portant a, dans (127), on obtient 


= sn t+0 (>), (131) 











De (121) il résulte : 


[140 (L)] où Van +0 (4). 





: Cu - { 
sinVA,t=sin + 0 (=) : 


(—)=2®. En portant l'expression précédente dans (131), 


h 
on obtient les expressions asymptotiques suivantes pour les fonc- 
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tions normées u, (t): 
un (= sin +0 (1). (132) 


En revenant aux anciennes variables grâce à (114) et (115), on 
obtient la formule asymptotique suivante: 


hs [a (y Tae]+0 (1 }» (153) 


où les fonctions propres q, (x) sont normées conformément à (126) 


On (X) 


et O (—)=2, où r, (x) est borné en module pour tous les 
net xCla, b]. 
11-1-19. Méthode de Ritz. L'équation 


À {p (0) W'1+ ar ()— p (1 v=0 (134) 


est l'équation d'Euler pour l'intégrale 


[p (x)? + 9 (x) y?] dr (135) 


Q ns © 


sous la condition 
b 
\ r(x) y? (x) dx =1, 
a 


et l’on a vu que la recherche des valeurs et fonctions propres successives se 
ramène à un problème d’extrémum de l'intégrale (135). Cette circonstance nous 
conduit à une méthode commode de calcul approché des valeurs et fonctions 
propres. Nous avons déjà appliqué cette méthode (de Ritz) à la recherche de 
l’extrémum absolu d’une intégrale. 

Prenons une suite de fonctions linéairement indépendantes v, (x), @ ss 


vérifiant certaines conditions aux limites, composons la combinaison linéaire 
. 
y= D avg (x) (136) 
k—1 


et portons-la dans l'intégrale 
b 


J— | {p (x) y? + [a (&) — Ar (æ)] v?} ds. 


. pRe. die . nr) r « r 
On obtient en définitive une forme quadratique en ak’. En égalant à zéro ses 
ge . x n) . s r û 
dérivées partielles par rapport à ak , on est conduit à un système de n équations 


sans second membre à n inconnues ak. En admettant que le déterminant de ce 
ue est nul, on obtient une équation de degré n en À. Les racines À; , 
, AG de cette équation peuvent être prises pour valeurs approchées des n 
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premières valeurs propres du problème. Pour chacune de ces racines on peut 
trouver à partir du système d'équations sans second membre une collection de 


nombres ak” qui, portée dans (136), nous donnera une fonction y qui pourra 

être prise pour fonction propre approchée. La convergence de ce processus dépend 

essentiellement du choix des fonctions v; (x). Citons à ce propos quelques résul- 

tats des travaux de l’académicien N. Krylov (Mem. Sci. Math., 1931, 49). 
Supposons que l'équation est de la forme 


y"+Ar()y—=0 (r(&)> O0). (137) 
Considérons les conditions aux limites élémentaires: y (0) = y (1) = 0. Si 


l’on pose v, (x) — V2 sin nax, alors l'écart entre la vraie valeur de À,, et son 
approximation d'ordre n peut être majoré de la manière suivante: 


217, max rÿ/? (x) 





fn) = 
Len Me (n +1) 72 min y r (z)—2Àm max r8/2 (x)? 
ou 
7 | ÀmA 
Am [SR NE 
où 


maxr(x), 


Hu B=2maxri(zx). 


A=[maxr(rx)—minr(x)] 


Dans les calculs pratiques, on se sert plus souvent des polynômes que des 
fonctions trigonométriques. Considérons encore l'équation (137) avec les con- 
ditions aux limites y (—1) — y (1) = 0 et posons v, (x) = (1 — x?) x7-1 (le fac- 
teur (1 — x?) assure la réalisation des conditions aux limites). Si les fonctions 
v (x) sont ainsi choisies, on a la majoration suivante: 


D —Âm f#' maxr (x) 
Âm | (n+1)(n+2) * FE 





Cette majoration est valable si l’on admet simplement la continuité de la fonc- 
tion r (x). Si cette fonction possède de plus une dérivée continue, alors on a une 
meilleure majoration: 
AD — Am NA 
ne 2 (pee féfn LAS 

Âm (n +1) (n +2) 





r' (x) # /'max r (x \ 


y r (x) 


On obtient une meilleure approximation dans le cas où la fonction r (x) admet 
une dérivée seconde continue. 


11-1-20. Exemple de Ritz. Citons encore un exemple de calcul approché 
des valeurs et fonctions propres. Dans cet exemple, les valeurs et fonctions pro- 
pres peuvent être calculées exactement en termes finis, ce qui nous permettra 
de juger de la vitesse de convergence du processus. Cet exemple figure dans le 
mémoire de Ritz (J. reine und angew. Math., 1909, 135). Soit l’équation 


y" + y = 0 


avec les conditions aux limites y (—1) = y (1) = 0, k? jouant le rôle du para- 
mètre À. On est conduit à un tel problème aux limites en étudiant les vibrations 


+56 JE 


N— {max = 
minr (x) 








É 
: 
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d’une corde fixée par ses extrémités. Le son fondamental de la corde est donné 
par la solution 


nr LT. 
VU COS DT 


le premier harmonique par 
Ye—=sinnr, k—=T; 
le second, par 





Y3 = COS PE ; H=, etc. 


Cherchons approximativement les solutions paires sous forme d’un polynôme 
en les puissances paires de x. Ce polynôme devant vérifier les conditions aux 
limites, il sera de la forme: 


y= (—r) (a +ar+...+ ax). 
Bornons-nous aux deux premiers termes : 
y = (1 — 2?) (ag + at°). 
En portant y dans l'intégrale 
1 
L= | 2e) dr, 
-1 
on trouve 


J = [(105 — 424?) aÿ + (42 — 12%?) aças + (33— 2h?) ai]. 


L'égalisation à zéro des dérivées partielles par rapport à a, et a, nous conduit 
au système 
(85 — 142) ag + (7 — 2k?) a = 0, 


(21 — 6%?) ag + (33 — 2k?) as = 0. 
En égalant à zéro le déterminant de ce système, on obtient l’équation 
k4 — 28k? + 63 — 0, 
dont les racines sont 
k? — 2,46744;  k? — 25,6. 
Les solutions exactes indiquées plus haut nous donnent 


97? 
4 





nr? 
ki=—=2,467401100 ...; ki= 


En deuxième approximation 
y = (1 — 2°) (ao + ar? + aoxt). 
On détermine k£? à partir de l’équation 
4k$ — 450k4 + 8910k2 — 19 305 = 0, 


= 22,207. 


d’où 
kÿ — 2,467401108 ...;  k3 — 23,801 ... 


En portant cette valeur approchée de k? dans les coefficients du système servant 
à la détermination de a,, a, et a, on trouve ces coefficients à un facteur constant 
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près que l’on peut choisir tel que la solution obtenue satisfasse à la même con- 
dition 

1 

[ y? dx — 1, 


e 


—1 


que la solution exacte y = cos S-. On obtient en définitive la solution appro- 


chée : 
y = (1 — x?) (1 — 0,233430x2 + 0,018962x1). 


Le tableau suivant nous indique à quel point est minime l'écart entre y et 


TX : ù ; : — 
cos (les chiffres représentent les mantisses des logarithmes décimaux de ces 





fonctions) : 
x | 0,1 | 0,2 | 0,3 0,4 | 0,5 
log cos _. 994620 978206 | 949881 | 907958 | 849485 
log y 994621 978212 | 949889 | 907952 | 849493 
x | 0,6 | 0,7 | 0,8 | 0,9 
log cos _. 769219 657047 489982 194332 
log y 769221 657043 489978 194345 


Les fonctions propres qui sont des fonctions impaires de x peuvent être 
cherchées sous la forme approchée suivante: 


y = (A — zx?) (ax + a +... + ax), 


I1-2. Équations de type elliptique 


II-2-1. Potentiel newtonien. Nous passons maintenant à l’étude 
des problèmes aux limites pour les équations aux dérivées partielles. 
Commençons par l'équation de Laplace. Nous avons déjà résolu le 
problème de Dirichlet pour cette équation pour le disque et pour 
la boule. Outre l'équation de Laplace nous examinerons dans ce 
paragraphe d’autres équations de type elliptique et poserons pour 
elles des problèmes identiques à ceux de Dirichlet et de Neumann 
pour l'équation de Laplace. Ces équations apparaissent générale- 
ment lors de l’étude des problèmes de statique ou des régimes établis. 
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Rappelons que l'équation de Laplace intervient dans l’étude d’un 
champ électrostatique ou d’un flux thermique établi. 

Le potentiel newtonien est d'une grande importance dans l’étude 
des problèmes aux limites pour l’équation de Laplace. Rappelons. 
les principales définitions relatives au potentiel newtonien et intro- 
duisons quelques notions nouvelles. 

Soient D un domaine borné de l’espace, u (NW), une fonction 
de point continue dans ce domaine, et r, la distance d’un point M 
à un point variable N de D. Le potentiel newtonien de volume est. 
défini par la formule 


v(M)= if | LC dv. 1} 
D 


De même, le potentiel de simple couche distribué sur une surface 
S avec une densilé u (N) est donné par: 


u (M) = | | per ds. (2) 
4 | 


On sait (tome II, [III-3-10], [VII-3-9]) que hors des masses, les 
fonctions u (M) et v (M) possèdent des dérivées de tout ordre et 
sont solutions de l’équation de Laplace. Pour la suite de l’exposé, 
il importe en premier lieu d’indiquer les restrictions qui seront 
imposées à la surface S qui sera supposée fermée. On doit à A. Lia- 
pounov la première formulation exacte dans son travail Sur 
certaines questions rattachées au problème de Dirichlet (1898). Ce 
travail a profondément marqué le développement de la théorie 
du potentiel et l’étude des problèmes aux limites pour l’équation 
de Laplace. Nous suivons ce travail ici et dans la suite. 

La surface S doit satisfaire aux conditions suivantes. 

1. La surface S admet un plan tangent en chacun de ses points. 

2. Il existe un d > 0 tel que si N, est un point quelconque 
de S, alors toute sphère S, de centre NV, et de rayon < d partage S 
en deux parties dont l’une est intérieure et l’autre extérieure à S, 
et toute droite parallèle à la normale à S en NW, coupe la partie 
de S intérieure à S, en un seul point. 

3. Si Ÿ est l'angle aigu formé par les normales à S en deux de 
ses points VW, et N, et r, ., la distance de ces points, il existe alors 
deux nombres a > 0 et &« > 0 ne dépendant pas du choix de NW, 
et {V,, tels que 

D<ar?, (a <1) (3) 


quelle que soit la position des points N, et N, sur $. 

Les surfaces fermées satisfaisant à ces conditions sont dites 
surfaces de Liapounov. Avant d'indiquer les autres hypothèses que 
doit vérifier S tirons quelques conséquences de celles qui ont déjà 
été faites. 
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De (3) il s'ensuit immédiatement que le plan de tangence varie 
continûment lorsque le point de contact se déplace sur la surface. 
Indiquons maintenant un important corollaire de la troisième con- 
dition. Soit V, un point de S. Plaçons l’origine des coordonnées 
en ce point, orientons l’axe N,Z des Z suivant la normale exté- 
rieure à S en NV, et disposons les axes V,X des X et N,Y des Y 
de façon arbitraire dans le plan tangent. L’équation du morceau 
de surface S intérieur à la sphère S, de centre W, et de rayon d 


est de la forme: 


Par (£, n, £) on désignera les coordonnées du point courant WN 
de la surface S et par (x, y, z) les coordonnées de tout point M de 
l’espace. Les axes de coordonnées introduits s'appellent axes 
locaux au point N,. 

L'existence du plan tangent et sa variation continue entraînent 
l'existence et la continuité des dérivées du premier ordre &e (£, n) 
et On (&, 1). On admet que d est assez petit. On peut par exemple 
poser 

ada < 1 (5) 


de sorte que l’angle %, de la normale en No et de la normale en un 
point V du HoiCenn de surface S intérieur à la sphère S, est stricte- 


ment inférieur à Z > . En désignant par r, la distance NN (ro  d), 
il vient 
cos 0 >1—+>1—— arêe, (6) 
d'où 
= ar ——=Vi5H#TE SI +are<2, (7) 


et par suite en vertu de (5) 
CE + < 247759 + afri<Sa?rit, (8) 
En coordonnées polaires 
É=potcos8; n—psin6, 
on à 
= (Es cos 0 + En sin 6) LEE + €, 
d’où, en vertu de (8), 


Gel SV 3 ar, (9) 
et 


HISV ado, <V 306, (10) 
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et par suite . 


ro= V PE + 2 <2P6- (11) 
Les inégalités (9) et (11) entraînent 
Cool SV 3 226, (12) 
d’où 
32% 
I es ET ad 
ou, à fortiori, 
[CIS 2apg*, (13) 
car 24 < à + À pour « < 1. De (6) il s'ensuit enfin 
4 — cos Ÿ, < 22%—1a?pia, (14) 


Estimons cos (n, X) et cos (x, Ÿ) où n est le vecteur unitaire de 
la normale extérieure à S en N. On a en vertu de (8) 


lcos (n, X)| — FES lt] SV 3 ar$, 


et de façon analogue 
| cos (n, Y) I<V 3 arg. 
On a par ailleurs 
cos (7, Z) = cos Ÿ. 
Regroupons toutes les majorations précédentes : 
[OI<opitt; cos(r, X) |<cp$; [cos (n, Y)1< cpf; 


1 (15) 
1 — cos (n, Z) < cp; |cos(n, Z)1> =; 


pour simplifier l'écriture des formules ultérieures on a désigné par 
c la plus grande des constantes figurant dans ces majorations. Ces 
inégalités restent en vigueur si l’on remplace p, par ro. Aux points 
d’intersection de S et S,, on a r, = d et de (11) il résulte que po > 


>< d. On voit donc que la partie de S découpée par le cylindre 


dont l’axe est confondu avec l’axe N,Z et de rayon + d, est inté- 


rieure à S,. On désignera cette partie de S par 0,. Sa projetée ©; 
sur le plan XW,Ÿ (i.e. le plan tangent à S en NV,) est le disque: 


Etre. (46) 


Tous les points N de o, sont justiciables des formules (15). Considé- 
rons encore la partie 0, de S découpée par le cylindre circulaire 


+ 18—-01017 
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dont l’axe est N,Z et le rayon de base d, < +. Dans la suite on 


utilisera le fait que d, est arbitraire. Les majorations (15) sont 
également valables sur 0,. La projetée o; de ©, sur le plan tangent 
à S en NV, est le disque: 


P+med (d<+). (17) 


On se propose d'étudier les propriétés des potentiels de simple 
couche ainsi que d’autres potentiels, notamment les potentiels de 
double couche qui, comme ceux de simple couche, se représentent 
par des intégrales étendues à S. 


IT-2-2. Potentiel de double couche. La solution singulière = de 


l'équation de Laplace joue un rôle primordial dans la construc- 
tion des fonctions (1) et (2). Introduisons maintenant une autre 
solution singulière de cette équation. Soient V un point de l’es- 
pace, l, une direction orientée fixe passant par N. Prenons un vecteur 


—— 
NN" de support ? de même sens que / et de longueur & et plaçons 
en V une charge (+) et en NV”, une charge ( —<+) . En désignant par 
r et r’ les distances d’un point variable M à N et N' respective- 
ment, on obtient le potentiel suivant: 


1 1 { 4 r'—r { r'è—rè 
u(M)=—+ | = = 


e et me po 


ne 
/ 


r r 


Considérons l'angle @=(r, l). 
En vertu de la relation r'?2=r?+e?2+72re cos , il vient 
__ &+2r cos ®@ 
Us (M)— (r'—r)rr , 

et en faisant tendre £—>0 on obtient à la limite le potentiel du 
dipôle d’intensité unitaire et de direction l: 

COS @ 

Uo (M)=— 72 





Il est immédiat de vérifier que ce potentiel se représente comme 
la dérivée de _ suivant la direction /, la dérivation ayant lieu par 
rapport au point M: 

core (+) | (18) 


2  d&\r 
En effet, en désignant les coordonnées de N par (£, n, 6) et celles 
de M par (x, y, z), on obtient 
ô (+) _ Œ—7x) cos (4, z)+(n—y) cos (4, y) +(£—2) cos (7, z) : 
ER 3 


& \r T 
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d'où, compte tenu de la formule 








COS @— SE cos (4, x) + IE cos (l, y)+ 4 cos (, z), 
on retrouve la formule (18). La fonction (18) est de toute évidence 
harmonique et présente une singularité en N. Recouvrons la surface 
S de dipôles ayant en chaque point 
de $S le même sens que la normale n 
extérieure n à S et soit a (NW) l’inten- 1 
sité du dipôle placé en N. Nous som- /NEre 
mes ainsi conduits à la notion de _ 
potentiel de double couche qui sera 
défini par la relation (fig. 5): 
w(M)= | [u(M tas 


rè 
S 


[p=(r, »)]. (19) 
La fonction (19) possède des déri- 
vées de tout ordre en dehors de Set 
est harmonique. On peut sous ces 
conditions la dériver par rapport à 7 sous le signe d'intégration. 
Si M est confondu avec un point W, situé sur $, alors r = 0 et 
l'intégrale (19) est alors une intégrale impropre. Montrons qu’elle 
a un sens. 

Il suffit d'étudier à cet effet l’intégrant sur 6, au voisinage 
de N,, en se servant de l’équation de la surface (4) en coordonnées 
locales. 

Calculons cos p, = cos (r,, n), où r, est un vecteur directeur 
de NN: 


cos = cos (n, X)+- cos (7, Y) + cos (n, Z) ((n, Z)= 60), 
(20} 


où (£,n, €) sont les coordonnées de N et r,—VE£2+n2+62 En 
vertu des majorations (15) et des inégalités évidentes: |E[<po: 
[nI<Po; PoLro il vient: 








Fig. 5 




















cos Po 3cpf =. à 
2 — < 2 (po = VE + n?), 
ro Po 
i.e. 
cos p b 
r2 : < 2-a ? (21) 
0 Po 
où b est une constante. D'autre part, 
Iu(WMI<A (WES), (22) 


18* 
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x 


où À = max |[u (NW) |. En remplaçant l'intégrale étendue à o, par 
celle étendue à la projetée o, de o, sur le plan XN,Y (ie. le disque 


de centre N, et de rayon 5) , on obtient 


Ve _dé dn 
[iue nt. et. 


(4 
Comme, en vertu de (21), (22) et (15), 
_Cos Po 2Ab 
NÉ rà cos 0 (e pi Be 








il s'ensuit que l'intégrale 19) converge si MES. Donc, la fonc- 
tion (19) est définie sur l'espace tout entier. 
Considérons l'intégrale (19) pour u (N) =1. Grâce à (18), on a 
1 


w, (M) = [5 LP EE F1 ds, (23) 





la dérivation suivant n ayant lieu par rapport à V qui est la variable 
d'intégration. Ceci explique la présence du signe moins dans le 


dernier membre de (23). 
Supposons d’abord que le point M est situé à l'extérieur de 


la surface fermée S. Sous cette condition la fonction L est harmo- 


nique à l’intérieur de S et possède des dérivées de tout ordre conti- 

nues à l’intérieur de S et sur S. En vertu d’une propriété fonda- 

mentale des fonctions harmoniques, on a donc (tome Il, [VII-3-3]): 
1 


w, (M)= — [] un 


Supposons que le point M est intérieur à S et entourons-le d’une 
petite sphère S, (M) de centre M et de rayon p. La fonction : est 


harmonique dans la partie D’ de l’espace comprise entre S, (M) 
et S, et l’on a 





eZ … 

r r 
[ ôn le 
S S, 


La normale extérieure au domaine D’ étant dirigée vers le centre M 
de S,(M),on a 
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et la formule précédente devient 








2 221 
1 r 
[1 pe dS + |] dS—0 ou 1 -dS +An—0, 
d’où 
a 
w, (M)= — N -dS—4n (M est intérieur à S). 
S 


Supposons enfin que le point M est confondu avec un [point NW, 
de S$. Traçons une sphère Sa, (N,) de centre N, et de rayon h<S 


et remplaçons la portion 6, de S comprise à l’intérieur de Su, (W,) 
par la partie Sa (N,) de Sa (NW) comprise à l’intérieur de $, 
de sorte que W, est extérieur à la surface (SK O,)U Si, (N,). On a 








2 a2 
Ii à + (| = dS — 0. (24) 
N O1 S4, 


Le second terme se calcule comme plus haut et il est égal à l’angle 
solide sous lequel l’on voit la partie S4, (N,) de Sa, (No) à par- 
tir de W,: 


fias=7 ((as. (25) 


Sû Sä, 


La courbe ! d’intersection de Sa, et de S est telle que les coor- 
données de ses points vérifient en vertu de (15) l’inégalité | | 
< cdi+® et que ses points tendent vers le plan XN,Ÿ lorsque d, —+ 0. 

De là il s'ensuit que l’angle solide (25) tend vers 2x lorsque 
di — 0 et la formule (24) devient à la limite 








ge 
w, (M)=— | | j—dS=2nx (MES). 
s 
On a donc 
4n (M est intérieur à S), 
| | ET ss! 0 (M est extérieur à S), (26) 
s 2n (M est sur S). 
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Considérons encore la surface ouverte S, et l'intégrale 


w, (M) = fi SEAL KR (27) 


rè 
S1 





le point M étant extérieur à S;. Traçons le cône de sommet et 
de base S, et soit 0, la partie de la sphère de centre M et de rayon p 
assez petit, contenue à l’intérieur du cône. 

Considérons le domaine D limité par S,, ©, et la surface laté- 
rale l du cône (fig. 6). (On admet que les surfaces envisagées limitent 
un domaine D). 


La fonction L est harmonique à l’intérieur de D, donc 

















{ 1 1 
Pa T T 
hi : as+ [1 : as+ | 48 =0. 
Si O1 r 
Sur l,on a 
dr cos 
ôn —  r? a 
0 1 
La normale n et r étant de sens contraire sur 6,, on a Sn 


En désignant par « l'angle solide sous lequel on voit S, à partir 
de M, il vient de la formule précédente 


1 


s on à à _ [] 48, 


1 1 








M autrement dit, l'intégrale (27) nous 
, donne l'angle solide sous lequel on 
Fig. 6 voit S, à partir du point M. Ceci 
étant, la normale n à S., est dirigée 
vers l’extérieur du domaine D. Le rayon vecteur issu de 
M peut couper S, en plusieurs points. Si l’on a trois points d’inter- 
section, en deux d’entre eux cos > 0 et au troisième cos q << 0 
(fig. 6). L'élément d'intégrale considéré, c'est-à-dire “+48 est 
l’angle solide élémentaire do sous lequel l’on voit l’aire élémentaire 
de la surface à partir du point M, cet angle étant strictement posi- 
tif si cos ® > 0 et strictement négatif si cos p << 0. Si M est situé 
sur S;, alors l’intégrale (27) doit être traitée comme une intégrale 
impropre ainsi que nous l’avons fait pour une surface fermée. Les 
formules (26) peuvent être établies aussi par les raisonnements 
précédents. 
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Dans la suite, on admettra que la surface S est telle que pour 
toute position du point M l'on ait 


| | ILE, (28) 
S 


où c >> 0 est un nombre donné. Supposons qu'il existe par exemple 
un entier k > 0 tel que pour toute position du point M on puisse 
partager S en un nombre de parties inférieur à 4 de telle sorte que 
toute droite passant par M coupe chaque partie en un point au 
plus. Ceci étant, cos @ garde son signe sur chacune de ces parties 
et la condition (28) est réalisée pour c = 4kn. 

Les formules (26) montrent que le potentiel de double couche (19) 
subit pour u (W) = 1 une discontinuité lorsque M traverse la sur- 
face S. Traitons cette question pour une densité continue. 

Soit V, un point fixe de S. Composons le potentiel de double 
couche : 





w (M)= | | (Mn (Ni) Pas, (29) 
S 


et prouvons qu'il reste continu lorsque M traverse S en N,. Soit 
e >> 0 un nombre donné. Considérons une partie o de S contenant 
N, à l’intérieur et sur laquelle 


[u(N)—u (No) SZ  (V est sur 0), (30) 
où c est la constante de la condition (28). En partageant S en 
deux parties : o et S\ o, on peut écrire: 

wo(M)=w (M)+w (M), (31) 


« 


ou 





Li (M) = J ma - pb (NO) EE 48 : 


wÿ (M)= RL (N)—n (No) re dS. F4 
5 
Pour toute position du point M, on a 
put (M) IE | Tru (N)—u vo) | ÉSL as, 
d'où, en vertu de (28) ë (30) : 
ju (MIT. (33) 


De (31) il s'ensuit 
wo (M) — wo (No) = 07 (M) — 0° (No) + li” (M) — wi (No)], 
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d’où 
[wo (M) — w6 (NW) 1< 17 (M) 1 + Li (No) + lu” (M) — 
wy (No) b 
ou, en vertu de (33), 
us (M) — 00 (N) SZ + Lu (M) — uw? (No) |. (34) 


Dans le potentiel de double couche w$? (M) l'intégration est éten- 
due à So et le point NV, est intérieur à o, donc la fonction w” (M) 
est continue au point V, et dans son voisinage (et admet des déri- 
vées de tout ordre). Donc, pour tous les M assez proches de W,, on 


a [wi (M) — vw? (ND) 1< 5 , et en vertu de (34) | wo (M) — 
— W (N;) | Le, d'où il résulte, puisque € est arbitraire, que 


la fonction w, (M) définie par (29) est continue en N,. On peut 
écrire: 





M (M)=w (M) (No) | | ET d8, (35) 
S 


où w (M) est le potentiel de double couche (19). Supposons d’abord 
que M est situé sur S. Désignons-le par N. On a alors en vertu de (26) 


Wo (N) = w (N) — 2zu (Ni) (36) 

et 
Wo (No) = w (No) — 2 (No), (37) 
où w (N;) est la valeur de l'intégrale (19) en N,. Faisons tendre 
le point N de S vers N,. La fonction w, (M) étant continue, il vient 


Wo (N) —+ wo (No) = w (N5) — 2nu (Mo). 


De là et de la formule (36), on voit que w (N) tend vers w (N;), 
c’est-à-dire que la fonction w (M) définie par (19) est une fonction 
continue sur la surface S. 

Supposons maintenant que le point M est intérieur à S. En 
vertu de (26), on a alors 


wo (M) = w (M) — äru (Mo). (38) 
Faisons tendre M vers N,. La fonction w, (M) étant continue, on a 
Wo (M) + wo (No) = w (No) — 2au (No). (39) 


On remarque qu’au second membre de (38) w (M) tend aussi vers 
une limite que l’on désignera par w; (N,). De (38) et (39) il s'ensuit 
wi (No) — 4nu (NV) = w (No) — 27 (No), 

i.e. 
wi (No) = & (No) + 2au (No (40) 
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On voit donc que la limite w; (N,) et la valeur w (N,) sont distinctes 
si u (No) 0. Si le point M est extérieur à S, alors au lieu de (38} 


on a 
wo (M) = w (M), 


et en raisonnant comme plus haut, on constate l’existence de la 
limite de w (M) lorsque M tend de l'extérieur vers W,. En désignant. 
cette limite par w, (N,), on a, compte tenu de (39), 


We (No) = & (No) — 27 (Mo). (1) 


En désignant par r, et p, les valeurs de r et de œ lorsque M = N,;, 
on peut mettre les formules (40) et (41) sous la forme: 


[us Vo) = 2 (No) + 2 (No) = À Vu (N) SE dS + Zu (No), 
: (42) 


i cos 
[ae (= 2 (a) — 27 (Vo) = { [p0N) ES 45 — 2ap (No). 
S 


——> 
®, est l’angle formé par NN et la normale extérieure # en NW, i.e. 
Po = (ro n). Ces formules et la continuité de la fonction w (N;} 
lorsque NW, se déplace sur S nous permettent d'affirmer que la fonc- 
tion w (M) définie par (19) est continue à l’intérieur de S et sur S. 
Elle est de même continue à l'extérieur de S et sur S. On rappelle 
que cette fonction possède des dérivées de tout ordre à l’intérieur 
et à l’extérieur de S. Il est immédiat de voir que la fonction w (M) 
tend vers Ô lorsque M tend vers l'infini. En effet, en désignant. 
par D la distance de M à la surface S (tome IT, {II1-4-2]) on obtient. 


Loan 1< | TIuen El as< Ses 1, (43) 
S 








Tr D? 


où | S | est l’aire de S. De Ià il s'ensuit que w (M) — 0 lorsque: 
M tend vers l'infini. De façon plus précise, si O est un point fixe 
quelconque, alors pour tout & => 0 donné, on peut exhiber un nombre- 
B >> 0 tel que | w (M) | << e si seulement M est extérieur à la 
sphère de centre O et de rayon Z. 


II-2-3. Propriétés du potentiel de simple couche. Le potentiel de- 
simple couche 
N 
u (M) = | | EQ as (44) 
s 


est une intégrale impropre si M est sur S. Supposons que M est 
confondu avec un point V, de S. Montrons que l'intégrale impro- 
pre (44) a un sens. Comme au [I1-2-2] il suffit de la considérer sur 
une partie 6, de S contenant NW, à l’intérieur. Utilisons l’équation (4k 
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æn coordonnées locales. On a 
UN) eo u (6, n) 
Î | É os | ro COS Vo dé an. 
9 0 
En vertu de (15), (22) et puisque r, po, on obtient la majoration 
suivante pour l’intégrant : 


m(£, n) 
ro COS Vo 


24 


= 2 
Po 








d’où il s'ensuit immédiatement que l'intégrale (44) converge lorsque 
M est situé sur S. Donc, la formule (44) définit w (M) quelle que 
soit la position du point M. La fonction u (M) est continue aux 
points M extérieurs à S. Montrons que u (M) est continue en tout 
point N, situé sur S. Soit donné un nombre & >> 0 et soit o, la partie 
de S définie par (17). Montrons que l’on peut choisir d, assez petit 
pour que pour toute position de M l’on ait au voisinage de W, 


DETTES ds 
On a É 
(EF AM as [4 aan 60 


1 
Où 0, est un disque de centre W, et de rayon d, et p, la longueur du 
projeté MN, de MN sur le plan tangent en W,. Supposons que M 
‘est intérieur à la boule de centre NW, et de rayon d,. Le point MW, 
appartient alors au disque 6; et le disque 0° de centre M, et de 
rayon 2d, du plan (£, n) contient entièrement le disque 0, de sorte 
que, en vertu de (46), 


(EF ABasea [JA af gate su 


Pi 1 0 0 


dl reste à fixer d, de telle sorte que l’on ait 4nd, À < _. et l’on obtient 


la majoration (45) quelle que soit la position du point M sur la 
boule de centre NW, et de rayon d,. Mettons la fonction (44) sous 
la forme 


u (M) = u, (M) + u: (M), 


« 


OU 
u, (M) = I] LOGS; uw(M)= ji HO as, 


Ja fonction u, (M) est continue en W,, quant à la fonction w (M), 
on démontre qu'elle l’est aussi en procédant exactement comme 
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au [II-2-2] pour la fonction (29). On a donc la proposition suivante: 
le potentiel de simple couche (44) est défini et continu sur l'espace 
tout entier. Comme au [II-2-2] on démontre que w (M) — 0 lorsque 
M —- 00. 


II-2-4. Dérivée normale du potentiel de simple couche. Soit n, 
la normale extérieure en un point V, de S. Supposons que MS 
et formons la dérivée de la fonction (44) suivant n,. Le facteur 


< étant le seul à dépendre de M, on peut dériver sous le signe d’inté- 


gration : 
{ 


2j jun ar fnonstes  (n 











r 


Signalons la différence qui existe entre cette intégrale et l’inté- 
grale (19) qui définit le po- 


tentiel de double couche. 7h : 

Dans l'intégrale (19), l’angle À È 

œ est l’angle de r et de n, | En 
vecteur unitaire de la norma- d | ” 
le extérieure en À qui est le LA 7 
point variable d'intégration, NO # 


alors que dans l'intégrale (47), 
l’angle 4 est l’angle de r et 
de no, vecteur unitaire de la 6 
normale extérieure au point 

fixe V,. Dans les deux cas, le 

vecteur r est de même sens que Fig. 7 


— 

MN (fig. 7). Montrons que 

l'intégrale (47) existe dans le cas où M est confondu avec le 
point V,. Mettons l'intégrale (47) sous la forme 


fine as= [ur ets, (48) 
S S 


_—— 
où ro = NON et l'angle 1, = (ro, Ro) est l'angle de NN et nm. 
Nous montrerons ensuite que lorsque le point M tend vers N, de 
l’intérieur ou de l'extérieur de S suivant une normale, la dérivée 
de (47) tend vers des limites définies qui sont données par les for- 
mules 





(Ps Jar LÀ 8 EN SR aS +2m a, 
S 
CODE ETES 
| | 
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où comme dans [II-2-21] les indices à et e signifient que M tend vers 
N, de l’intérieur et de l’extérieur de S. 

Dans le système de coordonnées locales d’origine W,, le vecteur 
n, est de même sens que l’axe V,Z. On désignera comme plus haut 
les coordonnées de M par (x, y, z) et celles de N dans le système 
local par (£, n, &). En introduisant comme plus haut la partie ©, 
de la surface S, on peut écrire l’intégrale (47) sous la forme 


| | pu (N) LE 45. (50) 


Co 


Si ME=N,, alors z—0 et l'intégrale devient 


ffnukas- (Tue, matè dE an, 


’ 
O1 9: 


où € — C(E, n). On s'assure immédiatement que cette intégrale 
a un sens en vertu de (15) et de l'inégalité r, > ps. On a donc prouvé 
l’existence de l'intégrale (47) pour les M situés sur S. Passons à la 
démonstration des formules (49). 

Composons la différence de l’intégrale (47) et du potentiel de 
double couche de même densité u (NW): 


POD w(M)= | Fu (N) SISES G6. (51) 
S 





‘no 


Cette intégrale a un sens si M é S ou si M =N,;. 

Montrons que cette différence reste continue lorsque M traverse 
la surface S en W,. Il suffit à cet effet de prouver comme dans les 
numéros précédents que cette intégrale étendue à la petite portion 
0, de S, définie par (17), peut être rendue aussi petite que l’on 
veut en module. On supposera dans les estimations ultérieures 
que M est situé sur la normale à S en N,, c’est-à-dire que x = y = 0 
en coordonnées locales. On a alors 





cosÿ—cosp __ _ E cos (2, X)—<4 cos (n, Y)— LE (cos Ÿ, —1). (52) 


rè T3 
En tenant compte de (15) et de 
1 
FEI<Po 1nI<P0: T2": 1E—z|<r<20,, 


a —> 
où po= V E2+ n° est la longueur du projeté de MN sur le plan 
XN,Y, on obtient 
— b 
[cos Ÿ—cosy | < 1 


T Po 


où à, est une constante. Compte tenu de (22), il vient 
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2 
O1 Pod: 0 


| À fu ça) PRES as | < (4 en dE dn = 


27 di 
— 2Ab, | | se pdt, (53) 


1-a 
0 0 ‘0 
où b, est une constante. Cette majoration est valable quelle que 
soit la position de M sur la normale à S en W, (le point M peut 
coïncider avec V,). De là il s'ensuit que pour d, assez petit, l’inté- 
grale du second membre de (51) étendue à o, peut être rendue aussi 
petite que l’on veut. Ceci prouve que la différence (51) est continue 
en V,. Or w (M) converge lorsque M tend vers N, de l’intérieur 
ou de l’extérieur de S. Donc, la quantité (47) converge dans les 
deux cas. La continuité de (51) entraîne 
(RS), a (No) = | Ta) Eeas —w (No), 
s 


ôno 1 





et en vertu de la première formule (42) on obtient la première for- 
mule (49). On déduit de façon analogue la deuxième formule (49). 
De ces deux formules il s'ensuit aussitôt que le saut de la dérivée 
normale du potentiel de double couche est égal à 
ôu (No) Ou (No) _ 
Cu Pa ro Pt 0) Ge 
II-2-5. Dérivée normale du potentiel de simple couche (suite). 
Pour la suite il est important de prouver que la dérivée normale 
tend vers ses limites 
Ou (No) Ou (No) 
ôn }, ol ‘nr ). 
uniformément sur S tout entière lorsque M tend vers N, suivant 
la normale. Montrons à cet effet que l’intégrale de la formule (51) 
converge uniformément. Soit © (M) la valeur prise par cette inté- 
grale. On a déjà indiqué que cette fonction avait un sens si M = N4. 
Il nous faut prouver que pour tout & >> 0 donné, on peut exhiber 
un 9 >>0 ne dépendant pas de la position de NV, sur S$, tel que 
lo(M) —o(N,)|I<e si | MN, ]|<n, M étant situé sur la 
normale à S en ,. 
Figeons un d, tel que b,d < _. et mettons © (M) sous la forme 
© (M) = ©: (M) + ©: (M), 


RS 


ou 
o(M)= | Qu (M) PSS as ; o (M) = À [H(NS NT as. 
ie SNKoi 


En vertu de (53), on a alors |: (M | L pour toute position 


286 CH. IT. PROBLÈMES AUX LIMITES 


du point M sur la normale à S en W,. D'autre part 
© (M) — © (NV) = ©1 (M) — où (No) + [os (M) — ©: (N)l, 
d’où 
[© (M) — © (No) 1< To: (M) 1 + Toi (Vo) 1 + 
+ Lo (M)— 0 (No) 1 + 10 (M)—-0 (No). (55) 
En vertu de (52), il vient 


ES 1 [ ER | = (5 7) [Ecos(n, X)+ 


rè rè 


+ ncos (x, Y)+ 6 (cos 05 —1)] ++ (cos 8 —1) (0, =(n, Z)). (56) 


Pour les points de S\X6:, on ar > d, et ro > di. D'autre part, 
pour toute position des points W et NW, sur S, les modules des quan- 
tités &, n, & sont inférieurs au diamètre de la surface S, c’est-à-dire 
à la distance des points les plus éloignés de S. On a par ailleurs 
lr—r|< 12] et 














1 ‘Te 1 { 1 3121 .  |zl |z! 
error + TL 5) < dt ©? rs < di ? 





et en vertu de la formule (56) 


ES [| | <c,12| 
M No | 


r? r? 
où c, est une constante bien définie ne dépendant pas de la posi- 
tion de V,, mais dépendant bien sûr du choix de d;. On a 
Lo (M) — 0 (NV) 1< (TH) a lz1dS<Aatzl1 81, 
SXO1 
où |S | est l'aire de S. Si l’on prend 


£ 
12157 (57) 


alors | © (M) | — HDI et, en vertu de (55), |[w(M)— 
—O(N,)|<e. Pour n, on peut donc prendre le second membre 


de (57). 
Nous avons montré que la différence 
ou (M) 
ôn, — w(M) 


converge uniformément par rapport à la position du point W, sur S 
lorsque M tend vers NV, suivant la normale. D'autre part, le poten- 
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tiel de double couche w (M) est une fonction continue même sur S$, 
donc qui converge uniformément sur S. De là il s'ensuit que la 
ôu (M) 
ôrn 
sur $. Suivant A. Liapounov on dira qu’une fonction v (M) harmo- 
nique à l’intérieur ou à l’extérieur de S possède une dérivée nor- 
male régulière si cette dérivée converge uniformément par rapport 
au point V, de S lorsque M tend vers N, suivant la normale à S 
en V,. On obtient ainsi le 


tend vers les limites (49) uniformément 





dérivée normale 


Théorème. Un potentiel de simple couche de densité continue 
possède des dérivées normales régulières aussi bien à l’intérieur qu'à. 
l'extérieur de S. 

En figeant |z [=> 0, M étant intérieur ou extérieur à S, on 


peut admettre que 22 9 est une fonction de V, qui dépend encore 


0 
du paramètre |z | et qui, de plus, est continue par rapport à NW,, 
car u (M) possède des dérivées continues à l’intérieur et à l’exté- 
rieur de $, et la direction n, varie continâment sur S. 

La convergence étant uniforme lorsque | z | —- 0, on peut affirmer 
que les limites (49) sont des fonctions continues de W, et de Ià 
il s'ensuit que l'intégrale des seconds membres de (49) est une fonc- 
tion continue de N, sur S. Cette intégrale s'appelle valeur directe 
de la dérivée normale du potentiel de simple couche sur S. 


11-2-6. Valeur directe de la dérivée normale. Désignons par F (N) la valeur 
directe de la dérivée normale sur S: 
cos (ro, 
rage | [ucr Ce 45. (58) 
s 


Nous avons vu que F (W;) est une fonction continue de NW, sur S. Prouvons 
maintenant un théorème dû à Liapounov qui précise cette propriété de F (Mi). 


Théorème. Si la densité un (N) est continue, alors la fonction F (N)} 
vérifie la condition 


FN) —F(N)I< Bb (59) 


où B et $ sont des constantes >0 et roi = | NoN |. 

La condition (59) sera appelée dans la suite condition de Lipschitz *). Si 
ro,1 est supérieur à une constante strictement positive, alors on peut pour tout. 
B = 0 satisfaire cette inégalité en choisissant convenablement la constante B. 
En effet, la fonction F (NW) est continue sur S, donc bomée: | F(N)|< A, et 


si ro1 > h > 0, alors en prenant B = A, on obtient de toute évidence l’iné- 


galité (59) pour ro,1 > hk. Si pour ro, << k, on obtient une autre valeur de B 
dans l'inégalité (59), alors en prenant la plus grande de ces deux valeurs de Z2, 
on peut écrire (59) pour toutes les valeurs de r,,,. On peut ainsi admettre que 


. *) Pour &«€]0, 1[ cette fcondition est souvent appelée condition de 
Hôlder et pour «—=1, condition de Lipschitz. 
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d 
To, << On a 


F(N;)—F(N)=— | | u (N) [ EE — cas TR R) Jas. 
S 


— —> 
où r, et r, sont les vecteurs NON et NN, ro, ri, leurs modules. En vertu 
de (22), il vient 


LF(N:)—F (No)l & À [] 


cos (1, M1) COS (ro, Rç) 
a 


| as. (60) 





Appelons 6, la portion de la surface S, découpée par le cylindre circulaire ayant 
pour axe la normale à S en N, et pour base le disque de rayon 2rs,,. Décomposons 
l'intégrale étendue à S en deux, l’une sur 6,, l’autre sur S\0;, : 


= 


01 


cos (r1, #3) cos (ro, A0) 
ri rû 





dS ; 











(61 
Cos (T1, M1) COS (T6, Ro) 
Pare a uns | 
Tr T 
1 0 
NO1 
L'introduction du produit scalaire nous permet d'écrire: 
cos(r;, R1) COS (ro, Ro) _ Fil __ Fo 
Fe r$ ri rè 
—— RL EL +r n ( 1 1 ) 
D ll eee <d . 001 Ss 3 Js9 
ri ri ri To 


où, comme toujours, », et #, sont les vecteurs unitaires de la normale extérieure 
en NV, et N.. 
De ce qui précède il s'ensuit que 


COS (T1 F1) __ COS (ro; Ho) € [r1-70— ro | ie 
TS 








r? r$ rÿ 
ri ri ol 1 1 6 
front ||. (62 
l L 0 
Majorons séparément les divers termes: 
From rio = rit — no) | <nlri — |. 


En considérant le triangle de côtés n, et »,, on obtient | #, — n9 | < Ÿ, où à 
est l’angle de #, et #,. La condition (3) nous permet d'écrire: 


Pris —rino | < arr 

Où a est une constante. Par ailleurs 
Fraro — ronol = (1 —ro) ml = roro = 1 QG 
où &, est une coordonnée de N, dans le système local d’origine N,. On a grâce 
à (15) 
1+o 

rio — ro no | CRE 
‘Si enfin le point d'intégration N est assez proche de N,, alors en vertu de (15) 
onalronml=| 61<cer,T%, Mais, comme pour l'inégalité (59), on peut admet- 
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tre que l'inégalité précédente est valable pour toutes les valeurs de r;. En por- 
tant les majorations obtenues dans (62), on trouve 


COS (T1, F1) __ COS (To, 70) 


ri rè < 
œ 1+a 
C17170, 1 C1T0, 1 { 
art ri rol ee +r 275) , (63) 
où c, —=max{a, c}. On déduit à partir du tERnge 7. N que ri+rs,1>ro:. 


Or, en intégrant sur (S\ 0:) on a rs, 1< et par suite n>- . En se 


servant de ces inégalités et aussi de l’inégalité [r;: —rol <ro,1, on peut 
mettre (63) sous la forme 


COS (T3 M) COS (ro Po) 





< 
rè rè > 
1+&,.1-@ 1+a,.1-x 1+&,1-@x 
Dr (Hi ro 0,1, 70 To To To,1 
= 1"0, 1 r? r3 rêr: rèr? ror$ S 


En revenant à la deuxième formule (61), on obtient 


ds 
a <ort à || (64) 
SX61 
où co = 19c,. On a considéré un cylindre de rayon de base 2r,,,. Prenons mainte- 
nant un cylindre de même axe et de rayon fixe L . Ce cylindre découpe sur S 


3 
une portion 6, qui est comprise dans 0:. 


On a 
ds ds , as 
Me da) CR 
NXO1 SX 00 
Dans la deuxième intégrale r, > . donc 


dS 9 
ff 7 <a Pb 


SXO0 





où |S| est l’aire de S. On peut ramener l'intégration sur ©9501 à une 
intégration sur le plan tangent en NW, puis à l’aide des estimations habi- 


tuelles (> Po et cos (7, D>+) obtenir : 


2 
dS Es 20, dp, d8 d 
ES 20 dpo 0 _ a 
Fi <S | ur (nm :). 
0901 024 


En portant ceci dans (64) on trouve 


a 
Ja < Air, ain ro, 1l + BirG 4» 
19—-01017 
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où À, et PB, sont des constantes. Si 0 << B <a on peut remplacer cette majo- 
ration par une majoration de la forme: 

Ja Air 4e 


Passons à la majoration de J,. On a 


JE [ | cos ee n)| dS Æ | |cos Ce no)| dS. (65) 
“o; 1 61 0 


Les majorations habituelles nous donnent: 


2n 2r 
‘ Pa T Po dpo 48 


0 

Icos (ro, Ro)l [él 

ns Le 
0 0 


O1 O1 
À 
où À; est une constante. Pour évaluer la première intégrale (65) traçons la 


sphère de centre N, et de rayon 4r,,, en remarquant que 4rp,1 << F- Cette sphère 


découpe sur S une portion ©, contenant 0,. La portion 0, est définie par une 
équation explicite dans le système de coordonnées locales de centre N, et on peut 
lui appliquer les estimations habituelles en ramenant l’intégration au plan tan- 
gent à S en N,. Le domaine d'intégration est une partie du disque de centre N, 
et de rayon 4r,,,. En intégrant sur le disque tout entier, on obtient la majoration: 


Cos(r1, cos (r1, 
O1 O2 
En portant toutes les majorations obtenues dans (60), on aura 
LE (V1) — F (NO 1 < À (Arf à + Awr$,1)s 


d’où l’on déduit en définitive la formule (59), où B > 0 est strictement inférieur 
à «. 


I1-2-7, Dérivée du potentiel de simple couche suivant une direction quel- 
conque. Au [II-2-4] nous avons étudié les valeurs limites de la dérivée normale 
du potentiel de simple couche lorsque M —+ N, suivant la normale. Si on impose 
à la densité u (NW) des conditions plus fortes que la continuité, on peut prouver 
que les dérivées suivant une direction fixe convergent et de plus que ces limites 
ne dépendent pas de la façon dont M — N,. On admet que Ïa densité vérifie la 
condition de Lipschitz: 

Lu (Vs) — p (ND) 1 Brf ps (66) 


où r1,9 — NN», B et Ô sont des constantes strictement positives (ô < 1). Soit 
(NoX, Y, Z) un système de coordonnées locales d'origine N, € S. Calculons la 
dérivée de u (M) suivant l’axe N,X situé dans le plan tangent à S en N,. On ad- 
mettra provisoirement que le point M se trouve sur la normale à S en N,. On 
admettra pour fixer les idées que M est intérieur à S. On a 





ME (fuankas cm. (67) 
s 
Introduisons la quantité r—V/E?+1n?+7? et considérons l'intégrale 
[ Sucre —Ër cos (n, 2) 45=u (9 { Î Tr dE dn (ee 0) (68) 


Co A 
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2 
où 04 est le disque E?+ n° < Hs . On a de toute évidence 





9 
2n + 
[ EF FFT AE Re FE bn 
L'expression (67) devient 
M 
ME [ue as + À non as = (+ (0. (69) 
Co SX Oo 
L'intégrale (68) étant nulle, il vient 
(N N , Z 
v, (M)= | | E [ee 2 | ds. (70) 


Co 
Mettons la différence du second membre sous la forme : 
U(N) __u(No)cos(n, Z) __U(N)—u (No) + 
D ae 
No) 1 —0C , Z 1 1 
+ OO RSS CDI 4 4 (Na) cos (n, 2) (5). (71) 
Majorons séparément les termes du second membre. Grâce à (66), on a 
I (N)—p (Vo). br 
rè + r3 9 
d'où, puisque rm < 2Po et r >P 
== B 
In (N)— pu (No)l < 2"b 





_ DE (72) 
De (15) et (22), il s'ensuit : 
lu (No)1 (1— cos (R, Z)] cA 
0 RE NES < pa 2% . (73) 


Estimons le IOBIeme terme du second membre (71). La quantité r’ est la longueur 


du vecteur MN, *, N° étant le projeté de N sur le plan (X, Y). On déduit à par- 
tir du triangle MNN' que 


Ir—r|<ITI< 2ap}te 


1 1 io "1 1 1 6a 
TS UTT |< 240 AE 3x 


rèr 


d’où 








car ret r >Po et 


|u (We) cos (2, Z) (5-7) 6aA 


Sas (74) 
Po 





On srl pu établir ces majorations dans l'hypothèse que M = Ve Dans ce cas 
z—=0etr=r". 


19* 
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En portant l’expression (71) dans l'intégrale (70), on décompose v, (M) en 


trois intégrales: 
vu (M) = vi (M) + vie (M) + 01,3 (M) (75) 


étendues à 0, et ayant chacune un sens quelle que soit la position du point M 
sur la normale en N,, y compris pour M = N,. Les intégrants de ces intégrales 
sont justiciables des majorations (72), (73) et (74), qui sont de la forme 


C C C 
El, ES, El (76) 
pÿ P pe 


où les constantes C;, C, et C; ne dépendent pas de la position du point N, sur S_ 
et de celle du point M sur la normale en N,. De là il s'ensuit que v,,4 (M) 
(k = 1, 2, 3) convergent uniformément par rapport à la position du point N, 
sur S vers v,,4 (NV) lorsque M — N,. Prouvons ceci pour v,,, (M). Soit & > 0 
un nombre donné. Considérons la partie o, de o, définie par £? + n° < d, et 
choisissons d;, assez petit pour que l'intégrale 


N)—u(N 
RECETTES 
01 


soit < + en module quelle que soit la position du point M sur la normale 


en N,. Ceci est possible en vertu de la première majoration (76). Mettons 
ensuite 1,1 (M) sous la forme 


N)—u(N 

10 = | | Ç OR ds + 

01 

N)—u(N 
+ | | ge HOT) ds 0), (M)+08, (M), 
O9 61 
d’où 
Dar M), 2 (No) = 0), (M) — 000, (No) + Lo (M) — 08), (NO 

et 

Lo à M), à No < +02, (M) —08, (No)l. (77) 


L'intégrale op), (M) est prise sur une surface dont les points se trouvent 
à une distance < d, de N, et M et exactement comme au [I1-2-5], on obtient 


Den (M)—v#), (Noll < Ca 121, 


où C4 ne dépend pas de la position de N, sur S. Ceci étant, (77) devient 


€ 
(ty, 2 (M) — 5, 1 (No)l <-Z + Ca 12}, 


et pour |z| < on trouve 
Fu, 1 (M), 1 (N)l Ke, 


d'où il résulte que v,,1 (M) — v1,1 (No) uniformément par rapport à la position 
de N, sur S. | 


es 
2C, 
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En retournant à la formule (75), on remarque que v, (M) tend uniformé- 
ment vers v, (N,) pour M —+ N,. Signalons que cette limite est la même, que M 
tende vers N, de l’intérieur ou de l'extérieur de S. De façon plus simple, la 
fonction v, (M) est continue en N, lorsque M se déplace sur la normale en M4. 

L'intégrale v, (M) est prise sur la portion S X o, de S dont les points se 
trouvent à une distance > d/3 de M et N,. De là il s'ensuit comme plus haut que 


lue (M) — ve (NW) 1 < Cs12z|, 


où la constante C; ne dépend pas de la position du point N, sur S et par suite 
Ve (M) —+ vs (N,) uniformément par rapport à N,. On peut finalement affirmer 


que la dérivée 22 (0 converge uniformément lorsque M — N, sur la normale 





en N, et que cette limite est la même, que M —+ N, de l'intérieur ou de l’exté- 
rieur de S. Cette assertion est vraie également pour MU . Au [I1-2-5] on a 


montré que la dérivée 22 09) convergeait uniformément, mais cette limite 


n’était pas la même lorsque M —+ N, de l’intérieur ou de l'extérieur. Si L'est une 
direction quelconque faisant les angles M, @ et &s avec les axes N,X, N,Y et 
N,Z respectivement, alors de ce qui précède il s’ensuit aussitôt que la dérivée 


ou (M) 





du (M) __ du (M) Ou (M) 
TT ge SU ZE COS 3 TT COS ds (78) 


ces aussi uniformément lorsque M —+ N, de l’intérieur ou de l'extérieur 
e S. 

La convergence de la dérivée (78) étant uniforme lorsque M —+ N, de l’inté- 
rieur et de l’extérieur, on peut affirmer que les limites sont des fonctions con- 
tinues du point N, de S. 

Montrons enfin que la dérivée (78) tend vers la limite indiquée ci-dessus 
quelle que soit la façon dont M —+ N, et pas seulement suivant la normale en 
N,. Supposons pour fixer les idées que M — N, de l’intérieur et désignons par 
@ (No) la valeur limite de la dérivée (78) lorsque M —+ N, le long de #5. Soit 
donné & > 0. Il nous faut prouver qu'il existe un n > 0 tel que 


Ou (M) 
ôl 


-si seulement MN, < n, le point M étant intérieur à S. Traçons une sphère de 
centre N, et choisissons son rayon Ô assez petit pour que sur la partie 0’ de la 
surface S, intérieure à cette sphere, l’on ait | © (N) — © (NM) 1 < ; . Suppo- 
sons par ailleurs que M est intérieur à une sphère de centre N, et de rayon 
choisi tel que 


2 (N)|<e, (79) 


ou (M) & 
ane OV) << , 


M étant situé sur la normale à S en N et MN < n. Ceci est possible en vertu de 
: ôu (M) 3 
la convergence uniforme de y VS © (N) sur S. Nous supposons enfin que 


n <2 . Si MN, Sn, alors à fortiori MN < n, où N € 0’ est le pied de la 
normale MN. On a 


a —o(v)= 209 0 (N)+o (N)—o (Mo) 
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et 
Lo (No <] 0 (M | +10 M0 Wo1. 
D'après ce qui a été dit plus haut, les deux termes du second membre sont 
< _. , donc 
200 —O(N)|<e pour MN<n. (80) 








On s’est servi plus haut de la proposition élémentaire suivante: la plus courte 
distance d’un point M à une surface S est la longueur de la normale MN à S. 
Signalons encore que les intégrales (67) et (68) n’ont pas de sens pour z = 0, 
c'est-à-dire pour M = N,. Mais nous avons vu que leur différence avait un 
sens. 
Les raisonnements précédents nous conduisent au théorème suivant dû à 
Liapounov : 


Théorème. Si la densité p (N) vérifie la condition de Lipschitz (66), alors 
la dérivée du potentiel de simple couche suivant une direction quelconque fixe est 
continue sur S aussi, que M—> N, de l’intérieur ou de l'extérieur. La dérivée suivant 
une direction quelconque tangente à S en N, varie continûment lorsque le point M 
traverse S en No. 

L'étude du comportement des dérivées du potentiel de double couche lorsque 
M tend vers la surface S soulève de grosses difficultés. Les principaux résultats 
ont été obtenus dans ce domaine par Liapounov dans l'ouvrage déjà cité Sur 
certaines questions rattachées au problème de Dirichlet. 


II-2-8. Potentiel logarithmique. Dans le cas du plan, la solution 
singulière fondamentale était In À (tome II, [VII-3-2]). Soit Z un 


contour fermé du plan (X, Ÿ), Z, sa longueur. Le potentiel de 
simple couche est donné par la formule: 


u (M) = | pe (W) In + ds= | pe (s)n + ds. (81) 
i Î 
La deuxième solution singulière, identique à un dipôle dans l’es- 


pace (cf. (18)) est 





cos p __ à [in +), 


r _ Ôl r 


et le potentiel de double couche est défini par la formule: 


w(M)= | HN) Eds, (82) 
l 


cos F ds 
Tr 


où p=(r,n). L'expression nous donne l'angle sous lequel 


on voit l'élément de contour ds à partir de M, cet angle étant 
> 0 si cos g > 0 et < 0 si cos p << 0. L’analogue de la formule 
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(26) est la formule suivante: 


2x (M est intérieur à L), 
[ee ds— 40 (M est extérieur à L), (83) 
l n (M est sur ). 


On peut assujettir le contour L aux mêmes conditions que la sur- 
face S 
Supposons maintenant que les fonctions x (s) et y (s) qui défi- 
nissent paramétriquement la courbe Z et qui sont de période /, pos- 
sèdent des dérivées première et seconde continues. Nous admet- 
tons que la fonction u (NW) = u (s) est continue. Etudions le noyau 
du potentiel de double couche en supposant que le point M est sur L 
et est confondu avec un point V, de Z. Les cosinus directeurs de nr 
s'exprimant à l’aide des dérivées y” (s) et —zx" (s), on a 
cos __cos(r, n)_ [r(s)—x (s0)] y°(s)—[y (s)—y (so)l x” (s) 
r r [x (s)— x (50) + [y (5) — y (so)? ° 
Si s et s, sont distincts, cette expression est une fonction continue 


de set s,. Supposons maintenant que s et s, tendent vers une limite 
commune s$,. La formule de Taylor nous donne 


(84) 


2 (s)—2 (86) = 2" (80) (s— 50) +52" (si) (s—s5)?, 


2'(s)—2" (56) +2" (55) (8— 0), 
y (8) — y (50) = y" (50) (8— 5) ++ y" (87) (5 — 50), 


y'(s) = y" (50) + y” (55) (8 — 50), 


u 


où les valeurs 5, s, 5°", s"" sont comprises entre s et s,. En por- 
tant ces expressions dans (84), et en simplifiant par (s — s0)? on 
obtient à la limite l’expression 


æ" (1) y" (s1) — y” (51) z” (s1) _ æ' (51) Y” (s1)-— y" (s1) &” (s1) 
2 (2°? (51) +? (s1)] 2 : 
qui est égale à la moitié de la courbure de Z au point s — s,. Donc, 


la fonction (84) est une fonction continue de s et s, le long de L. 
En désignant cette fonction par ZL (s,, s) on peut affirmer que le 
l 


potentiel de double couche w (N,) = w (ss) = | u (s) Z (so s) ds 


L.J e LI 0 
est une fonction continue de VW, si N, se trouve sur L. 


Donc, sous les conditions imposées à x (s) et y (s), la fonction 
(84) est une fonction continue de s et s, sur L. En dimension trois, 


la fonction nu présentait un pôle pour N = N,. Pour le potentiel 
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de double couche (82) on peut prouver des formules analogues à (42): 


wi (No) =w (No) + au (No) = | BON) CE gs + au (No), 
l 


COS (ro, N) (85) 
we (No) = (No) su (No)= | p(N) CP ds ru (No), 


l 


—— 
où ro = NN et (ro, n) est l’angle de N,N et de la normale exté- 
rieure #z à L en N. De (85) il s'ensuit 


wi (No) — we (No) = au (No). (86) 


Le potentiel de simple couche (81) est défini et continu sur 
le plan tout entier. 

Soient V, un point de S, #, la normale extérieure à S en W,. 
Si MéS,on a 


res 








ôrg ôr 


Lorsque M — N, suivant la normale en NW, de l’intérieur et de 
l'extérieur de S, la dérivée (87) tend vers les limites respectives 
suivantes : 


( Ou (N;) } =[u a) LE Cor M) gs + au (No), 


‘no 
Ou (N,) , cos (ro, 7 (88) 
(Es) = (a 7) Ce gs — au (No), 
1 
d’où il résulte 
ôu (N;) Ou (N5) 
(Pne  Lame Jer 2 9 (89) 


Au lieu de (84) on aura 


cos (ro, Ro) __[T(s)—x (so)] Y° (So) — [y (s) — y (So)] z° (so) 
To = [x (s)— x (so) + [y (s)— y (so)? À 


et comme plus haut on démontre que cette expression reste con- 
tinue pour s =5, également. Signalons que le potentiel de simple 
couche (81) ne s’annule pas à l'infini. 


II-2-9. Formules intégrales et surfaces parallèles. Dans la suite 
nous aurons à nous servir des formules intégrales suivantes (tome IT, 


D Qu (M) ds = Qu (nv) SEC ds. (87) 
l l 






1 
1 
| 
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[VII-3-2]): 


Ou ôv Ou dv ôu  Ôv 
[CS + ja 
D 


i 


ee u 48 — if | u Av dt, (90} 


D; 


il (u Av—v Au) a=|| (uv À) as, (94) 
D, s 

où D, est le domaine limité par $, et n, la normale extérieure à S. 
Ces formules sont une conséquence de l'égalité (107) du [I-2-19]. 
Ces formules sont valables sous les conditions suivantes: u, v et. 
leurs dérivées partielles premières sont continues dans D, les dérivées. 
partielles secondes sont continues dans D; et les intégrales étendues 
à D; et contenant Au et Av ont un sens. Si Au et Av ne sont pas 
continues dans D;, ces intégrales sont alors des intégrales impropres 
qui sont les limites d’intégrales étendues à une suite de domaines 
Di” contenus dans D; lorsque Di?” tendent vers D;, de sorte que 
tout point dej D; appartient aux domaines Di” à partir d’un cer- 
tain n. Les fonctions intervenant dans la suite étant harmoniques, 
on a Au = Av = 0 et dans (90) on peut admettre que u = v. Ceci 
étant, les formules précédentes deviennent : 


SCENE + CT (fe (as, er 


8 
‘ ôv ôu 
Jj Lu (Sr), (Gr), ]45—0. 9} 
: Ces formules sont valables pour le domaine illimité D, exté- 
| rieur à S: 


HG) + Ge ffe (es 69 


De 
[Fu (re (#). las 69 
S 


si seulement les fonctions u et v harmoniques à l’extérieur de S 

sont continues avec leurs dérivées partielles premières dans D, US 

et tendent vers 0 lorsque M —- co. Ceci étant, 
Riu(M)ISA; R|TI<A; 


ôv (M) 
ôl 


i 





(96) 





RIv(M)I<A; R? |<A, 
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où R est la distance de M à un point O de l’espace, À, une constante 
numérique, et !, une direction fixe. Dans les formules (94) et (95), 
la normale # à S est extérieure à D ,, c'est-à-dire intérieure à S. 

Pour prouver les formules (94) et (95) il faut les appliquer à un 
domaine limité par la surface S et une sphère de centre O et de 


rayon assez grand. Lorsque le rayon tend vers l'infini, l’intégrale 
étendue à la sphère tend vers 0, puisque les produits uw A et v = 
seront de l’ordre de ä et l’aire de la sphère égale à 4nR°. C'est ainsi 


qu’on obtient les formules (94) et (95) (cf. tome II, VII-3-3). 

On verra dans un prochain paragraphe que les conditions (96) 
sont remplies sous la seule hypothèse que les fonctions harmo- 
niques u (M) et v (M) tendent vers 0 lorsque M —- co. Les formu- 
les (93) et (95) entraînent la formule suivante (tome IT, {[VII-3-3]): 


1 
== 
1 4 du r 
“ON = 3x |] ue 2e 2e (97) 


où n est la normale extérieure à D; ou à D, selon le cas traité. 

Indiquons maintenant des conditions plus générales d’applicabi- 
lité des formules précédentes. Portons sur chaque normale inté- 
rieure à $ un segment de longueur ê. Supposons que les extrémités P 
de tels segments décrivent pour à assez petit une surface sans points 
multiples, intérieure à $ et admettant un plan tangent variant 
çcontinüment. Désignons cette surface par Ss. À tout point N de 
S est associé un point P de S;, situé sur la normale à S en W 
et, inversement, à tout point P de S; est associé un point bien 
défini V de S. Montrons que la normale à S en NW est normale 
à S,; en P. Soient (x, y, z) les coordonnées des points de S et (x, 
y', z'), celles des points correspondants P dans un système quel- 
conque de coordonnées. 


On a 
x = x —ôcos(n, X), 
y" = y — 6 cos (n, Ÿ), (98) 
3! = 2 — Ô cos (n, Z), 


où = est la normale extérieure à S. Supposons qu’une portion de 
la surface S est définie par l'équation explicite z = 2 (x, y), la 
fonction z (x, y) possédant des dérivées premières et secondes con- 
tinues. Les cosinus directeurs de la normale seront alors des fonc- 
tions continûment dérivables. 

Supposons que W décrit une courbe / sur S de sorte que (x, y, 2) 
sont des fonctions continûment dérivables d’un paramètre f. Il en 
est alors de même de (x’, y’, z'). En dérivant la relation évidente 


(a — 2) + G' — y} + (° — 2) = 6, . 





II-2-9. FORMULES INTÉGRALES ET SURFACES PARALLÈLES 299 


par rapport à f{, on obtient 
x" — x) ti + Q° — y) vi + (7 — 2) al — 
— [a —- 2x + —-y)y + —-22l= 0. 

Le deuxième crochet étant nul, puisque PN est normal à $, il en 
est de même du premier et ceci exprime que la tangente à /’ est 
perpendiculaire à PN. De là il s'ensuit immédiatement que PN 
est normal à S:. On admet que tout point de S peut être compris 
à l’intérieur d’une portion de surface douée des propriétés indi- 
quées. La surface S; s'appelle surface parallèle à S. 

Supposons maintenant que les fonctions uw et v harmoniques 
à l’intérieur de S possèdent des dérivées normales régulières lorsque 
M —- N suivant la normale à $S en Ÿ, ces fonctions étant elles-mêmes 
continues dans D;. On peut appliquer toutes les formules ci-dessus 
au domaine limité par S;. En tenant compte de la convergence 
uniforme de w et de v et de leurs dérivées normales ainsi que de la 
coïncidence des normales à S4 et S, on retrouve toutes ces for- 
mules pour D, en faisant tendre ô — 0. L'intégrale triple étendue 
à D, doit être traitée comme une intégrale impropre, limite d’in- 
tégrales étendues à des domaines intérieurs tendant vers D;. L’inté- 
grant étant strictement positif, la façon dont ces domaines inté- 
rieurs tendent vers D; importe peu. On peut en particulier pren- 
dre des domaines limités par S$5. En passant à la limite il ne faut 
pas perdre de vue la variation de l’aire de S. L'élément de surface 
dS s'exprime à l’aide des coefficients de la première forme de Gauss 
(tome II, [V-2-2]): 


dS = V EG — F? dx dy, 


si l’on prend par exemple x et y pour paramètres et de (98) il s'ensuit 
que Æ, Get F sont des polynômes du second degré en 6. Les consi- 
dérations précédentes sont valables pour D, (dans ce cas il faut 
remplacer le signe moins par le signe plus dans les formules (98)). 
Si les fonctions harmoniques uw (M) et v (M) se représentent par 
des potentiels de simple couche de densités continues, alors elles 
sont continues dans D; et possèdent des dérivées normales régu- 
lières. 
On a donc le 


Théorème. S'il est possible de construire des surfaces paral- 
lèles intérieurement et extérieurement à S et jouissant des propriétés 
mentionnées ci-dessus, alors les potentiels de simple couche u (M) et 
v (M) de densités continues sont justiciables des formules (90), (91). 

Etablissons maintenant quelques conditions suffisantes d’exis- 
tence de surfaces S; parallèles à S. Supposons que la surface S est 
de Liapounov et que & = 1 dans (3). Montrons que pour à assez petit, 
la surface S; est alors une surface fermée sans points multiples, 
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c’est-à-dire qu’à des N distincts correspondent des P distincts. Ad- 
mettons provisoirement que Ô < _ et qu’à deux points distincts 
N, (ti: Yu 21) et No (to, Yo, 22) Correspond un seul point P, c’est-à-dire 
que 

Z — Ôcos(n,, À) = x, — Ô cos (n>, À), 

Y1 — Ô cos (Ru, Ÿ) = y, — Ô cos (n2, Y), (99) 

Z, — Ô cos (n,, Z) = 2, — Ô COS (n2, Z), 


où #, et », sont les normales extérieures à S en W, et W,. Signalons 
que W, est intérieur à la sphère de centre NW, et de rayon d. Sir; = 
= N,N,, on obtient en vertu de (99) 


r1,o=Ô0V 2(1—cos8), 


où . est l’angle de n, et #,. Or,en vertu de (6), on a 1—cos 8< 
<< 0° r, ,(&=1) et par suite r,,, <aôri, 2. 


Si l'on prend ô << L on aboutit à une contradiction. Donc si 
S est une surface de Liapounov et & = 1, la surface S; ne possède 
pas de points multiples pour Ô < _ et Ô < £ . D'autre part, il s’en- 


suit directement des conditions imposées à S [II-2-1] que tous les 
points P sont intérieurs (ou extérieurs) à $ pour Ô << d. Si l’on sup- 
pose de plus que l’équation de la portion de surface z = z (x, y) 
est telle que z (x, y) possède des dérivées premières et secondes con- 
tinues, alors la surface S, présente un plan tangent variant conti- 
nûment. La fermeture de S, résulte directement du fait que lorsque M 
se rapproche continûment de S en restant à l’intérieur de D;, la 


plus courte distance de M à S sera égale à Ô pour une certaine position 
de M. 


Remarque. Supposons que u (M) est continue avec ses 
dérivées premières à l’intérieur de S et possède une dérivée normale 
ôu (N De 
20) sont alors des fonctions 


continues sur S [II-2-5], donc il existe un nombre B tel que 


régulière. Les valeurs limites de 





(2 2) ),<2 NES). 


Par ailleurs, la convergence de la dérivée normale étant uniforme, 
pour tout e& > 0 donné, il existe un n tel que 


| ôu (M) (2 20 


a ),1<e pour MN <1, 





! 
$ 
; 
1 
; 
i 
i 
3 
ÿ 
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le point M étant sur la normale intérieure à S en N. En fixant & 
on obtient |°# -0 | < (B+e) pour MN <n, d'où |[u(M:) — 
— u (M) | 4 + €) 01,9, OÙ O1, = MM. De là il s'ensuit que 


u (M)—u &) lorsque M — N suivant la normale en NV. On peut 
écrire par ailleurs 





ô 
u(M)—u (N) = | EL 46, 
Ô 


où M, est un point variable sur la normale en W, ô, = NM, et 
ô = NM, 6, ÔÜ<L n. De la majoration de la dérivée normale, il 
vient: [u (M) —u(N) |< (B + €) ô, d’où l’on voit que u (M) —+ 
— u (N) uniformément par rapport à la position de NV sur S. En tenant 
compte de ceci, il est aisé de prouver [II-2-7] que u (M) —+ u (N) 
quelle que soit la façon dont M — N, et que u (M) est continue dans 
D,. Les raisonnements sont les mêmes pour D,. En définitive, si 
la fonction u (M) admet une dérivée normale régulière elle est continue 
dans D; (resp. D, US). 

Donc, l'application des formules intégrales ci-dessus est subordonnée 
à la seule existence des dérivées normales régulières des fonctions u (M) 
et v(M). 

A qui a été dit à propos de D; s'étend au plan. Si l’on con- 
sidère un domaine illimité dans le plan, on verra plus loin que les 
choses seront différentes. 


I1-2-10. Suites de fonctions harmoniques. Avant de passer à la 
résolution des problèmes aux limites pour l’équation de Laplace 
à l’aide des potentiels de simple et de double couche, on se propose 
d'établir quelques propriétés des fonctions harmoniques qui vien- 
dront compléter celles que l’on connaît déjà. Considérons des suites 
de fonctions harmoniques ou, ce qui revient au même, des séries 
de fonctions harmoniques. Toutes les démonstrations seront effec- 
tuées pour le plan. Dans l’espace, elles sont exactement les mêmes. 
Il suffit seulement de remplacer la formule de Poisson par la formule 
qui donne la solution du problème de Dirichlet pour la sphère. 

Le thé orè m e fondamental des séries uniformément conver- 
gentes de fonctions harmoniques présente une très grande ressemblan- 
ce avec un théorème analogue de la théorie des fonctions d’une va- 
riable complexe régulières (tome IIT;, (1-12). 

Si les termes de la série 


00 


Su (x, y) | —_ (400) 


sont des fonctions harmoniques à l'intérieur d’un domaine borné B 
et continues dans B et si cette série converge uniformément sur le contour 
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l de B, alors elle converge uniformément dans B et sa somme est une fonc- 
tion harmonique dans B. 

Soit donné un nombre € >> 0. La convergence étant uniforme sur 
1, il existe un N tel que pour tout n > N et tout p > 0l’ona 


n+p 
| Dur, pl<e ((x, y) sont sur l). 
k=n 


Cette somme finie de fonctions harmoniques est une fonction harmo- 


nique à l’intérieur de B et continue dans B. En vertu de la propriété 
fondamentale des fonctions harmoniques relative aux extrémums 
sur le contour (tome II, [VII-3-3]), on peut affirmer que cette iné- 
galité étant réalisée sur le contour /, elle Le sera à fortiori en tout point 


intérieur, autrement dit elle est réalisée dans le domaine P, ce qui 
exprime la convergence uniforme de la série (100) dans B. Donc, la 


somme $ (x, y) de la série (100) est une fonction continue dans LB. 
Montrons qu’elle est harmonique dans B. Soient M, un point quel- 
conque de B et 2, un disque de centre M, et de rayon R tel que =, B. 
Désignons par S, (x, y) la somme partielle de la série (100). Cette 
somme est une fonction harmonique et les valeurs qu’elle prend en 
un point intérieur de >, s'expriment en fonction de celles qu’elle 
prend en un point frontière de Z, à l’aide de la formule de Poisson: 


2x 


R?—p? 
SA (p; D | Sr n (R, Ÿ) AR UD AV 


où (p, p) sont les coordonnées polaires du point M (x, y), sachant 
que M, est l’origine des coordonnées. Sur la frontière de Z, la con- 
vergence S, (R, ») — S (R, ÿ) est uniforme en + et l’on obtient 
en passant à la limite: 
; 2n R2 ü 
ni a 
S (p, p) = 21 S(R, Ÿ) R?— 2Rp cos (p— P) + p°? dy, 


autrement dit, à l’intérieur de Z, la somme de la série (100) est ex- 
primée par une intégrale de Poisson et par suite est une fonction 
harmonique. On rappelle que M, est un point intérieur quelconque 
de B. On remarquera qu’on aurait pu démontrer de même que la série 
(100) est dérivable dans B par rapport à (p, œ) autant de fois qu’on 
le veut. En effet, il s'ensuit immédiatement de la formule de Pois- 
Son : | 


27 
Our (P, ) Te 
Deep. ei # us (CR, V) 7 R?—2Rp cos (h—p)+ p° Sa 
0 
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En multipliant les deux membres de la série (100) par 


An. R?—p? 
“op R?—2Rp cos (p—p)+p? 


et en intégrant le long de la frontière du disque Z,, on trouve 


ôS (P, P) _ D êur(P, ®) 
dp jig dp 


k=1 


Le théorème prouvé peut être formulé évidemment en termes de 
suites de fonctions harmoniques, soit : si une suite S, (x, y) de fonc- 
tions harmoniques dans B et continues dans B converge uniformément 
vers une fonction S (x, y) sur le contour 1, alors elle converge uniformé- 
ment dans B. La fonction limite est harmonique dans B et la suite peut 
être dérivée autant de fois qu’on le veut dans B. 

Prouvons encore un théorème se rattachant au cas particulier où 
les termes de la série (100) sont des fonctions strictement positives. 
Etablissons au préalable un corollaire de la formule de Poisson. 
Une fonction w (p, œ) harmonique à l’intérieur d’un disque de cen- 
tre M, et de rayon p << R et continue dans le disque fermé, s’expri- 
me à l’aide de la formule de Poisson : 

1 27 Rip? 
u (p, D = u(R, Ÿ)-r=mpes er 


Supposons par ailleurs que cette fonction est strictement positive. 
Comme | cos (1 — p) [< 1, on a 
(R — p}°< R° — 2Rp cos (1 — p) + p°< (R + p}°, 
et de la formule de Poisson il s’ensuit immédiatement que 


27 on 
RE Dr ju, 4) dp<u (p, PET. _. ju(r, 4) dy, 
0 





ou, en vertu du théorème de la moyenne, (tome II, [VII-3-3]) 


= R+P 
RS (M) Eu (p, P EF 
Cette estimation des valeurs prises par une fonction harmonique 
strictement positive à l’intérieur d’un disque par l’intermédiaire 
de la valeur prise au centre M, de ce disque s’appelle inégalité de 
Harnack. Grâce à cette inégalité on peut établir le théorème sui- 
vant: 

Si une suite S, (M) de fonctions harmoniques dans un ouvert B est 
strictement croissante et converge en un point M, de B, alors elle con- 








u (M). (104) 
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verge en tout point de B, cette convergence étant uniforme dans tout 
domaine fermé B,c B. 

Par hypothèse, S,., (M) > S, (M) dans B. La suite étant con- 
vergente en M,, pour tout e >> 0 il existe un N tel que 


Sn +p (Mo) — Sn (Mo) E 


pourr> N et Vp > 0. Soit ©, un disque fermé de centre M, et de 
rayon À contenu dans B. La différence ci-dessus étant une fonction 
harmonique strictement positive, on peut écrire 


OS Sup (M) — Sn (M)<-p 8, 





où M est un point quelconque intérieur à Z,, et p, la distance de M 
à M,. En considérant un disque X, de centre M, et de rayon R — a, 
où a >> 0 est un nombre petit, on obtient dans le disque X, 


0SSn+r(M)—S (ME E, 


d’où il résulte que S, (M) converge uniformément dans le disque X,. 
En prenant un point M, intérieur à Z, en lequel converge S, (M), 
on prouve par les raisonnements ci-dessus que S, (M) converge uni- 
formément à l’intérieur d’un disque de centre M, strictement inclus 
dans B. En poursuivant cette procédure on arrive, comme dans le 
<as d’un prolongement analytique, à prouver la convergence uni- 
forme sur tout disque fermé strictement inclus dans B. Tout domaine 
fermé B,c B peut être recouvert par un nombre fini de disques 
< B, ce qui traduit la convergence uniforme de cette suite dans un 
tel domaine B,. A noter que de la convergence uniforme de la suite, 
il s'ensuit, en vertu du théorème précédent, que la fonction limite de 
cette suite est une fonction harmonique à l’intérieur de B. 

Le théorème ci-dessus peut être formulé en termes de séries, sa- 
voir: si Les termes de la série (100) sont des fonctions harmoniques à 
l'intérieur de B et strictement positives à partir d'un certain n et si 
cette série converge en un point de B, alors elle convergera en tout point 
de B, cette convergence étant uniforme dans tout domaine fermé B; 
strictement inclus dans B. On aurait pu démontrer le théorème pré- 
cédent pour des suites strictement décroissantes et respectivement 
pour des fonctions strictement négatives. 


I1-2-11. Position des problèmes aux limites intérieurs pour l’équa- 
tion de Laplace. Soit D; un domaine de l’espace limité par une sur- 
face S. Le problème intérieur de Dirichlet consiste, 
on le sait, à chercher une fonction uw (M), harmonique à l’intérieur 
de D ;, continue dans le domaine fermé D; et prenant sur S des va- 
leurs données qui sont des fonctions continues sur S. Ce problème 
n’admet qu'une seule solution (tome Il, [VII-3-3]). On prouvera 
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ultérieurement l’existence de cette solution moyennant certaines 
hypothèses sur S. Le problème se pose dans les mêmes termes dans 
le cas du plan. : 

Dans le problème de Neumann, ce n’est pas la 
fonction elle-même qui est donnée, maïs les valeurs limites f (N) 
de la dérivée normale 220 lorsque M — N suivant la normale 
en W. Si l’on admet de plus que uw (M) est douée d’une dérivée nor- 


male régulière, alors on peut appliquer la formule (93) à u (M) et 
v (M) =1 et obtenir 





| | f(N)4S=0, (102) 


S 


donc cette relation est une condition nécessaire d'existence de la 
solution du problème intérieur de Neumann si la dérivée normale 
est régulière. À noter que si une fonction w (M) est solution du pro- 
blème intérieur de Neumann, alors la fonction u (M) + C, où C est 
une constante arbitraire, l’est également pour la même condition 
aux limites f (NW). Le théorème d’unicité de la solution du problème 
de Neumann consiste à affirmer qu'il n’existe pas d’autres solutions, 
autrement dit, si u, (M) et u, (M) sont deux solutions du problème 
de Neumann vérifiant la même condition aux limites f (N), alors la 
différence u: (M) — u, (M) est constante dans D. 

Cette proposition se démontre facilement si l’on admet que uw, (M) 
et u, (M) possèdent des dérivées normales régulières. La différence 
v (M) = u; (M) — u, (M) possède alors une dérivée normale ré- 
gulière dont les valeurs limites sont nulles, donc v (M) est continue 


sur D, et en appliquant la formule (92) à v (M), on obtient: 
[FLE (0) + (M) F0 
D 


t 
d'où il s'ensuit que v (M) est constante à l’intérieur de D;. Au 
[II-2-14] on prouvera l’unicité de la solution du problème de Neu- 
mann sans supposer l'existence de la dérivée normale régulière. 
A noter que dans les problèmes intérieurs de Dirichlet et de Neu- 


mann on peut admettre que la frontière $S est composée de plusieurs 
surfaces fermées. 


Le problèmeaux limites mixte pour l'équation 
de Laplace consiste à trouver une fonction harmonique à l’intérieur 
de S vérifiant la condition aux limites 


(M) +p(Nu=f(N) (NES) (103) 


où p (N) > 0 et f (N) sont des fonctions continues sur S, autrement 
dit, la condition aux limites est une combinaison linéaire de la dérivée 
20—01017 
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normale et de la fonction elle-même sur S. Prouvons le théorème d’uni- 
cité en admettant que u (M) possède une dérivée normale régulière. 
S'il existait deux solutions, leur différence v (NW) satisferait à à la con- 
dition aux limites homogène 


(de M) + p(N)v(N)=0. (104) 





Le appliquant la bifule (92) à v(M) et grâce à (104) on obtien- 
rait 
| Ji ( Sn + (0) + (2) = — | jpanmanas. 


dy 


L'intégrale du second membre ne peut être strictement positive, 
celle du premier membre ne peut être strictement négative, autre- 
ment dit, elles sont toutes deux nulles, d’où il s'ensuit que v (M) = 0. 
Tous les résultats précédents sont valables pour le plan. 

.__ Jusqu'ici nous avons considéré des problèmes intérieurs qui 
impliquaient la détermination d’une fonction harmonique dans un 
domaine borné sous une condition aux limites. Nous passons main- 
tenant à l’étude des problèmes extérieurs qui consis- 
tent à trouver une fonction harmonique dans une partie illimitée 
de l’espace, extérieure à une surface fermée S (ou à plusieurs sur- 
faces fermées). Le problème se pose de façon analogue pour le plan. 
La condition imposée à la fonction inconnue au voisinage du point 
à l'infini sera essentielle. Les approches de cette question seront dif- 
férentes pour le plan et pour l’espace. Commençons par le plan. 


I1-2-12. Problèmes extérieurs pour le plan. On dit qu’une fonc- 
tion u (M), harmonique au voisinage du point à l'infini, est régulière 
à l'infini si elle tend vers une limite finie lorsque M —+ oo. Voyons 
la signification de cette définition. Construisons au voisinage du 
point à l’infini une fonction v (M) harmonique conjuguée de u (M) 
(tome III, ; [I-21). En contournant le point à l'infini dans le sens 
contraire aux aiguilles d’une montre, la fonction v (M) peut aug- 
menter d’un terme constant que l’on désignera par y. La fonction 
de variable complexe 


f(a)=u(s)+v(zi—-nz 


est régulière au voisinage de l'infini et par suite se développe en 
une série de Laurent de z dans ce voisinage. Montrons que ce dévelop- 
pement ne comprend aucune puissance strictement positive de z 
En effet, s’il existait une infinité de tels termes, alors pour | z | — c, 
la fonction Î (2) prendrait des valeurs aussi proches que l’on veut 
de tout nombre donné à priori (tome III, ; [1-17]) tandis que sa partie 
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réelle, c'est-à-dire u (z) — + In ||] ou bien tend vers l'infini si vÆ0, | 
puisque par hypothèse u @ possède une limite finie, ou bien tend 


vers une limite finie si y = 0. 
Si les puissances strictement positives étaient en nombre fini, 
c'est-à-dire si | 
f (2) = 202 + m2 + + a+ +... (am #0), 
on aurait alors 
u(2)— im p=rp" cos (mp + 4) + 
+ Re[an- Va CR PE 


(z = peïi?, um — rev). 








En divisant les deux membres de cette relation par p” et en faisant 
tendre p vers l'infini à o fixe, on constaterait que le premier membre 
tend visiblement vers 0 tandis que le second tend vers la quantité 
r cos (mœ + vw) qui dépend de et qui n’est pas toujours nulle. Cette 
contradiction nous dit que le développement de f (z) ne peut contenir 
que le terme constant et les puissances strictement négatives: 


(105) 





f()=a += 


Lorsque | z | — œ, la fonction f (z) tend vers le nombre a, donc 
la constante y doit être nulle, autrement dit, si u (M) est holomorphe 
au point à l'infini et v (M) est son harmonique conjuguée, alors f (z) = 
— u (z) + iv (z) admet le développement (105) au voisinage du point 
à l'infini. On voit à la lumière des raisonnements précédents que pour. 
aboutir à ce résultat, il suffit de supposer que u (M) est tout simple- 
ment bornée en module au voisinage du point à l'infini. De là s’en- 
suivra le développement (105) et par suite l'existence d’une limite 
finie de u (M) lorsque M —- co. 

Le problème extérieur de Dirichlet consiste à trouver une fonction 
u (M), harmonique à l'extérieur d’un contour fermé /, holomorphe 
à l'infini et prenant des valeurs données f (N) sur L. Soit Zo Un point 
intérieur à Z. Considérons la transformation conforme du plan 


. La partie du plan extérieure à / se transforme en un: 





LU — 

2—20 
domaine borné B, les fonctions harmoniques, en fonctions harmoni- 
ques (tome III,, [I1-1]), le point z — o, en w = 0 et f (z) sera une 
fonction holomorphe de w pour w — 0. Le problème extérieur de 
Dirichlet se transforme en problème intérieur pour le domaine image 
et le problème posé n’admettra qu’une seule solution. 


20% 
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- En dérivant (105) par rapport à z et comme 


© 2ÿf" (2) — — a, pour | z | —+ o, 


on peut affirmer que si une fonction harmonique u (M) est holo- 
morphe à l'infini, alors les produits p°? a et p? Je ,oùp=}z|, 
zestent bornés orsque M —- co. De là il s'ensuit qu'il en est de même 
pour le produit p? — , où mest une direction quelconque susceptible 


de varier avec M. ‘8 B est la région du plan extérieure au contour 
fermé 1, et u (M) et v (M), des fonctions harmoniques dans B, con- 
tinues à l'infini et continues avec leurs dérivées premières dans 


B, alors 
SIC) + Tee (le don 


Ce ().—v (Gr). ]ds=0, «07 


où # est la normale à L extérieure à B. Ces formules se prouvent 
exactement comme au [I1-2-9] pour l'espace. Il suffit d'indiquer que 
sur le cercle C de centre fixe O * de rayon À, les produits (a) « 
$ 
ot u(æ)e sont] majorés par É et la longueur du cercle est 2x2. 
Comme au {II-2-9], les formules (106) et (107) restent en vigueur 


si au lieu de la continuité des dérivées premières dans B, on demande 
l'existence des dérivées normales régulières de u (M) et v (M). 

Passons au problème extérieur de Neumann avec la condition 
aux limites 





(“Q) sa wep (108) 


lorsque M —- N suivant la normale en N et la fonction u (M) est 
holomorphe à l'infini. Supposons que le problème admet une solu- 
tion u (M) et que u (M) possède une dérivée normale régulière sur L. 
En traçant un cercle C de rayon R assez grand et en appliquant la 
formule (107) à u (M) et à v (M) =1 au domaine borné par let C, 


on obtient 
Ga). d+$ (2). ds=0 (109) 
l l | ja È 


La dérivée (5), étant de l'ordre de sur C, l'intégrale étendue 
à C tend vers 0 pour R— et en vertu de (108) on obtient à 
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la limite 
| su) ds=0. | (440) 
l 


On a ainsi établi cette condition nécessaire pour le problème inté- 
rieur de Neumann. En se servant de la formule (106), on peut dé- 
montrer l’unicité de la solution du problème extérieur de Neumann 
pour une dérivée normale régulière (ci. {11-2-11]). Dans l’espace, 
on n'aura pas une condition analogue à (110) pour la résolution du 
problème extérieur de Neumann. 


A noter que la solution singulière fondamentale In - ne sera 
pas holomorphe à l'infini. Elle tend vers l’infini avec r. La deuxième 
solution singulière, + ; qui correspond à un dipôle est holomorphe 
et nulle à l'infini. Dans l’espace, non seulement le potentiel du 
dipôle mais aussi la solution singulière fondamentale : sont nuls à 


l'infini. Le potentiel de simple couche (84) qui définit une fonction 
harmonique à l'extérieur de Z n’est pas en général holomorphe à 
l'infini. Si la charge totale est nulle, c’est-à-dire si 


Î BG) ds=—0, (411) 
ll 





alors le potentiel (81) sera holomorphe. En effet, soit R — MN. 
En introduisant dans l'intégrale (111) le facteur In À qui ne dépend 
pas de la variable d'intégration N, on peut mettre le potentiel (84) 
sous la forme 


u(M)=— Î n(W) In À ds 
1 | 
et lorsque le point M — c, l’expression In L. 0 uniformément 


en N EL. On voit donc que le potentiel est bien holomorphe et nul 
à l'infini. 

Montrons encore une propriété des fonctions harmoniques. Sup- 
posons que u (M) est une fonction harmonique dans un disque centré 
en l'origine des coordonnées N,, sauf éventuellement en N,, et bornée 
en module dans ce disque. Montrons que lorsque M — N,, la fonction 
u (M) admet une limite et si cette limite est égale à u (N,), alors u (M) 
est harmonique dans le disque tout entier, y compris en N,. Pour nous 
en assurer il suffit de reprendre les raisonnements qui nous ont con- 
duits au développement (105) en remplaçant l'infini par l’origine. 
Au lieu de (105), on aura 


f (2) = ao + 412 + an? + ..., 


d’où notre assertion. 
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II-2-13. Transformation de Kelvin. Pour étudier les fonctions 
harmoniques dans l’espace nous ne disposons plus du remarquable 
outil mathématique qu'est dans le plan la théorie des fonctions d’une 
variable complexe et, en particulier, la transformation conforme 
qui transforme une fonction harmonique en une fonction harmonique. 
Cependant il existe dans l’espace une transformation ponctuelle 
d’un type spécial qui est douée de la même propriété, à savoir: 
si u (x, y, z) est une fonction harmonique dans un domaine D, alors 
la fonction 


Là LA Là 1 : ÿ é ’ | U , , 
wa, y'z)= ufr, Le, 5) (=22+y2+2) (112) 
est harmonique dans le domaine D’ image de D par l'application 
D; =; = (r=m+y+z). (113) 
Signalons tout d’abord que r=< et que l'application réciproque 


de (113) est de la même forme, soit : 


zx! , z' 


= ri =; 2er. | (113) 
En coordonnées sphériques la formule (112) devient: 

v(r,0, p=ru(,0, +). 
Comme w(r, 6, y) est solution de ur de Laplace 

rUrr + 2ru, + — Sin — (ue Sin 8)9 + = _— Ugy — 0 

et que de toute évidence 
| ; 2 2 

is (ut )=u,+<u, 
il s'ensuit immédiatement qu'il en est de même de v (r’, 6, œ). La 
transformation (113) est une symétrie par rapport à la us unitaire 
centrée en l’origine des coordonnées (tome II, [VII-3-6]). Si la 


sphère est de rayon R et de centre (a, b, c), les formules (112) et (113) 
deviennent : 


aa (z—0); be (y): so . 
v(a, y, 2)=ufe+ te), .….]; (419 


VE FU DT ES; 
= V (x —a) + (y —b)+ (3 — ch. 
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La transformation (114) s'appelle fransformation de Kelvin. Avant 
d'étudier la notion de fonction harmonique holomorphe au point 
à l'infini dans l’espace, on se propose de prouver une propriété des 
fonctions harmoniques qui a été établie pour le plan à la fin du nu- 
méro précédent. Soit u (M) une fonction harmonique dans une boule 
B, centrée en l'origine N, des coordonnées, sauf éventuellement en N, 
et bornée en module dans B,. Montrons que lorsque M tend vers N,, 
la fonction u (M) admet une limite et si cette limite est égale à u (N,;), 
alors u (M) sera harmonique en Ni. 

En utilisant l'intégrale mentionnée au (tome Il, [VII-3-6]) on 
peut construire une fonction uw, (M) harmonique dans la boule B, 
tout entière et prenant sur 0B, les mêmes valeurs limites que la 
fonction u (M). 

Appliquons la transformation de Kelvin par rapport à la boule 
B, à la différence u, (M) — u (M). La fonction image est harmonique 
à l'extérieur de B,, nulle sur 9B, et tend vers 0 lorsque M” — co. 
La dernière circonstance résulte de la forme de la formule (114) et 
du fait que u (M) est par hypothèse bornée au voisinage de l’origine 
des coordonnées. Comme une fonction harmonique prend ses valeurs 
extrémales sur la frontière, on affirme que la fonction u, (M) — 
— u (M) est identiquement nulle, autrement dit, u, (M) =u (M), 
et par suite u (M) est harmonique en l’origine des coordonnées. 

Soit u (M) une fonction harmonique en un point O que nous pren- 
drons pour origine et en son voisinage. L'image de uw (M) par la 
transformation de Kelvin par rapport à la sphère unitaire centrée 
en O est une fonction v (M') harmonique au voisinage du point à 
l'infini. Cette fonction tend vers 0 lorsque r’ -> œ et en outre, de 
a formule (112), il s'ensuit aussitôt que le produit r’v (M) est borné 

’ : A r9 OU r9 OÙ r9 OÙ 
lorsque r’ —> co, donc il en est de même der? ÿ TP Gr “Tor - 
Ceci résulte du fait que les dérivées de la fonction uw (M) sont bornées 
au voisinage de l’origine. Réciproquement, si une fonction uw (M), 
harmonique au voisinage du point à l'infini, est telle que le produit 
ru (M) est borné lorsque r — w, alors sa transformée de Kelvin 


1 ; 2 is ; 
v(M") = + u (M) est harmonique et bornée au voisinage de l’ori- 
gine des coordonnées, donc est harmonique en cette origine. Des 


raisonnements précédents il s'ensuit alors que les produits ra ! 
ô 5 : | 
T° e 7 — sont bornés pour r — . Supposons enfin que la seule 
information dont on dispose sur la fonction w (M) harmonique au 
voisinage du point à l'infini est qu’elle tend vers Ô lorsque r —+ oo, 
<'est-à-dire que pour tout & >> 0 donné il existe un À > 0 tel que 
[u (M) |< e dès que r > À. Construisons une boule B, centrée en 
l'origine et de rayon assez grand pour que w (M) soit harmonique à 
l'extérieur et sur 0B,. Construisons une fonction v, (M') harmonique 
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à l’intérieur de B, et prenant les mêmes valeurs limites sur 0B, que 
u (M). 

Soit u, (M) l’image de la fonction v, (M) par la transformation 
de Kelvin par rapport à B,. La différence u (M) — u, (M) est une 
fonction harmonique à l’extérieur de B,, nulle sur 0B,, qui tend 
vers 0 lorsque r — co. On a vu plus haut qu’une telle fonction est 
identiquement nulle. Donc, u (M) =u, (M). On a vu per ailleurs 
que les produits 


ru (M), re 00, ro), pa 00 (415) 


sont bornés pour r — co. On remarque donc que la convergence de 
u (M) vers 0 lorsque r — entraîne que les produits (115) pour u (M) 
restent bornés lorsque r —- co. 

On dira qu'une fonction u (M), harmonique au point à l'infini, 
est régulière au point à l'infini si u (M) — 0 pour r —+ c. Si l’on 
sait seulement que w (M) converge vers une limite finie b, alors 
on peut dire qu'une telle fonction est égale à la somme de la cons- 
tante b et d’une fonction harmonique régulière au point à l'infini. 
Si pour des fonctions u (M) et v (M) harmoniques à l’extérieur d’une 
surface S les produits (115) sont bornés et si ces fonctions possèdent 
sur $ des dérivées normales régulières, alors comme on l’a vu au 
[I1-2-9], elles sont justiciables des formules (94) et (95) dans lesquel- 
les l'intégration est étendue à la région de l’espace extérieure à S. 

Le problème extérieur de Dirichlet consis- 
te à trouver une fonction u (M) harmonique à l’extérieur de S$, 
régulière au point à l'infini, continue à l'extérieur de S et sur S et 
prenant sur S des valeurs f (NW) données à priori. En plaçant l’origine 
des coordonnées en un point M, intérieur à S, on ramène par une 
transformation de Kelvin le problème extérieur de Dirichlet à un 
problème intérieur pour le domaine image. On démontre l’unicité 
de la solution du problème extérieur par les raisonnements habituels. 
L'existence de la solution du problème extérieur se ramène à celle 
de la solution du problème intérieur, laquelle peut être établie 
sous des hypothèses générales sur la surface avec des conditions aux 
limites continues. 

Signalons la différence qui existe dans les positions du problème 
extérieur de Dirichlet pour le plan et pour l’espace. Dans le cas plan 
nous avons donné les conditions aux limites sur la frontière et avons 
simplement exigé que la fonction tende vers une limite finie lorsque 
r — oo. Dans l’espace, nous imposons cette limite, à savoir nous 
la supposons égale à 0. Il est évident qu'on aurait pu admettre que 
la fonction uw (M) tend vers une limite b pour r — œ et revenir à 
la position précédente en considérant la différence u (M ) — b. 
Il est immédiat de voir que dans l’espace il ne suffit pas d'exiger que 
u (M). tende vers une limite finie lorsque r — œ pour que le pro- 
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blème extérieur soit bien posé. En effet, supposons qu’une certaine 
quantité d'électricité se trouve en équilibre sur une surface conductri- 
ce S. Ce potentiel électrostatique de simple couche sera égal à une- 
constante c sur S et de plus on démontre sans peine que u (M) est 
une fonction harmonique à l’extérieur de S et tend vers 0 pour 
r — co. La constante c sera elle aussi une fonction harmonique à 
l'extérieur de S et prendra sur S les mêmes valeurs limites, mais 
elle ne sera pas régulière au point à l’infini au sens de notre défini- 
tion. Dans le plan, ce raisonnement n’a pas de sens, car le potentiel 
électrostatique de simple couche sur une courbe L est infini à l’infini. 
Signalons encore que la fonction w (M) est dite harmonique à l’exté- 
rieur de $ dans le cas seulement où elle est régulière à l’infini, c’est- 
à-dire que certains auteurs incluent dans la définition d’une fonction 
harmonique à l'extérieur de S la régularité au point à l'infini. 

Le problème extérieur de Neumann con-. 
siste à trouver une fonction harmonique à l'extérieur de S, régulière- 
à l'infini dont la dérivée normale prend des valeurs données sur S. 
Les valeurs frontières de la dérivée normale ne doivent plus satis- 
faire ici à la condition (110). La démonstration de cette condition 
dans le cas plan ne s'étend pas à l’espace, car l’aire de la sphère de- 


rayon À est de l’ordre de À? et l’intégrale de . sur une sphère de: 


rayon assez grand ne doit pas tendre vers 0 lorsque À — co. Si l'on 
suppose que la solution du problème extérieur de Neumann possède. 
une dérivée normale régulière, alors l’unicité de la solution résulte. 
immédiatement de la formule (94). Nous avons effectué le même. 
raisonnement pour le problème intérieur de Neumann. 

Signalons en conclusion que les propriétés de la fonction harmo- 
nique au voisinage du point à l'infini peuvent être directement 
acquises à partir du développement de cette fonction suivant des. 
fonctions sphériques au voisinage du point à l’infini. 


I1-2-14. Unicité de la solution du problème de Neumann. On se- 
propose de prouver l’unicité de la solution du problème intérieur 
de Neumann sans supposer que la dérivée normale est régulière. 
On considère au préalable un solide de forme spéciale sur lequel on. 
construit une fonction harmonique douée de propriétés qui seront 
précisées plus bas. Soit 7 (a, k, h) un solide limité par la surface 


1+@ 


2=k (a+) © (416) 


et le plan z = k, où k, «à et k sont des constantes strictement positi- 
ves. Soit V, (0, 0, 0) le sommet de ce solide. Désignons par 0” la 
portion de frontière contenue dans le plan z = h et par o” la portion 
restante. Soit par ailleurs u, et u, deux constantes réelles telles que- 
Us << u,. Construisons une fonction w (M) harmonique à l’intérieur- 
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de T (œ&, k, h), continue dans 7 (&, k, h) et telle que w(M) << u, sur 
o', w (M)< u, sur 6” et w(N;)= uw. Sir = V 2° + y? + 22, 0 est 
l'angle du rayon vecteur de M et de l’axe N,Z, et P, (x), la fonction 
de Legendre (tome III,, [VI-1-13]), alors on sait (tome III, 
{VI-1-7]) que pour tout n la fonction r"P, (cos 8) sera harmonique 
à l’intérieur de T (œ, k, h). Construisons w (M) de la forme 


w (M) = ylr cos 8 + r!+8P,,8 (cos 0)] + us, (117) 
où y > 0 et 6 => 0 sont des constantes qui seront déterminées plus 


loin. De toute évidence w (N,) = u,. Montrons tout d’abord que 
pour tout f assez proche de 0 


Pas (0) < 0. (118) 


La fonction P, (x) est la somme d'une série hypergéométrique : 


PA(t)=F(n+1; —n; 1; =) ([z| 1), 





d’où il vient 


(nn re GE ERA). (RL) 
Pa (O)=1— HORS (DEEE CC CRCEEN, 
k=—2 


OÙ 


P, (0) — — LIRE +3 (= »[T U+IEESEN 1: 


s=1 
_ admet que 1  n << 2, de sorte que les facteurs correspondant 
Sd, et. s—=2 sont = Ô et les k—2 autres, 0. En rapportant 
a 1)*-2 à ces derniers, on peut les mettre sous la forme: 


—n—1 2—ni—s— l 
Ü nes n — 1) = < + (s—3, 4, ...). 


Donc, en isolant les deux premiers facteurs, on obtient l'inégalité: 


1 pa 2 dati), À 
P, (0) < __ & LUE ) “e D (n +2) ere ). HT: 
k=—2 


autrement dit, 
P, (0) < Fee “1, 


d’où s’ensuit que P, (0) 0 si n? + n << 8. On a donc prouvé (118) 
pour tous les 8 = 0 assez proches de 0. Fixons un B vérifiant cette 
<ondition et tel que B < «, où « est celui de l'équation (116). Comme 
z = r cos 6, on obtient sur S 
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r cos Ô + rltBP;48 (cos 0) = kplta + +8 P,,8 (cos 8), 


ou 


p=VAT 


et en définitive 
r cos 0 + rl+8P,;,, (cos 0) = rlt8 [kra-B sinl+@ÿ + P,,8 (cos0)]. 


Sir —+ 0, alors 6 —+ 5 et en vertu de (118) et de f << &, les crochets 


tendent vers une limite << 0. On peut donc prendre un hk > 0 assez 
petit pour que sur la portion ©” tout entière l’on ait 


r cos 8 + ritB P,,8 (cos 8) 0. (119) 


Prenons enfin y > 0 assez petit pour que la formule (117) nous donne 
w (M) << u, sur 0’. La fonction w (M) construite satisfait à toutes 
les conditions mentionnées. Sur l’axe du solide T (&, k, h), c’est-à- 
dire sur l’axe NZ ona 


w(M)=%(+z8)+u (> 0). 
Si M est un point variable de cet axe, alors 


w (M}—w (N5) 
z 


= Yy+ V8 > y. (120) 
Prouvons maintenant le 


Théorème. Si u(M) est une fonction harmonique à l’intérieur 
d'un domaine D; et distincte d'une constante, u,, la borne inférieure 
de u (M) à l’intérieur de D; et si existe un point N, sur S tel que 
u (M) — u, lorsque M — N, de l’intérieur, alors lorsque M — N, 
suivant la normale à S en N,, le rapport 

u(M)—u(N 
>, (121) 
où y >> 0 est un nombre quelconque. 

On admet qu'il existe un solide T (œ, k, h) tangent à S en NW, 
et dont tous les points sauf N, sont intérieurs à S. Prenons h fixe 
assez petit pour que l’on ait (119) sur la portion ©” de la surface du 
solide. Soit w, la plus petite valeur de u (M) sur o’. La fonction 
u (M) n'étant pas constante, on a u, << u,. En choisissant y assez 
petit, on peut construire une fonction w (M) douée des propriétés 
mentionnées plus haut et telle que w (N,) = u (N,)et w (N) <u(N) 
sur le reste de la surface de 7 (x, k, h). En orientant l’axe N,Z dans 
le sens de la normale intérieure à S en W,, on obtient 

u(M)—u (N;) w (M)—s (No) w (M)—w (No) 
a 7 dt Ne 


ce que nous voulions. 
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Ce théorème entraîne immédiatement l’unicité de la solution 
du problème de Neumann au sens suivant: 
Si une fonction u (M) harmonique à l'intérieur de D, est continue 


dans D; et (2 }: = 0 sur la surface S tout entière, alors u (M) est 


constante. Soit N, le point de S en lequel uw (M) présente son mini- 
mum. De (122) il résulte aussitôt que la dérivée suivant la normale 
en V,ne peut tendre vers 0 lorsque M — N, suivant la normale en 
N,. Si cela était vrai la formule des accroissements finis nous don- 
nerait 
u(M)—u (No) 
Z 


— 0 


ce qui contredit (122). 

L’unicité de la solution du problème extérieur de Neumann se 
prouve exactement de la même manière. 

La démonstration exhibée a été donnée dans le travail commum 
de M. Keldychet M Lavrentiev (DAN SSSR, 1937, 
16, n° 3). 

La démonstration du théorème d’unicité est élémentaire dans 
le cas où la surface S est tangente intérieurement à une sphère (S. Z a- 
remba, UMN, 1946, 1, n° 3-4). 


I1-2-15. Résolution des problèmes aux limites dans l’espace. Posons 
les problèmesintérieurs de Dirichlet et de Neumann pour un domaine 
D; limité par une surface S. On cherchera la solution du problème 
_ intérieur de Dirichlet sous la forme d’un potentiel de double couche: 


u(M)= | [uv EE as, (123) 
2 | 


où r= MN etn est la normale extérieure au point W de S. On cherche 
la densité u (NV). En vertu de la première formule (42), le problème 
intérieur de Dirichlet avec la condition aux limites 


(u)i ls = f (N) (124) 
est équivalent à l’équation intégrale suivante pour la densité u (NW): 
f(No)= | Î u (N) un dS+2nu(N,) (r=Nh). 

8 
En considérant le noyau 


K(N,; N)= — 


4 cos(ro, n) 
27 T8 L 
on peut mettre cette équation sous la forme : 


BV) = f0Vo)+ [TH(N)Æ (No; N)4S. (125) 
s 
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Le noyau ÆÀ (N,; N) n’est pas symétrique, car la normale est prise 
——+ 
en Netro = NN. On obtient le noyau transposé de l’équation ad- 


jointe (tome IV,, {I-9]1) en prenant la normale en W, etr, = Nù 
Le noyau transposé X, (N,; N) est donc défini par la formule: 


Ki(No: N)=KR(N; N)=-<S um), (126) 


2 
2nrê 


où #, est la normale extérieure en N,. Nous avons changé le signe 
du noyau, car le sens de r, a été inversé dans X, (W,; N) et conservé 
dans la formule (126). Cherchons la solution du problème intérieur 
de Neumann avec la condition aux limites 


(20) =; (42 
sous la forme d’un potentiel de simple couche : 


u (M)= Î | Has. (128) 
S 


La première formule (49) nous conduit à une équation intégrale 
équivalente au problème posé : 


109)= À Ÿ n(N) CE ds + 2xp (No). 
S 


Cette équation peut être mise sous la forme 
1 
BN)= 5 f(No)— TN) AN; N)4S. (129) 
s 


De façon analogue, les deuxièmes formules (42) et (49) nous donnent 
pour les problèmes extérieurs de Dirichlet et de Neumann avec les 
conditions aux limites 


(ue)ls= f (N); (130,) 
(D), =7 a) (130,) 
les équations intégrales 


HA = — 7 f(No)+ | Tu (M) EE as, (131,) 
S 


Ho)= 5 f(Vo)+ | (ut) EP as, (131) 
S 


dont les solutions sont cherchées sous la forme (123) (pour le pro- 
blème de Dirichlet) et (128) (pour le problème de Neumann). Consi- 
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dérons les équations 


H(N)= 9 (Vo) +A [AG Nas, (132) 
Ni À | 
H(Vo=p(Vo)+A [THON) A: (Vo; N)4S, (133) 
S 


où À est un paramètre. L’équation (132) correspond au problème 
intérieur de Dirichlet pour À=—1 et PV) = f(No) et au pro- 


blème extérieur de Dirichlet, pour À = —1 et p(W,)=— — f (Ni). 
L'’équation (133) est associée au problème extérieur de Neumann 
pour À=1 et p(N;)— — (No) et au problème intérieur de 


JT 
Neumann, pour À— —1 et po = f (No). Si S est une sur- 
face de Liapounov et &« —1 dans la condition (3), alors en vertu 
des résultats du [II-2-1] 
C 
KE (No: NIST, (134) 


et l’on peut admettre que les équations (132) et (133) sont justiciables 
des théorèmes fondamentaux de la théorie des équations intégrales 
(tome IV,, [I-10)). 


I1-2-16. Etude des équations intégrales. Soit l'équation homogène 


HW) = À | fut) Æ(Wo: M) d8. (135) 
s 
L'étude de cette équation est élémentaire si la surface S est convexe. 
Dans ce cas cos (ro, n)>0 et K (N,; N)< 0. Supposons que u (N) 
est une solution non triviale de l’équation (135) et soit NW, le point 
en lequel |u (N) | prend sa valeur maximale. Si u (N) = const, 
alors 


MDI <IAL IV | | PE as, 
S 


ou en vertu de (26) 
[u(No) <a Nu) | (u (No) 0), 
d’où |A [=> 1. Si dans la formule (135) on admet que u (N) — 


— const =£ 0 alors la formule (136) nous donne encore À = — 1. 
Par conséquent, si $S est une surface convexe, alors À = 1 n’est 
pas une valeur propre de l'équation (135) et À — — 1 est une valeur. 


propre simple et la fonction propre correspondante u (W) est cons- 
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tante. On peut donc affirmer que À — 1 n’est pas une valeur propre 
de l’équation (133) et À = — 4 en est une simple. 

Montrons maintenant que ces résultats sont valables pour toute 
surface de Liapounov avec &« — À en utilisant pour cela les résultats 
du {II-2-9] qui sont basés sur la possibilité de construire des surfaces 
parallèles. Considérons l'équation (133) et l'équation homogène 
correspondante pour À = 1: 


Ho= | Tu) (Vo N) 48. (136) 
S 


Soit do (N) une solution continue de cette équation. Il nous faut. 
prouver que Lo (N) =0. Le potentiel de simple couche de densité 
Uo (N) définit une fonction uw, (M) harmonique dans D; et D,, con- 
tinue dans l’espace tout entier, dont la dérivée normale (— le 
prend des valeurs nulles sur $S. Cette dernière circonstance résulte 
du fait que uo (W) est par hypothèse solution de l'équation (136). 
Le potentiel de simple couche uv, (N) est justiciable de la formule (94) 
d’où il résulte que u, (N) est constante dans D,. Le potentiel de 
simple couche est nul à l’infini, donc u, = 0 dans D, et en particu- 
lier sur S. Ceci étant, la fonction harmonique uw, (M) est nulle à 
l’intérieur de S aussi, autrement dit u, (MW) —=0 dans l’espace tout. 
entier. En tenant compte de (54), on obtient: 


DL ro) Po or 








c.q.f.d. On peut donc affirmer que À = 1 n’est pas une valeur propre 
des équations (132) et (133). Pour À — — 1, l'équation homogène 
(435) possède, en vertu de (26), une solution constante, autrement 
dit À — — 1 est une valeur propre des équations (132) et (133). Mon- 
trons qu’elle est simple. Il suffit à cet effet de prouver que pour 
À — — 1 l'équation homogène (133), soit : 


RVo)= — À | HN) Ki (No; N)d8, (137) 
S : 


ne possède qu’une seule fonction propre à un facteur constant près. 

Soit u, (NW) une fonction propre de l’équation (137). Le potentiel 
de simple couche de densité u, (N) définit une fonction uw, (M) har- 
monique dans D; dont la dérivée normale (), est nulle sur S. 
Comme plus haut, la formule (92) nous dit que uw, (M) est constante 
dans D; et sur S, c’est-à-dire que la densité u, (N) définit un poten- 
tiel de simple couche constant sur et à l’intérieur de S. Autrement 
dit, u. (N) est une densité électrostatique. 
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Montrons que l’intégrale 


ffmaas, (138) 
S 


qui donne la quantité totale d'électricité en équilibre sur la surface 
conductrice $ n’est pas nulle. Comme indiqué plus haut, la fonction 
LU: (N) est constante dans D et la formule (54) nous donne 





1 Ou; (N 
BW)=—--— ( Se ) le (139) 
Si l'intégrale (138) était nulle, on aurait 
Ou: (N) 
fl (“) as —0. (140) 


Appliquons la formule (94) à w,. La fonction u, est constante 
sur S et l’intégrale (140) est nulle. Il s’ensuit que les deux membres 
de la formule (94) sont nuls pour u = u,, autrement dit u, est cons- 
tante dans D, et la formule (139) nous dit que u, (NW) est nulle sur 
S, or nous avons admis que u, (W) est une solution de l’équation 
(137), non identiquement nulle. Donc, l'intégrale (138) n’est pas 
nulle. En multipliant (N) par une constante, on peut faire Dion 
dre n'importe quelle valeur à l'intégrale (138). 

Montrons maintenant que l’équation (137) admet une seule solu- 
tion à un facteur constant près. Soit u, (W) une solution quelconque 
non triviale de cette équation. Il existe une constante c telle que 
l'intégrale (138) est nulle par la substitution de u; (N) — cu; (N) à 

1 (W). Ceci étant, ua (N) — cu (N) est également solution de 
l'équation (137), donc d’après ce qui vient d’être prouvé, ua (N) — 
— cl (N) =0 sur S, d’où u, (N) = cu (N), c'est-à-dire que la 
formule u (N) = cu, (N) nous donne toutes les solutions de l’équa- 
tion (137). 

Des raisonnements précédents il s’ensuit que les équations (132) 
et (133) possèdent une solution bien définie pour À = 1 quel que 
soit le terme constant, ce qui donne par conséquent la solution du 
problème intérieur de Dirichlet et du problème extérieur de Neu- 
mann. 

Voyons maintenant l'équation (133) pour À — — 1. Cette équa- 
tion définit la densité du potentiel (128), solution du problème in- 
térieur de Neumann. Pour que ce problème admette une solution, 
il est nécessaire et suffisant que le terme constant de l’équation in- 
tégrale soit orthogonal à une fonction propre de l’équation homogène 
associée, c’est-à-dire à une constante. Ceci nous conduit à la condition 


Î | f(N)4S = 0 (141) 


S 
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qui, nous l’avons vu plus haut, est nécessaire. Cette condition est 
également suffisante. Si cette condition est remplie, la solution de 
l'équation non homogène est définie à un terme additif près qui 
est solution de l'équation homogène (137), c’est-à-dire à un terme 
additif près qui est la densité électrostatique. La substitution de ce 
terme dans le potentiel de simple couche nous donne un potentiel 
constant et le terme constant ne joue pas de rôle fondamental dans 
la résolution du problème intérieur de Neumann. 

Considérons maintenant l'équation (132) pour À = — 1, ce qui 
correspond au problème extérieur de Dirichlet. Pour que cette équa- 
tion admette une solution, il est nécessaire et suffisant que le terme 
constant soit orthogonal à la solution de l’équation homogène (137), 
c'est-à-dire à la densité électrostatique u, (W): 


| Î u, (N)f(N)dS= 0. (142) 
S 


Cette condition subsidiaire n’est pas liée au fond du problème, 
elle est due simplement au fait que l’on cherche la solution du pro- 
blème extérieur de Dirichlet sous la forme d’un potentiel de 
double couche. De la forme d’un tel potentiel il s'ensuit immédiate- 
ment que pour r —> oo il tend vers 0 comme 1/r?. Cette convergence 
rapide n’est pas nécessaire à la résolution du problème extérieur de 
Dirichlet, par contre elle est à l’origine dela condition subsidiaire 
(142). Montrons qu’on peut résoudre le problème extérieur de Diri- 
chlet sans imposer aucune condition supplémentaire à f (N), à l’aide 
de la somme d’un potentiel de simple couche et d’un potentiel de 
double couche. En effet, soient u, (NW) la densité électrostatique pour 
laquelle l'intégrale (138) est égale à l’unité, et u, (M), le potentiel 
de simple couche correspondant. Le potentiel uw, (M) prend sur S 
des valeurs égales à une constante k =£ 0. Choisissons une constante 
c telle que 


À Î & (IF) —c1 as =0, 
S 
c’est-à-dire posons 


= [[u (MM as. 
S 


On peut, d’après ce qui précède, former un potentiel de double couche 
w (M), solution du problème extérieur de Dirichlet avec les valeurs 
frontières f (N) — c. Alors la somme 


w (M)+ Su (M) 
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sera solution du problème extérieur de Dirichlet avec des valeurs 
de f (NW) données sur S. 


Remarque. Dans ce numéro, on a admis que le domaine 

dans lequel est résolu le problème aux limites est borné par une 
seule surface S. Les résultats seront différents si D est limité ex- 
térieurement par une surface S, et intérieurement par des surfaces 
Sy (k = 1, 2, ..., m). Dans ce domaine, on cherchera la solution 
du problème de Dirichlet sous la forme d’un potentiel de double 
couche. Pour la densité on obtient comme toujours l'équation (132) 
avec À — 1, S étant la frontière de D, c’est-à-dire ‘que S est composée 
de S, et de S; (k = 1, 2, . .., m), la normale à S,; étant orientée 
vers it extérieur de D, c 'est- -à-dire vers l’intérieur de Sx (k = 1, 
..., m). On a donc affaire à un problème intérieur de Dirichlet. 
L'é équation (133) avec À — 1 définit un problème extérieur de Neu- 
mann qui consiste ici à trouver une solution harmonique à l’intérieur 
de chaque surface S, et à l’extérieur de S,, les valeurs de la dérivée 
normale étant données sur ces surfaces. La solution cherchée est 
comme toujours régulière à l'infini. 

Si les valeurs frontières de la dérivée normale sont nulles, on 
obtient alors l'équation homogène (133) avec À = 1. On vient de 
voir que cette équation n’admet que la solution triviale si D est 
limité par une seule surface. Il en va autrement dans le cas consi- 
déré. Supposons en effet que toutes les surfaces sont conductrices. 
Disposons sur $, une charge électrique positive unitaire, relions la 
surface S, à la terre et admettons que toutes ces surfaces soient le- 
siège d’un régime électrostatique. On obtient ainsi une distribution 
induite à charge totale nulle sur les surfaces S, (1 = 2, ..., m). 

Soit 1 (W) la densité de la distribution électrostatique obtenue 
sur $. Le potentiel de simple couche ayant une telle densité sera 
de toute évidence constant à l’intérieur de chaque surface S, et nul 
à l’extérieur de S,, autrement dit il sera solution du problème ex- 
térieur de Neumann avec une condition aux limites homogène. En 
d’autres termes, u, (NW) sera solution de l'équation homogène (133) 
pour À = 1. En disposant une charge électrique positive unitaire 
successivement sur chaque surface S,, on obtiendra m solutions 
ux (N) linéairement indépendantes de l'équation homogène (133) 
pour À = 1. On montre queles fonctions u (N) constituent un sys- 
tème complet de solutions linéairement indépendantes. On voit 
donc que dans le cas envisagé la valeur À — 1 est une valeur propre 
des équations (132) et (133). Pour que l’équation (132) admette une 
solution, il est nécessaire et suffisant que f (NW) vérifie lesm conditions 


À Î FC) px (M) 48 =0. 
S 
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Si l’une au moins de ces conditions n’est pas satisfaite, alors le pro- 
blème intérieur de Dirichlet n’admet pas de solution sous forme d’un 
potentiel de double couche. On démontre que ce problème admet 
une solution sous forme de la somme d’un potentiel de double cou- 
che et d’un potentiel de simple couche, comme on l’a fait plus haut 
pour le problème extérieur de Dirichlet. L'étude détaillée des pro- 
blèmes de la théorie du potentiel dans le cas où la frontière est cons- 
tituée de plusieurs surfaces est accessible dans l’ouvrage de 
N. M. Gunter, La théorie du potentiel et ses applications aux 
problèmes fondamentaux de la physique mathématique. Paris, 1934. 

On a établi plus haut l’unicité de la solution du problème de 
Neumann sous réserve que la fonction harmonique cherchée soit 


continue dans D. Des raisonnements précédents, il s’ensuit que cette 
solution unique se représente par un potentiel de simple couche. 


I1-2-17. Sommaire des résultats relatifs aux solutions des problè- 
mes aux limites. Récapitulons les résultats relatifs à la résolution 
des problèmes de Dirichlet et de Neumann et exhibons-en de nou- 
veaux. Pour toute fonction f (NW) continue sur S, l’équation (125) 
définit une densité u (NW) continue, telle que le potentiel de double 
couche (123) donne la solution du problème intérieur de Dirichlet 
avec la condition aux limites (124). L’équation intégrale adjointe 
(131:) définit une densité continue pu (W) telle que le potentiel de 
simple couche (128) est solution du problème extérieur de Neumann 
avec la condition aux limites (130,). Si f (NW) satisfait la condition 
(141), alors l’équation (129) définit une densité u (N) telle que le 
potentiel de simple couche soit solution du problème intérieur de 
Neumann. 


Faisons quelques remarques importantes sur la résolution des problèmes de 
Neumann. Dans les équations (129) et (131,), l'intégrale du second membre 
satisfait à la condition de Lipschitz [11-2-6]. Si la fonction f (N) vérifie aussi une 
telle condition, alors les équations mentionnées nous disent qu’il en de même 
de u (N). Or de [11-2-7] il résulte que le potentiel de simple couche correspondant, 


c’est-à-dire la solution du problème de Neumann, non seulement est continue dans D, 
mais possède des dérivées partielles premières qui le sont également. 


D 


Revenons maintenant à la condition (141) d'existence d'une 
solution du problème intérieur de Neumann. On a établi cette con- 
dition en admettant que la solution uw (M) possède une dérivée nor- 
male régulière, Donc, u (M) doit être continue dans D {[II-2-9]. Mon- 
trons que la nécessité de la condition (141) résulte de la seule con- 
tinuité de u (M) dans D. Supposons que f (NW) ne satisfait pas à cette 
condition, mais que le problème de Neumann admet tout de même 
une solution uw (M) continue dans D et montrons qu’il y a contra- 
diction. 
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On a par hypothèse | 
[fra as#0, 

| s 

et l’on peut choisir une constante C0 telle que 


| | [f(N)— C1 dS — 0. 

s 
D'après ce qui a été dit plus haut, on peut construire une solution 
u, (M) du problème intérieur de Neumann avec la condition aux 
limites 


DE oo ee 


sous la forme d'un potentiel de simple couche à densité continue, 
et cette solution est continue dans D. La différence u, (M) = 
= u (M) — u, (M) est également continue dans D et satisfait la 
condition aux limites 
( Ou (N) ) =C 
i L2 


ôn 


Quitte à changer le signe de u, (M), on peut admettre que C > 0. 
La fonction u, (M) atteint sur S son minimum en un point N,, 
or ceci contredit le fait que lorsque M — N, suivant la normale à 


S en No, la dérivée DE), tend vers la constante € >> 0. Donc, la 
nécessité de la condition (141) résulte de la continuité de la solution 
cherchée dans D, 





Nous avons indiqué plus haut les propriétés des dérivées des solutions du 
problème de Neumann à l'approche de la surface S. L'étude analogue de la 
solution du problème de Dirichlet est plus compliquée du fait que cette solution 
se représente par un potentiel de double couche. Le potentiel de double couche a 
été étudié par A. Liapounov dans le travail mentionné plus haut ainsi que 
dans Sur le principe fondamental de Neumann dans le problème de Dirichlet (1902). 

Enumérons les résultats obtenus par A. Liapounov sur le potentiel de double 
couche et la résolution du problème de Dirichlet. 

4. La valeur prise sur S par le potentiel de double couche w (N) de densité 
continue est une fonction vérifiant la condition de Lipschitz dans un rapport 
quelconque <1. 

2. Si le potentiel de double couche de densité continue possède une dérivée 
normale régulière d’un côté de S, alors il possède une dérivée normale régulière 
de l’autre côté aussi et ces dérivées normales sont égales en tout point de S. 

3. Pour que la solution du problème intérieur ou extérieur de Dirichlet 
qui prend des valeurs f (N) continues sur $S, possède une dérivée normale régu- 
lière, il est nécessaire et suffisant que le potentiel de double couche de densité 
f (N) possède une dérivée normale régulière sur S. Ce théorème a été prouvé 
dans l'hypothèse que le nombre & qui figure dans la condition (3) soit égal à 1. 

4. Soient F (x, y, z) une fonction continue avec ses dérivées premières et 
secondes, définie dans un voisinage de S, et f (N), la valeur prise par F (x, y, 2) 
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sur S. Sous ces conditions la dérivée, suivant une direction quelconque fixe, 
d'une fonction u (M) harmonique dans D; ou De et prenant les valeurs f (N) sur 
S est continue dans D; ou De US. Ce théorème a été établi sans admettre que 
a = À. 

A. Liapounov a prouvé aussi une condition suffisante pour que le potentiel 
de double couche possède une dérivée normale régulière. Exhibons-la. Soit Ms 
un point de S qui est pris pour origine des coordonnées polaires (p, 8) dans le 
plan tangent à S en N,. Les valeurs de la densité pu (NW) au voisinage de M 
peuvent être traitées, par projection de N sur le plan tangent, comme une fonc- 
tion de p et de 8. Posons 
‘ | 27 


1 
[0 L(p)=— | u (p, 0) d6. 
0 
La condition indiquée ci-dessus se ramène à la suivante: il existe deux nombres 
b >= 0 et B => 0, tels que pour tout point W, l’on ait 
En (p)—n (No)l & bp +1, 


Ce théorème a été prouvé par Liapounov dans l'hypothèse que « = 1. 
D'autres résultats relatifs à la théorie du potentiel newtonien de volume 
de simple et de double couche, ainsi qu’à l’étude du problème de Dirichlet sont 
accessibles dans l’ouvrage déjà cité de N. Gunter et dans l’article: Kh. S mo- 
litski, Estimations des dérivées des fonctions (OnPaRenaIee DAN SSSR, 1950, 


24, n° 2. 

II-2-18. Problèmes aux limites dans le plan. Les problèmes de 
Dirichlet et de Neumann dans le plan se traitent exactement comme 
dans [11-2-15]. La solution du problème de Dirichlet est cherchée 
sous la forme d’un potentiel de double couche 


u(M)= (nn) CR 46, | (9 
l 


et celle du problème de Neumann, sous la forme d’un potentiel 
de simple couche : 


u(M)= | H(N)In + ds. (145) 
l 
On obtient les équations intégrales suivantes pour la densité : 
(Vo) = p (No) + à [u(N)Æ (Vos N) ds, (146) 
l 
B (Vo) = p (Vo) +À | HN) Ki (Voï N) ds, (147) 


l 
cos (ro, n) . 
Tr 


Ki (Nos N)= Se) GE NN). 


To 


K(Noi N)= — 
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L'’équation (146) correspond au problème intérieur de Dirichlet 
pour À= 1 et œ(N )=+ f(N,) et au problème extérieur de Diri- 
chlet pour À = —1 et p(No)=——<f(N). L'équation (147) défi- 
nit le problème extérieur de Neumann pour À—=1 et œq(W;)— 
— —Z}f (No) et le problème intérieur de Neumann pour À— —1 


et PNy)= + (No). Dans tous ces cas, la fonction q(W;) figure 
dans la condition aux limites. 
L’équation (146) peut être mise sous la forme 


H (0) — (So) “n À H (s) K (So: s) ds, 


oùs et s, sont les longueurs des arcs ZLN et LN, du contour /, mesurées 
à partir d’un point fixe ZL dans un sens donné, {, la longueur du 
contour /. L’équation (147) s'écrit de façon analogue. Les noyaux 
K (5; s) et ÆX;: (5: s) sont continus sous les hypothèses imposées 
au contour / dans [II-2-8]. 

Comme au [I1-2-16], le nombre À — 4 n’est pas une valeur propre 
et À — — 1 est une valeur propre simple. Ceci étant, pour l'équation 
(146), la fonction propre associée à cette valeur propre est une cons- 
tante et pour l'équation (147), c’est la densité électrostatique 
Uo (NW) pour laquelle le potentiel de simple couche (145) est constant 
sur et à l’intérieur de L. 

Les problèmes intérieurs plans de Dirichlet et de Neumann se 
résolvent comme dans l’espace. Penchons-nous sur les problèmes 
extérieurs. La solution du problème extérieur de Neumann est reliée 
à l'équation (147) pour À = 1. Ceci étant, la fonction o (W;) doit 
satisfaire à la condition [II-2-12]: 


l 
| P (Vo) dso = 0. 
0 


En intégrant les deux parties de (147) pour À=1 par rapport 
à NV,, on obtient 


u 
[ w (Vo) ds=0, 
0 


et par suite la fonction (145), où u (NW) est la solution de l'équation 
(147) pour À = 1, est une fonction harmonique régulière à l'infini 
[I1-2-12], donc est solution du problème extérieur de Neumann. 
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Passons au problème extérieur de Dirichlet. Si f (N) satisfait 
la condition 


Î Ho (IN) FUN) ds= 0, 
ne 


alors la substitution de la solution de l'équation (146) pour À = — 1 
‘dans la formule (144) nous donne la solution du problème. 


Si cette condition n’est pas remplie, on prend alors une constante 
a telle que [II-2-16] 


Î lo (N) EF (N) — al ds = 0 
l 


et comme plus haut on obtient, grâce à la formule (144), la solution 
w (M) qui prend les valeurs f (N) — a sur Let la somme w (M) + a 
sera la solution cherchée qui prend les valeurs f (N) sur !. L’adjonc- 
tion de la constante est due au fait que la formule (144) nous donne 
une fonction harmonique nulle à l'infini, alors que dans le plan la 
solution du problème extérieur ne s’annule pas à l’infini. 

I1-2-19. Equation intégrale pour fonctions sphériques. Considérons 
l'équation homogène (133) dans le cas d’une sphère unitaire Z centrée 
en l’origine. Dans ce cas, n, est de même sens que le rayon ON, 
et cos (ro, Ro) = — s de sorte que l’équation homogène (133) sera 
Ge la forme 


À N 
u (No) = — À | | ET as. (148) 


On serait arrivé au même résultat en partant de l’équation (132). 
L'intégrale du second membre représente la valeur au point 
IN (66: Po) du potentiel de couche sphérique de densité — 2 (N) = 


À 
Ne an (6, œ). 
Considérons tout d’abord ce potentiel en un point M (p, 0°, q') 
intérieur à 2. En désignant par r la distance MN et par p, la distance 
OM, on aura le développement (tome IIT,, [VI-1-4/) 


C0 


—= Y P, (cosy) p* (p<1), (149) 


où P} (a) sont les polynômes de Legendre et y l’angle des rayons vec- 
teurs OM et ON. Prenons pour u (6, œ) une fonction sphérique d’ordre 


n: 
u (6, p) — Ya (6, œ). 
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Le développement (149) qui converge uniformément pour p < 1 
nous permet d'écrire 
. 1 4n , non 
\ie G, do Pa (0, p}p”, 
ce qui résulte immédiatement des formules suivantes (tome IIL,, 
[VI-1-5)) : 


ff re (6, 9) de (cos). et pour m n: 
Z 


JR (6, œ)P, (cas) 45 = it Yn (8, y). 


Lorsque le point M =N,EZ,ona 
1 A 
[ITA (, o) do Ya (On Go). 
È | 


On voit sur cette formule que À, — — (2n + 1) sont les valeurs 
propres de l'équation (148) et à toute valeur propre sont associées 
(2n + 1) fonctions propres, plus exactement, des fonctions sphéri- 


ques d'ordre nr. A la valeur propre À, — — 1 est associée une fonc- 
tion propre constante (la densité électrostatique dans le cas d’une 
sphère). 


Montrons maintenant que l'équation (148) ne possède pas d’au- 
tres valeurs propres et qu’à toute valeur propre À, ne correspondent 
pas de fonctions propres autres que les fonctions sphériques indiquées. 
Soient À’ une valeur propre de l'équation (148) distincte de celles 
indiquées plus haut et u’ (W), la fonction propre correspondante. 
Le noyau des équations (148) est une fonction symétrique de W et 
N;, donc u” (NW) est orthogonale à toutes les fonctions sphériques et 
en particulier à P, (cos y): 


j[ (8, p) P4 (cos y) do =0 


Z 


Sous ces conditions, du développement (149) il s’ensuit que le po- 
tentiel de couche sphérique de densité u” (NW) est nul partout à l’in- 
térieur de Z et par suite partout sur Z. L’équation intégrale (148) 
nous dit alors que u”’ (W) est identiquement nulle sur X et qu’il 
n’existe pas de fonction propre. Considérons maintenant la valeur 
propre À,. Si à cette valeur propre était associée une fonction pro- 
pre qui ne soit pas une fonction sphérique d'ordre n, alors on aurait 
pu admettre que cette fonction propre est orthogonale à toutes les 
fonctions sphériques et s'assurer, en reprenant tous les raisonnements 
précédents, qu’elle doit être identiquement nulle sur Z. 
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Donc, l'équation intégrale (148) n'admef pas de fonctions propres 
autres que les fonctions sphériques. 


I1-2-20. Equilibre thermique d’un corps rayonnant. Considérons 
le problème aux limites mixte pour l'équation de Laplace. 

Dans le cas d’un flux thermique établi, la température u (M} 
régnant à l’intérieur d’un corps doit être solution de l’équation de 
cape et sur la on S elle doit vérifier la condition 


 +h(u—u;)=0, 


où » est le coefficient de conductibilité extérieure, et u,, la tempéra- 
ture du milieu ambiant. On peut considérer que ces deux quantités 
sont des fonctions de point sur S et aboutir ainsi au problème qui 
consiste à trouver une fonction harmonique à l’intérieur de la surface 
S, vérifiant sur S une condition de la forme : 


MO L p(Nju(N)=f(N), (150) 


où p (N) et f (N) sont des fonctions données sur S ét p (N) > 0. 
On cherchera la solution de ce problème aux limites sous forme d’un 
potentiel de simple couche. La condition aux limites (150) nous 
conduit à l'équation intégrale suivante pour la densité: …: 


[fu qu) SL 48 + 2au (No) + p (Vo) À HN) 48 = 7 (No), 
S S 
ou 








bo) = (N {fr + ten | as. 


Montrons que sous la condition posée plus haut, l’équation homo- 
gène ne peut admettre de solution non triviale. En effet, on a vu au 
[II-2-11] que pour p (N) >> 0, une fonction harmonique représentable 
par un potentiel de simple couche, donc possédant une dérivée nor- 
male régulière et vérifiant la condition aux limites homogène 


OL & p(N)u(N)= (151) 


est identiquement nulle à l’intérieur de S. Supposons que u (W} 
est solution de l’équation homogène. Le potentiel de simple couche 
de densité u (NW) satisfait la condition aux limites homogène (154} 
et par suite est nul à l’intérieur de S. Comme il est nul aussi à l’in- 
fini, on conclut comme précédemment qu'il l’est dans l’espace tout. 
entier et que u (N) = 0, c’est-à-dire que l’équation homogène ne 
possède effectivement pas de solution et par conséquent l'équation 
non homogène admet une solution quel que soit le terme constant 
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{ (No). Supposons que la surface S est la sphère unitaire Z et que 
la fonction p (N) est une constante k > 0. Sous ces conditions, puis- 
‘que ro = — 2cos (r,, Ro), on obtient l'équation intégrale 


BON) = À Ÿ HO) do + EF (No), 
px 





qui a été examinée dans le numéro précédent. Si l’on traite k comme 
un paramètre, alors les valeurs propres de cette équation intégrale 
se déterminent à partir de l’équation 1 — 2h — 2n + 1, c'est-à-dire 
h = 0, —1, —2, ... et les fonctions propres associées seront des 
fonctions sphériques. On traite de façon analogue le problème aux 
limites mixte pour le plan. 


I1-2-21. Méthode de Schwarz. Décrivons une autre méthode de 
résolution du problème de Dirichlet. Supposons que nous sachions 
résoudre ce problème pour des domaines B, et B, avec des conditions 
aux limites continues quelconques, ces 


W domaines possédant une partie com- 

mune O comme le montre la figure 8. 

Gp. La méthode de Schwarz nous permet de 

# résoudre le problème de Dirichlet pour 
NW) * le domaine B = B, (JB,. On se place 

Fig. 8 dans le plan mais les raisonnements 


sont exactement les mêmes dans l’espa- 
ce. Les points V, et N, d’intersection 
des domaines B, et B, partagent le contour de B, en deux 
parties @&, et fi, et le contour de B,, en deux parties &, et f,. Soit 
donnée sur le contour ! — à; (Ja, de B une fonction continue 
© (NW). Dans la méthode de Schwarz, les calculs sont conduits de 
la manière suivante. Prolongeons la fonction © (NW) définie en parti- 
-culier sur &, de façon quelconque par continuité à B,. Soit ©, (NW) la 
fonction ainsi obtenue sur f:. Résolvons le problème de Dirichlet 
pour B;, c’est-à-dire construisons une fonction harmonique u, (M) 
prenant les valeurs frontières suivantes: 


N o(N) sur «;, 
BONE @, (NW) sur f,. 
Prenons les valeurs de cette fonction sur f, et celles de © (NW) sur 


-&, pour valeurs frontières de la nouvelle fonction harmonique v, (M) 
dans B;: 


O©(N) sur a, 
71 an=| u, (N) sur f.. 
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Construisons maintenant une fonction harmonique uw, (M) dans B, 
prenant les valeurs frontières : 

| ” o(N) sur &,, 
RUE v (N) sur f.. 


Construisons ensuite une fonction v, (M) harmonique dans B, et 
prenant les valeurs frontières : 
o(N) sur @,, 

ei = À ut sur Be 
et ainsi de suite. D'une façon générale 
O(N) sur à,;, 
Un-1 (N) Sur fr, 
(NV) sur æ, 
un (N) sur f:. 


Aun (M)=0 dans B, et u, aw)= | 
(152) 
Av, (M)=0 dans B, et v, av)= | 


Prouvons maintenant l'existence de lim uv,(M) dans B, et 
lim v, (M) dans B, et que ces limites coïncident dans le domaine 
B, UB:. Utilisons à cet effet un lemme que nous allons formuler. 
Rappelons tout d’abord les conditions imposées aux contours des 
domaines. On suppose que les contours des domaines B, et B, sont 
constitués d’un nombre fini de portions admettant une tangente 
continûment variable. Le contour est donc susceptible de présenter 
un nombre fini de points anguleux. On suppose par ailleurs qu'aux 
points d'intersection W, et N, ces contours possèdent deux tangentes 
qui font entre elles un angle non nul. Formulons maintenant le lem- 
me annoncé : si les contours des domaines B, et B, satisfont aux condi- 
tions indiquées et si w (M) est une fonction harmonique à l’intérieur 


de B;, continue dans le domaine fermé B,, nulle sur «&, et vérifiant la 
condition | w (N) | << À sur P;, alors ilexisteune constante q, 0<qg< 1, 
dépendant uniquement des domaines B, et B,, et pas de w (M), telle 
que | w (M) | qA sur f.. On obtiendrait une proposition analogue 
en majorant w (M) sur f, en partant de B,. On peut admettre que 
g est le même dans les deux cas. Reportons la démonstration de ce 
lemme au numéro suivant et utilisons-le pour établir la convergence 
de la méthode de Schwarz. 
Par construction 
N F. 0 sur Œ; 

0 


0 SUT (0) 


Uh (N)—v,., = | Un (N)—un1 (N) sur f. 
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Introduisons les notations suivantes: 
M, = max |un41 (N) — um (N) 1 = 
| = max | (N) — vs (N) | sur fa, 
Ma = max | Un+1 (N) — va (N) | = 
= max |[un+1 (N) — us (N) | sur B.. 
En tenant compte des conditions aux limites (153) et du lemme, on 
trouve M, < qM, et M; < qM, -. D'où il résulte que M, < 9° M, 


(n = 2, 3, ...), c’est-à-dire que M, < ge M. 
Composons la série 


3 (M) + À unes (M) —ux (MI. (154) 


Les termes de cette série sont nuls sur &, à partir du second et 
Fun (N) — u, (N) |< 9-9 M, sur B.. Donc, cette série converge 
absolument et uniformément sur le contour de B, et par suite sur PB. 
Sa somme w (M) sera continue dans B; et harmonique dans B,. La 
somme des premiers termes de la série (154) est égale à u, (M) et 
l’on peut donc affirmer que u, (M) — u (M) uniformément dans 
B.,. On démontre de façon analogue que Un (M) — v (M) uniformé- 
ment dans B,, où v (M) est continue dans PB, et harmonique dans B,. 
En vertu de (152), on a 


Un (N) = Un (N) sur B1 et 4 (N) = u, (N) sur fe. 


En passant à la limite, on voit que u (N) =v (N ) sur f, et fa. 
De là il s'ensuit que u (N) =v (N) dans O = B, (JB,. Donc les 
fonctions u (M) et v (M) définissent une même fonction harmonique 
dans B = B, [J B;,. En vertu de (152), cette fonction harmonique 
prend les valeurs données & (NV) sur le contour ! = a; [J &«, et par 
suite la méthode de Schwarz donne bien la solution du problème 
posé. 

I1-2-22. Démonstration du lemme. Formons le potentiel de double 
couche distribué le long de l’arc $, avec une densité unité: 


9 In LS 

F(M)= — : 

Bi 

Ceci représente l’angle sous lequel on voit l’arc B, à partir d’un point 

M supposé appartenir à B:. La fonction (195) qui est harmonique 

dans PB, est continue dans B, X {N,; N,} (fig. 9). 

La fonction F (N) tend vers des limites F_ (N,) et F, (N,) dis- 

tinctes selon que V —- N, du côté de l’arc &, ou du côté de $. 


ds. (155) 





on 
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Ces limites représentent les angles de la sécante N NN . et des tan- 
sue au contour du domaine B, en NV, (fig. 10) et de plus 


F+(N1) —F-(N) = 7% (156) 


Si l’on fait tendre M vers N, le long d’une droite N,Q faisant 
un angle 6 avec la tangente indiquée sur la figure, on voit alors sans 


a, A 
ETC D 
" Ce ( 


Fig. 9 Fig. 10 





peine que la fonction (155) tend vers la limite F, (N,) — 6 qui, en 
vertu de (156), peut être mise sous la forme: 


F,(N)—60= 2 (N)+ (1 — À) FN). (157) 


Si M — N, de façon arbitraire, la fonction (155) peut tendre 
vers des limites distinctes comprises entre F_ (N.) et F, (N;) et la 
fonction (155) sera bornée au voisinage de N,. On obtient exactement 
les mêmes résultats pour le point W.. 

Définissons sur le contour ! = «&, {J B, une fonction f (N) nulle 
sur l’arc ouvert «&, et égale à x sur l'arc ouvert B,. Désignons 
comme plus haut les valeurs limites de la fonction (155) par 
F (N) et formons la fonction f, (N) = F (N) — f (N) sur les arcs 
ouverts @&, et B.. Il est immédiat de voir que cette fonction est con- 
tinue sur le contour ! = «&; |[J B, tout entier, y compris les points 
N, et N,, puisque les fonctions F (NW) et f (N) présentent le même 
saut en ces points. Au point V, par exemple, f, (N,) = F- (NW). 
Soit F, (M) une fonction harmonique dans B, prenant des valeurs 
continues f, (N) sur le contour L. Construisons la fonction harmonique 


G(M)=<[F(M)—F, (M). (158) 


Sur les arcs ouverts &., et f. elle prendra respectivement les va- 
leurs 0 et 1. D’autre part, d’après ce qui a été dit au sujet de F (M), 
lorsque M — N, ou N;, les valeurs frontières de G (M) doivent né- 
cessairement être comprises dans l'intervalle [0, 1]. En vertu du 
principe du maximum et du minimum, toutes les valeurs prises par 
G (M) à l’intérieur de B, appartiendront à cet intervalle, autrement 
dit, 0O<G(M) <1 si M est intérieur à B;. Supposons que 6, et 
6, sont les angles formés par les tangentes à $, en N, et N, avec les 
tangentes au contour du domaine B, en ces points. Lorsque M —+ N, 
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le long de f, la fonction F (M) — [F, (N,) — 6,] en vertu de (157), 
et F (M) — f1 (Ni) = F- (N;) et, en vertu de (156), la fonction 


(158) tendra vers 1 ni. De façon analogue, lorsque M — N, 


la fonction (158) tendra vers 1 — . Ces deux limites sont stricte- 


ment inférieures à 4 et à l’intérieur du domaine B, on a0 < G (M) < 

1. D'où il s'ensuit immédiatement qu’il existe g:0<g<îf 

tel que G (M)< gq sur Re. | | | 
Après ces constructions préliminaires revenons à la fonction 


= 


w (M) signalée dans le lemme. Quitte à remplacer cette fonction 


F £ d 


C 
COLE 
K Bj 


Fig. 11 Fig. 12 Fig. 13 








an 


par w (M)/A on peut admettre que le nombre À du lemme est égal 
à 1, c’est-à-dire que la fonction harmonique w (M) est continue dans 
le domaine P,, prend sur a, des valeurs frontières nulles et | w (NW) |< 
< 1 sur $;. La fonction w (M) prend en N, et N, des valeurs fron- 
tières qui sont visiblement nulles. Composons la fonction harmoni- 
que À (M) = G(M) — w(M). Cette fonction prend des valeurs 
frontières nulles sur l’arc ouvert «, et des valeurs positives sur 
l’arc ouvert $,, car sur ce dernier, on a G(N) = 1 et |w(N) [<1. 
Lorsque M tend vers N, et N,, les valeurs limites de Æ (M) doivent 
être comprises dans l’intervalle [0, 11. De là il s'ensuit immédiate- 
ment que À (M)> 0 dans B,, c’est-à-dire w (M)< G (M) et par 
suite w(M)< G(M)< q sur f: De façon analogue, G (M) + 
+ w (M) >0 dans B,, d'où —w(M)<G(M)< q sur PB: Ces 
doubles inégalités entraînent | w (M) | q, ce qui prouve le lemme. 
Cette démonstration vaut pour l’espace *). 


11-2-23. Méthode de Schwarz (suite). Nous avons appliqué la 
méthode de Schwarz au cas élémentaire où les domaines BP, et B; 
se coupent en deux points. Les contours de ces domaines peuvent 
se couper en plus de deux points (fig. 11), peuvent présenter des 
parties communes (fig. 12). Les domaines B, et B, peuvent être 
simplement connexes et leur réunion multiplement connexe (fig. 13). 


*) Cf. R. Courant, D. Hilbert, Methoden der mathematischen 
Physik. Berlin, 1931. | 
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Sur la figure 11, le contour du domaine B = B, |} B, est la ligne. 
CDEFGHJKC. Sur la figure 12, la ligne polygonale CDE est com-- 
mune à ces contours et sur la figure 13, les domaines hachurés cons- 
tituent l'intersection de B, et de B,. Dans tous ces cas, les approxi-- 
mations successives de la méthode de Schwarz se construisent exacte- 
ment comme plus haut. Si l’on sait résoudre le problème de Dirichlet. 
pour P, et B,, on peut, en modifiant légèrement la méthode de cal- 
cul, obtenir la solution non pas pour la réunion mais pour l’inter- 
section. de ces domaines. Dans le cas de la figure 8, ce sera le domaine 
borné par le contour B, |} B,. Les valeurs frontières de © (N) sont. 
données sur ce contour. 

On cherchera la fonction harmonique, qui prend ces valeurs. 
sur la frontière, sous forme de la somme 


w (M) = u (M) + v (M), (159) 


où w (M) est harmonique dans B, et v (M), dans B,. Il existe mani- 
festement plusieurs façons de représenter la fonction cherchée par une 
telle somme, ce qui est sans grande importance pour la suite. Pro- 
longeons la fonction © (NV) à l’arc &, par continuité d’une manière. 
quelconque et désignons ce prolongement par mp, (NW). 

Construisons les approximations successives pour u (M) et. 
v (M) comme solutions des problèmes de Dirichlet avec les condi- 
tions aux limites suivantes: 


p, (NW) sur «.;, 0 sur os. 
a = | o(N) sur f,, "1 «= | ©(N)—u, (N) sur f:. 


On remarquera que la différence © (N) — u, (N) = 0 en N, et 
N,. Pour calculer les approximations suivantes, on supposera que: 


P1 (W) suT Œ1, 0 SUT os. 
Una CN) = Ê (N)—v, (N)surp,, 7" Cie =|, (N)—unx1 (NW) sur Ba. 


Ce processus sera convergent et la somme (159) nous donnera la 
solution du problème. 

L’exposé détaillé de cette méthode figure dans l’ouvrage : L. Ka n- 
torovitch, V. Krylov, Méthodes d'approximation de l’ana- 
lyse supérieure. M., Fizmatguiz, 1962 (en russe), où cette méthode 
est appliquée non seulement à l’équation de Laplace mais à d’autres. 
équations de type elliptique. Cette méthode est valable en dimension 
trois. 

Indiquons encore une manière de se servir de la méthode de 
Schwarz. Nous allons maintenant avoir affaire à la solution du pro- 
blème extérieur de Dirichlet et de ce fait nous allons nous placer non 
pas dans le plan mais dans l’espace. Soient données, dans l’espace, 
n surfaces fermées S, (k = 1, 2, ..., n) limitant des domaines 
disjoints. Désignons par D la partie de l’espace, extérieure à toutes. 
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ces surfaces, et, par D;, la partie de l’espace, extérieure à S;. Sup- 
posons que l’on sache résoudre le problème de Dirichlet pour tous 
les D, quelles que soient les valeurs continues données sur S, et 
montrons comment on peut résoudre le problème de Dirichlet pour 
D. Les domaines D, et D contiennent le point à l'infini et comme 
toujours on admet que toute fonction harmonique est nulle à l’in- 
fini. 

On demande donc une fonction harmonique à l’intérieur de D 
et prenant sur les surfaces S, des valeurs continues données: 


ul = RUN G=1,2,...,n) (160) 


Cherchons d’abord pour chaque k une fonction us, x(M) 
{k = 1,2, ..., n) harmonique à l’intérieur de D, et prenant les 
valeurs fn (N) sur S,, ensuite une fonction u1,, (M)(k=1,2,...,n), 
harmonique à l’intérieur de D, et prenant les valeurs frontières : 
M)= 


L 2 Uo,: (NW) sur S, (k—1,2,...,n), (161) 


U, a ( 


la sommation ayant lieu par rapport à tous les i compris entre 1 et n, 
sauf pour i = k. 

:_ D'une façon générale, pour tout entier m cherchons les fonctions 
Um.r (M) (k = 1, 2, ..., n), harmoniques à l’intérieur de D, et 
prenant les valeurs frontières 


Um, (N)ls, = — 2, Uma, & (N) sur Sr (k—1,2, ..,n). (162) 
Les fonctions 


p 
2u Um.» (M) (&=1,2,...,n), 


sont harmoniques à l’intérieur de 2), et prennent les valeurs 
frontières 


À un, (M)= fa (M) D D me (N) sur Sa (ts ee M 


En retranchant la somme 
p-i 


à Um, r (N) 


des deux membres de l'égalité précédente, on obtient 
p-i n 


2 à, Um i(N)= fa (N)—u,r(N) sur Sx (k—1, 2,...,n). 
(163) 
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Si l’on démontre que pour p —> œ les fonctions up, x (M) 


(x = 1,2, ..., n) tendent uniformément vers 0 dans le domaine D; 
alors de (163) il s’ensuivra se la fonction 


> DETTE 


qui est harmonique à l’intérieur de D et continue dans D, nous donne 


la solution du problème de Dirichlet pour D, qui prend les valeurs 
fr (N) sur FD 


u (M) = > à um (D (164) 


Etudions maintenant les conditions sous lesquelles les Re 
Up.» (M) tendent uniformément vers 0 dans le domaine D. Désignons 
par Us (M) (k = 1,2, ..., n) une fonction harmonique à l’intérieur 
de D, et égale à 1 sur S,. Ceci étant, v, (M)> 0 à l’intérieur de D} 
et puisque 0 (M) — 0 lorsque M + co il résulte qu’il existe une 
constante gr: 0 << gx < 1, telle que 


Ur (M)< qg sur S; pouriÆk (k—1,2,...,n). (165) 


Si wz, (M) (k=1, 2,...,n) sont des fonctions harmoniques à 
l’intérieur de D,, continues dans D, et vérifiant la condition 

| w (M) [< dk sur Sy ( Es 1, 2, +.) n), (166) 
où a4 sont des constantes, alors azvx (M) — w; (M) seront des fonc- 
tions harmoniques à l'intérieur de D, et positives sur Sz, d’où il 
s'ensuit que avr (M) — w, (M)> O0 dans D,, c'est-à-dire’ que 
wi (M)< axvx (M) dans D}. Sans modifier la condition (166), on 
peut changer le signe de la fonction harmonique Uk (M) et considérer 


de la sorte que Wk (M) > 0 au point M envisagé. Des raisonnements 
précédents il s'ensuit donc 


Jus (M) IK avr se  , (167 
d’où, en vertu de (165), 
| LR (N) | arqx sur $S; pour ik (k — 1, 2; , n). (468) 


Cette inégalité découle donc de (166). Soit a > 0 un nombre tel que 
1fe (N) 1 a pour k = 1,2, ..., net g = max {q:, Qo, + . ., On}. 
Ïl est évident que0 << q< 1. En vertu de (160), il vient | wo (N) T£ 
< a sur S,. En vertu de (161) et (168), on a | 1, (W) |& (n — 1) aq 
sur Sy (k — 1, 2, ..., n). En se servant de (162) pour m = 2 et 
de (168), on obtient | Ur (N)1 < (nr — 1)*ag° sur S; et. d’une 
façon générale | up.x (N) |& (n — 1)” ag? sur S, et par suite | 


Lune OM) IS — 1) gPa (M € D) (= 1,2, .. n). (469) 
22—01017 
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Si le nombre de surfaces nr = 2, alors il s’ensuit de là que u,,: (M) — 
— 0 lorsque p —+ œ uniformément dans D, et à fortiori uniformé- 
ment dans D. Si n => 2, on obtient la condition suffisante suivante 
pour que up,x (M) — 0: 

(n —1)q<1. (170) 


Par construction, le nombre q ne dépend pas des conditions aux li- 
mites f, (N) et est défini uniquement par le domaine D. On au- 
rait pu exactement de la même manière considérer le cas où le do- 
maine D est un domaine fini borné par une frontière extérieure S; 
et des frontières intérieures S,, Ss, . .., 8,. Ceci étant, nous au- 
rions eu affaire au problème intérieur de Dirichlet pour le domaine 
D, limité par S;,, et au problème extérieur pour les domaines 
D, (k=2,...,n). La construction indiquée ci-dessus a été pro- 
posée par G. Golouzine (Matem. Zbornik, 1934, 41, n°2) 
(en russe). On s’assure sans peine qu’elle n’est pas valable dans le 
plan en se donnant des valeurs frontières constantes sur les contours 


fermés 1. 


I1-2-24. Fonctions sub- et superharmoniques. La méthode des 
équations intégrales de résolution du problème de Dirichlet assu- 
jettit la frontière du domaine à des conditions relativement fortes. 
On se propose d'exposer une autre méthode de résolution de ce pro- 
blème, valable pour des conditions assez générales sur la frontière 
du domaine et les valeurs frontières. Cette méthode, appelée souvent 
méthode de balayage, a été proposée par Poincaré ensuite précisée 
par Perron (0. Perron. Eine neue Behandlung der ersten Rand- 
wertaufgabe für Au — 0. Math. Z., 1923, 18, voir également l’article 
de I. Pétrovski, Méthode de Perron de résolution du problème 
de Dirichlet. UMN, 1941, 8 et son ouvrage sur les équations aux déri- 
vées partielles) et par Vallée et Poussin. 

Dans ce numéro, on définit des notions nouvelles qui seront 
utilisées pour développer la méthode indiquée. Ces notions pré- 
sentent un intérêt en physique mathématique. On se place dans le 
plan. Les raisonnements sont exactement les mêmes dans l’espace. 
La différence dans l'étude des valeurs frontières de la fonction har- 
monique construite d’après cette méthode est mentionnée à la fin. 

L’équation de Laplace pour la fonction d’une seule variable in- 
dépendante y (x) est y” (x) = 0. Son intégrale générale est le binôme 
y = ax + b et son graphique, une droite. Le problème de Dirichlet, 
c'est-à-dire le problème qui consiste à déterminer la solution de 
l'équation y” (x) — 0 à l’intérieur de l'intervalle [a, b] prenant des 
valeurs données aux bornes de cet intervalle, consiste tout simple- 
ment à mener une droite par les deux points donnés. Le binôme du 
premier degré est caractérisé par le fait que sa valeur en un point 
quelconque x — x, est égale à la moyenne arithmétique de ses va- 
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leurs aux points x = x, + hk et x — x, — h. Considérons mainte- 
nant une courbe continue ayant sa concavité tournée vers les y > 0. 
Soit y = y (x) son équation. En tout point de cette courbe, on a 


y (co) < 519 (co + À) + y (Go— h)]. (174,) 


De façon analogue, si la courbe a sa convexité tournée vers les 
y>0, alors 


y (x) > + [y (ro h) + y (ro — HI. (174) 


L’inégalité (171,) résulte immédiatement du fait que dans le cas 
considéré chaque portion de la courbe est située sous la corde qui 
la sous-tend. Introduisons les classes de fonctions respectives dans 
le cas de plusieurs variables. Soit f (M) une fonction continue à l’in- 
térieur d’un domaine plan B. On dira que cette fonction est subharmo- 
nique à l'intérieur de B si pour tout point P intérieur à B il existe un 
nombre Ô >> 0 tel que f (P) soit inférieure à la valeur moyenne de f (M) 
sur un cercle de centre P et de rayon p << 6. Si x et y sont les coordon- 
nées de P, cette condition s'écrit alors 


2n 


f(æ, DE | f(&+pcose, y+psine)dp (p<ô). (172) 
0 


Si la fonction f (M) est harmonique à l’intérieur de B, alors dans 
la formule (172,) l’égalité est réalisée pour tout point intérieur à 
B (tome IT, [VII-3-3]) et par suite une fonction harmonique est un cas 
particulier d’une fonction subharmonique. Cette définition peut être 
immédiatement généralisée à l’espace en remplaçant les cercles 
par des sphères. On définit de façon analogue une fonction superhar- 
monique. Pour une telle fonction, on aura en tout point intérieur 
de B: 


ar 


f(x, D> | f(z+pocosp, y+psin op) dy. (1722) 
0 


La fonction harmonique est un cas particulier de la fonction su- 
perharmonique. De la définition il s'ensuit immédiatement que si 
f (M) est une fonction subharmonique et C une constante, alors 
Cf (M) est subharmonique pour C => 0 et superharmonique pour 
C<0. Si f (M) est superharmonique, alors Cf (M) est superharmo- 
nique pour C >> 0 et subharmonique pour C << 0. D'autre part, des 
définitions citées, il résulte que la somme finie de fonctions subhar- 
moniques est une fonction subharmonique et la somme finie de fonc- 
tions superharmoniques est une fonction superharmonique. 


22* 
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Supposons que f (M) = f (x, y) possède à l’intérieur du domaine 
B des dérivées ps nes et que 


Af= 2 _. ner PP “us >0 (à l'intérieur de B). (173,) 


En appliquant la formule de Green au disque K, de centre P (x, y) 
contenu à l’intérieur de B et en posant u—f et v—1, on obtient 
ô . 
| SF ds | | Aj do, (174) 
p Ko 
où C, est la frontière du disque X,. Appliquons encore à la fonc- 
tion .f la formule (tome Il, Det 


ACT = (f ir — nr FL) ds+— | f'Afinr do, 


K 





p p | 
où r est la distance du point de coordonnées (x, y) au point variable 
d'intégration. Sur C,, la direction de n est celle de r, et ds — pd. 
En se servant de (174), on peut mettre la formule RASCA ENS sous 
la forme 


27 
1 à 4 : 
f(æ, = ( f(z+pcosp, y+psinç) +7] Afin + do. 
: 0 ‘p 


Dans le disque X,, on a r/p< 1 et, en vertu de (173,), la dernière 
formule nous donne l’inégalité (172), autrement dit, si la condition 
(173) est remplie, la fonction f (M) est une fonction subharmonique à 
l’intérieur de B. De façon analogue, si 


AfSO (dans B), (173, 


‘alors f (M) est une fonction superharmonique à l’intérieur de B. La 
définition principale des fonctions sub- et superharmoniques n’im- 
plique pas l'existence des dérivées. Les conditions (173,) et (1732) 
sont identiques aux conditions classiques de convexité et concavité 
d’une courbe (tome I, II-5-2). 

Etudions quelques propriétés simples des fonctions sub- et su- 
perharmoniques. Supposons que f (M) est une fonction continue 
dans un domaine fermé et subharmonique à l’intérieur de ce domai- 
ne. Sous cette condition il s'ensuit aussitôt de (172.,) qu’une fonction 
subharmonique prend sa plus grande valeur sur le contour. De plus, 
à l’intérieur du domaine elle ne peut avoir un maximum au voisi- 
nage duquel elle n’est pas constante. D'une façon analogue, une 
fonction superharmonique prend sa plus petite valeur sur le contour. 


11-2-25. Propositions auxiliaires. Prouvons quelques propositions 
sur les fonctions sub-et superharmoniques qui nous seront utiles lors 
de la résolution du problème de Dirichlet, 
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Théorème I. Sif, (M)(k = 1,2, ..., m) sont des fonctions 
continues dans un domaine B et subharmoniques dans B, alors la fonc- 


tion 
p (M) = max {fi (M), ..., fm (M)} (175:) 
est continue dans B et subharmonique dans B. 


Théorème l’.De façon analogue, si f, (M) sont des fonctions 
superharmoniques et 


p (M) = min {f, (M), ..., fm (M)}, (1754) 


alors ÿ (M) est superharmonique. 
La continuité de o (M) dans B résulte immédiatement de celle 


de f, (M). Soit (xs, Yo) un point de B et supposons que œ (xo, Yo) = 
= f1 (To, Yo) Par exemple. La fonction f, æ, y) étant subharmonique, 


on a 
| 1 € . 
P (Go; Yo) = f1 (Lo Yo) < 5 | fi (Go p cos p, yo + p sin p) dy. 


Or, en vertu de (175.), ® (M)> f, (M) sur le cercle le long duquel 
a lieu l'intégration, et à fortiori 
27n 
1 : : 
P (os Yo) 5 | P(to+PCOSP, y +P Sin) dy, 
0 
ce qui exprime que (M) est subharmonique. 


Théorème Il. Sif(M) est une fonction subharmonique dans 
B et continue dans BP, K, un disque contenu dans B et ux (M) une 
fonction harmonique à l’intérieur de K, dont les valeurs prises sur la 
frontière de K sont confondues avec celles de f (M), alors 


f(M)<ux (M) (dans K). (176,) 


Théorème Il’. De façon analogue, si f (M) est une 1oneHon 
superharmonique, alors 


. {M > ur (M) (dans K). (176,) 


L'expression f — ux = f + (—ux) est la somme de la fonction 
subharmonique f (M) et de la fonction harmonique (c’est-à-dire 
subharmonique aussi) (—ux). Donc, f — u4 est une fonction sub- 
harmonique à l’intérieur de Æ et nulle sur le contour. Donc, en vertu 
de ce qui a été dit dans le numéro précédent, f — ux < 0 à l’inté- 
rieur de À, ce qui nous conduit à (176,). 


Théorème III. Si, dans les hypothèses du théorème II, on 
remplace les valeurs de f (M) dans le disque K par les valeurs de ux (M) 
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et que l'on désigne la nouvelle fonction par fk(M), alors fk(M) qui 
est continue dans B sera subharmonique à l'intérieur de B. 


Théorème IT. La construction du théorème précédent appli- 
quée à une fonction f (M) superharmonique nous donnera une fonction 
fk(M) superharmonique. 

A l'extérieur de À, la fonction fx est confondue avec f et la con- 
dition (172) est manifestement remplie en tout point extérieur 
à À pour à assez petit. A l’intérieur de X, la fonction f x est harmo- 
nique et l'égalité (172) est réalisée. Il reste à vérifier que (172,) 
est satisfaite sur la frontière de X. Soit (xs, yo) un point frontière 
(on admet que (x,, Yo) est intérieur à B s’il est commun aux frontières 
de X et de B). On a 


Îx (Tor Yo) = f (To, Yo) < 
27 
<a | f(a5+pcosy, yo+psinp)dp  (p< 6). 
0 


En vertu du théorème Il, fx>f à l'intérieur de X et fx=f 
à l'extérieur de X, donc à fortiori 


27 
| : 
ÎK (Zo: Y) <=5— Îx (To +0 cosy, Yo + P Sin p) do, 
27 
0 


c.q.f.d. 


11-2-26. Méthodes des fonctions inférieures et supérieures. Passons 
maintenant à l'exposition de la méthode de Poincaré-Perron. Soit 
donné dans le plan un domaine borné B de frontière Z qui pour l’ins- 
tant n’est assujettie à aucune condition. Soit donnée sur / une fonc- 
tion © (N) = © (x, y), supposée pour l'instant bornée, c’est-à-dire 
il existe deux nombres a et b tels que 


a © (N)< b. (177) 


Appelons fonction inférieure une fonction @ (M) continue dans 
un domaine borné, subharmonique à l’intérieur de ce domaine et 
vérifiant la condition @ (N)< © (N) sur la frontière de ce domaine. 
Par analogie, une fonction supérieure 1 (M) est une fonction superhar- 
monique à l’intérieur d’un domaine et vérifiant la condition 
Ÿ (N)> © (N) sur la frontière de ce domaine. 

Il existe de toute évidence une infinité de fonctions inférieures 
et de fonctions supérieures. Par exemple, toute constante < a est 
une fonction inférieure. Soient une fonction inférieure et 1 une fonc- 
tion supérieure. L'expression % = @ — 4 = + (—%) est une 
fonction subharmonique, car c’est la somme de deux fonctions sub- 
harmoniques et y 0 sur L. De là il s'ensuit que 4< 0 dans B, c'est- 
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à-dire que p< + dans BP. Autrement dit, foufe fonction inférieure est 
inférieure à toute fonction supérieure dans B. Les théorèmes I et [° 
entraînent immédiatement que si f1 (M), fa (M), ..., fm (M) sont 
des fonctions inférieures, alors il en est de même de la fonction œo (M) 
définie par la formule (175;); idem pour les fonctions supérieures et 
la formule (175,). De façon analogue, les théorèmes III et III” nous 
disent que si f (M) est une fonction inférieure, alors il en est de même 
de la fonction fr (M) et si f (M) est une fonction supérieure, il en est 
de même de fr (M). 

Il est manifeste que les fonctions inférieures sont bornées supérieu- 
rement et les fonctions supérieures, inférieurement. Le nombre b 
de l'inégalité (177) par exemple, est une fonction supérieure et l’on 
a (M)< b pour toute fonction inférieure. De façon analogue, 
b (M)> a pour toute fonction supérieure. Donc, l’ensemble des va- 
leurs prises par toutes les fonctions supérieures Ÿ (M) en un point donné 
M de B admet une borne inférieure (tome I, [I-2-18]) que l’on désignera 
par u (M). Ce sera une fonction définie dans B. De 9 (M)> a il 
s'ensuit que u (M)> a et comme la constante b est une fonction 
supérieure, il vient u (M)< b c’est-à-dire La fonction u (M) vérifie 
la condition a u (M)< b. Par définition de la borne inférieure, 
pour tout point M, de B il existe une suite {, (M)} de fonctions 
supérieures telle que w#, (M,) — u (M,) pour n — co. S'il existe 
une fonction supérieure % (M) telle que 1 (M,) = u (M;), alors 
on peut admettre, par exemple, que Ÿ, (M) = 4 (M) pour tout n. 
Les suites {p, (M)} peuvent varier d’un point M, à un autre. Prou- 
vons le 


Théorème. La fonction u (M) est harmonique dans B. 

Dans la suite, les fonctions seront affectées d'indices supérieurs 
notés entre parenthèses. 

Prouvons préalablement le 


Lemme. Si P est un point arbitraire fixe de B, il existe alors 
une suite monotone de fonctions supérieures 


po (M>ç® (M>...(MEB) (178) 


telles que q" (P) —+ u (P). 
On a vu plus haut qu’il existe une suite {ÿ, (M)} de fonctions 
supérieures 1, (M) telles que ÿ, (P) — u (P). Posons 


g® (M) = min {hi (M), ÿe (M), ..., 1 (M)}. (179) 


Les fonctions q(") (M) sont, nous l’avons vu, des fonctions supérieu- 
res continues. Lorsque n croît, le nombre de fonctions 5 (M) dont 
on considère le minimum croît aussi et par suite œt" (M) satisfont 
la condition (178). Le fait que la fonction u (M) est la borne inférieure 
des fonctions supérieures et la relation (179) entraînent que u (P)< 
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< pp (P)<p(P) d'où p® (P) —+ u (P) puisque Vi (P) + u Ce 
Ceci achève ol démonstration du lemme. 


Remarque. Soit À un disque de centre P contenu dans LB. 
Construisons les fonctions p£” (M) comme indiqué dans le théorème 
IT". Les inégalités (178) étant vérifiées sur la frontière du disque X, 
elles le seront sur le disque À tout entier. A l'extérieur de X, les 
fonctions p'# (M) sont confondues avec q(*) (M) et par suite vérifient 
aussi la condition (178): 


pk (M) > qÀ (M) >... (M € B). 


D'autre part, u (M)< pr (M)< 9 (M) et pK (P) —u (EP) 
puisque pt (P) + u (P). On peut donc admettre que Les fonctions 
(9 (M) du lemme sont harmoniques à l’intérieur de tout disque de 
centre P contenu dans B. | 

Passons à la démonstration du théorème. Il nous suffit de prou- 
ver que u (M) est harmonique à l’intérieur de tout disque X contenu 
dans B. Soit P le centre de ce disque. Construisons, en vertu du lemme 
et de la remarque qui le suit, des fonctions pl (M) harmoniques 
à l’intérieur de X. Ces fonctions tendent vers uw (P) lorsque M — P. 
Le théorème de Harnack nous dit que ces fonctions tendent en tous 
les points intérieurs à X vers une fonction harmonique: 


pO(M) — v(M) (M intérieur à K), 


la convergence étant uniforme dans tout disque fermé X” de centre 
P contenu dans X. Montrons que v (M) = u (M) à l’intérieur de X, 
Ceci achèvera la démonstration du théorème. Supposons par absurde 
qu’en un point P, intérieur à X, on a v(P,)u (P,). Comme 
p(9 (P;) — v (P.) et u (P;) est la borne inférieure des valeurs prises 
par les fonctions supérieures en P,, on doit avoir v (P,) > u (P;). 
Donc, il doit exister une fonction supérieure w (M) telle que w (P;) < 
<< v (P;). Soit X’ le disque de centre P sur la frontière duquel se 
trouve le point P,. Composons les fonctions supérieures 


pe (M) = min{w (M), eg" (M)} et p (M), 


et de plus 
px? (M) < p® (M). 


Comme œ(° (M) tendent uniformément vers v (M) dans le disque 
fermé K”, on peut affirmer que p(") (M) convergent uniformément 
vers la fonction 


p (M) = min{w (M), v (M)}. 


Done, la convergence sur la frontière du disque X” est uniforme et 
on peut affirmer que les fonctions op? (M), harmoniques à l’inté- 
rieur de X’, convergent uniformément dans le disque fermé Æ” vers 
une fonction harmonique px" (M). Comme w (P,) < v (P,), il vient 
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p (P;,) < v (P,) et d’une façon générale p (M) < v (M) en tous les 
points de la frontière de À’. Donc, le théorème de la moyenne appli- 
qué aux fonctions harmoniques nous dit que px" (P) <v(P). Or, 
v(P)=u(P). Donc px (P)<u (P). Au point P la fonction 
or" (M) est la limite des fonctions supérieures p%: (M) et l'inégalité 
Pr’ (P) < u (P) contredit le fait que u (P) est la Done inférieure des 
valeures prises par les ISnéHONS supérieures en P. Ceci prouve le 
théorème. 

La démonstration est exactement la même dans l’ espace. Donc, 
pour toute fonction «© (N) définie sur la frontière / de B on peut cons- 
truire par la méthode indiquée ci-dessus une fonction u (M) harmo- 
nique à l’intérieur de B. Au lieu de la borne inférieure w (M) des 
fonctions supérieures, on aurait pu construire la borne supérieure 
us (M) des fonctions inférieures. Si © (NW) est une fonction continue 
sur /, alors on démontre que u, (M) =u (M). Dans la suite on par- 
lera toujours de la borne inférieure des fonctions supérieures. 


On a déjà signalé que la construction proposée se transpose ad 
litteram au cas tridimensionnel. La fonction uw (M) s'appelle solution 
distributionnelle du problème de Dirichlet prenant les valeurs fron- 
tières © (W). Le sens de cette définition apparaîtra dans le numéro: 
suivant. 


Remarque. Si la fonction & (NW) est continue sur la frontière 
1, la solution distributionnelle uw (M) du problème de Dirichlet peut 
être construite par une méthode que nous allons développer. Pro- 
longeons la fonction w (N) par continuité au plan tout entier. Sup- 
posons par ailleurs que B, (n = 1, 2,...) est une suite de domaines 
contenus avec leurs frontières la dans B et tendant vers B de telle 
sorte que tout point M intérieur à B soit intérieur à tous les domai- 
nes PF, à partir d’un indice n. Les domainés B, peuvent par exemple 
être constitués d’un nombre fini de disques. Supposons que l’on 
sache résoudre le problème de Dirichlet avec des valeurs frontières 
continues pour les domaines B,. 

Soit u, (M) la solution du problème de Dirichlet pour B,, les 
valeurs frontières étant définies comme le prolongement de la 
fonction æ (NW), mentionné ci-dessus. On démontre que lorsque 
n — ©, les fonctions w, (M) tendent vers la solution distribution- 
nelle u (M) du problème de Dirichlet et la convergence est uniforme 
dans tout domaine fermé contenu dans B. On constate donc que la 
limite u, (M) ne dépend ni du procédé de prolongement de « (W), 
ni du choix du domaine B,. Seules importent les propriétés des 
domaines considérés. La démonstration de ces faits est donnée dans 
un article de M. Keldych, UMN, 1941, 8. 


I1-2-27. Etude des valeurs frontières. Nous n’avons encore imposé 
aucune condition à la frontière du domaine B. L'ensemble des points 
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frontières du domaine B étant désigné par {, introduisons la con- 
dition suivante qui mettra en jeu un point W, fixe de L. 


Condition I. Îl existe une fonction w (M) continue dans B 
<t superharmonique dans B telle que w (N,) = 0 et w (M) > 0 dans 


B\X {Ni}. Prouvons maintenant le théorème suivant: 


Théorème. Si la condition I est remplie et si la fonction fron- 
tière © (N) est continue en N,, alors u (M) — « (N.) lorsque M + N, 
de l'intérieur du domaine. 

Désignons par B, l’ensemble de tous les points du domaine B 
dont la distance à N, est inférieure à n > 0. Soit e >> 0 un nombre 
donné. La fonction © (NW) étant continue en W,, il existe un nombre 
Mn > 0 tel que pour tous les points frontières de B appartenant à 
Bn> l’on ait 


© (NW) —e<o(N <o(W)+e (WETet fn). (180) 


€Construisons une fonction 
P1 (M) = © (V5) — e — Cw (M), (181) 


continue dans B et subharmonique dans B, C => 0 étant une cons- 
tante que nous allons choisir. En vertu de (180) et puisque w (M) > 
> 0,on a mp, (N) < © (NW) aux points de / appartenant à B4. Choisis- 
sons € assez grand ÿpour qu’à l'extérieur de f; l’on ait la même 
inégalité que sur /, c’est-à-dire que 
O(N)—e—Cw(N)<o(N) (N est sur L et extérieur à Ph). 

(182) 
Sur l’ensemble des points de B se trouvant à une distance de N, 
non inférieure à n la fonction w (M) prend la plus petite valeur 
strictement positive que nous désignons par mn. Ceci résulte directe- 
ment du fait que cet ensemble est fermé et que la fonction w (M) y est 
continue et strictement positive. Pour que l'inégalité (182) soit 
réalisée, il suffit que 


C>max {2 Poe; 0}, 


où a est le-nombre figurant dans l’inégalité (177). La fonction (181) 
sera une fonction inférieure pour un tel C. De façon analogue, si C 
est assez grand, la fonction 


Ÿ1 (M) = © (No) + e + Cw (M) (183) 
sera une fonction supérieure. Comme w (N,) = 0, il vient 
Pi (Vo) = © (M) — e, 


3 
à 
ÿ 
4 
4 


É 
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et puisque . (M) est continue dans B, on peut exhiber un 6, > 0 
petit tel que dans $4, l’on ait: 


1 (M) > © (No) — 2e (M € Pa). 


Soit 4 (M) une fonction supérieure quelconque. Pour tous les points 
M de B, on a + (M) > y, (M) et par suite de la dernière inégalité 
il vient 

b(M)>0o (NV) —2e (M E Ba). 


La borne inférieure de ÿ (M) doit également vérifier cette inégalité, 
c'est-à-dire que 


u(M)>o(N;)—2e (MEB et Ba). (184) 
De façon analogue, de (183) il s’ensuit 
Vi (No) = © (N) +e, 


et, par conséquent, en vertu de la continuité de , (M) il existe un 
petit 0, > 0 tel que dans f4,, l’on ait 


V1 (M) < © (No) + 2e (M Es), 
et à fortiori 


u (M) <o (Ni) + 2e (MEB et Bo). (185) 
Soit Ô — min{ô,, 6,}. D'après (184) et (185), on a 
© (N5) — 2e Lu (M)<o(MN)+2e (MEB et fs). (186) 


Le nombre & étant arbitrairement choisi, il s'ensuit que u (M) —+ 
— © (N,) lorsque M — N, de l’intérieur du domaine, ce qui prouve 
le théorème. Cette démonstration est valable dans le plan comme 
dans l’espace. Si © (NW) est continue sur L et si la condition Î est rem- 
plie pour chaque point W, de !, alors la fonction u (M) est continue 


dans B et est égale à © (NW) sur L 


Définition. On dit qu'un point frontière N, est régulier si 
pour toute fonction © (N) continue sur !, la fonction u (M) — o 
(N;) lorsque M —- N,. Les points frontières ne jouissant pas de cette 
propriété sont dits points frontières irréguliers. 

Le théorème prouvé plus haut nous dit que la condition I est une 
condition suffisante de régularité du point AV,. 

Indiquons maintenant une condition suffisante simple de nature 
géométrique pour qu’un point frontière soit régulier dans l’espace. 
Supposons qu'un point frontière V, jouit de la propriété suivante: 
il existe une boule qui ne contient aucun point de B autre que ,. 
Soient M, le centre de cette boule et À son rayon. Posons r = M,M 
et considérons la fonction 


1 1 
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Cette fonction satisfait visiblement la condition 1 et de plus est : 


harmonique dans B. 


Plaçons-nous maintenant dans le plan et supposons que la fron- 
tière de B est composée d’un nombre fini de courbes fermées simples : 
d'équations z — x {t), y = y (€), où x (€) et y (t) sont des fonctions : 

de { périodiques continues (fig. 14). Supposons 


| ho tout d’abord que le point NW, se trouve sur le 
S 7, Contour extérieur l,. Plaçons l’origine des co- 
! ordonnées en z — 0 et choisissons l'échelle de 

telle sorte que le domaine B contienne le dis- 
que |Zz | << 1. "COHROSOns a fonction 
Fig. 44 
É F(z)= — 
Lorsque z se déplace dans B il ne peut contourner l'origine et F (2) 
est une fonction continue dans B et régulière dans B et de plus 
F (0) = 0. 

En posant z — peï®, on obtient pour la partie réelle de F (2) 
l'expression 
Inp 


DE TREE+E 


In p << 0. Cette fonction harmonique remplit toutes les conditions 
ci-dessus. 
En particulier, à l'extérieur de $, on a 


In R 
(Ine)}? +? 


wW(z)>— 


où ®p, est la plus grande valeur de q dans B et R, la distance de l’ori- 


gine au point de B le plus éloigné de cette origine. 
Supposons maintenant que W, est situé sur le contour /,. Choisis- 
sons à l’intérieur de /, un point quelconque « et effectuons la trans- 
formation conforme 
1 
La 


2 — é 


2— 





Le contour Z, se transforme en un contour extérieur et l’on peut 
construire une fonction w (M) pour le point considéré par la méthode 
ci-dessus. En revenant à la variable z, on obtient la fonction cher- 
chée. Donc, si © (N) est continue sur le contour /, alors u (M) le 
sera à l’ inférieur et sur Let sera égale à © (NW) sur L. 

Supposons maintenant que V, est un point de discontinuité de 
première espèce de w (W), autrement dit © (NW) tend vers des limites 
différentes selon que N — N, le long du contour d’un côté ou de 
l’autre. Désignons ces limites par ©, (W,) et ©, (N,) et supposons 
que @1 (N,) << ©: (N;). En raisonnant comme plus haut, au lieu de 
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(184), on obtient la formule 

cu (M) > ©: (Ni) — 2e 
et _ lieu de (185) la formule 

u (M) < GE (No) + 2e. 


Lorsque M. — N, de l’intérieur du domaine B, la fonetion u (M) 
peut tendre vers ‘des limites différentes, mais pour chacune d'elles 
on a, en vertu des inégalités DERCCGNEE et du fait que € est arbi- 
traire, 


O1 (No) < Uo Da (No). | | (187) 


Si © (N) est une fonction bornée, c’est-à-dire vérifie les con- 
ditions (177), alors on a vu qu’il en est de même de la fonction 
u (M). Donc u (M) est une fonction harmonique bornée prenant les 
valeurs frontières © (N) en tous les points de continuité de «© (NW). 

Revenons maintenant à l’espace. On peut construire une surface 
relativement simple possédant des points irréguliers. Cette construc- 
tion a été proposée par Lebesgue et ensuite, indépendamment de lui, 
par PS. Uryshon. Le problème des valeurs frontières est étudié 
plus en détail-dans un article de M. Keldych (UMN, 1941, 8). 

Citons encore un exemple dans le cas du plan. Soit B un disque 
centré en l’origine des coordonnées et privé de son centre. L'ensemble / 
des points frontières est constitué du cercle de ce disque et de son 
centre. Supposons que &© (VW) = O0 sur le cercle et © (NW) = 1 au centre. 
Une telle fonction &w (N) est continue sur /. La fonction harmonique 
u (M) tend visiblement vers zéro lorsque M tend vers le cercle. 
Montrons que u (M) ne peut tendre vers 1 lorsque M tend vers le 
centre. S'il en était ainsi, w (M) serait harmonique dans le disque 
au cas où elle serait égale à 1 au centre [II-2-12]. Or ceci contredit 
le théorème de la valeur moyenne d’une fonction harmonique au 
centre du disque. Donc, l’origine des coordonnées est un point fron- 
tière irrégulier. 

On démontre aisément que u (M ) =0 dans le cas considéré. En 
effet, u (M) est bornée et par suite converge lorsque M tend vers le 
centre [I1-2-12] et si cette limite est égale à la valeur de u (M) au 
centre, alors u (M) est partout harmonique dans le disque [II-2-12] 
et nulle sur le cercle, c’est-à-dire que u (M) = 

A noter qu'au lieu de la condition [, on aurait pu poser une con- 
dition portant uniquement sur le voisinage du point NV, et montrer 
en outre que cette nouvelle condition est identique à la condition Î. 


Condition Il. Pour un voisinage fn du point N,, il existe 
une fonction wy (M) continue sur fn, superharmonique dans fn et telle 
que Wn (No) = 0 et wn (M) > 0 dans Ba {No}. 
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On démontre que dans l’espace le point W, vérifie la condition II 
s’il est le sommet d’un cône circulaire dont les points assez proches 


de NW, sont situés à l’extérieur de B (sauf W;). Donc, ces points sont 
réguliers (cf. I. Pétrovski, Leçons sur les équations aux dérivées 
partielles, M., Fizmatguiz, 1961 (en russe)). 

Dans la suite, sauf mention expresse du contraire, on admettra 
que les contours ou les surfaces limitant les domaines étudiés ont 
tous leurs points réguliers. Ce sera par exemple le cas des surfaces 
de Liapounov. Pour ces dernières nous avons construit la solution 
du problème de Dirichlet à l’aide de la théorie du potentiel et des 
équations intégrales. 

Si une fonction continue © (W) est définie sur la frontière et si 
tous les points de cette dernière sont réguliers, alors la fonction 
harmonique construite u (M) est continue à l’intérieur du domaine 
et sur la frontière et prend sur cette dernière les valeurs © (NW). On 
sait que la fonction u (M) est unique. Si la frontière présente des 
points irréguliers, alors la fonction harmonique u (M) est bornée à 
l’intérieur du domaine et prend les valeurs © (W) en tous les points 
frontières réguliers. On démontre qu’il n’existe qu’une seule fonction 
possédant de telles propriétés. On peut trouver la démonstration 
de cette proposition et d’autres faits intéressants, dont le critère 
de régularité de Wiener, dans l’article déjà cité de M. Keldych. 


I1-2-28. Equation de Laplace dans un espace à x dimensions. 
Jusqu'ici nous avons étudié l’équation de Laplace dans le plan et 
dans l’espace. 

Les résultats acquis se généralisent facilement à un espace à »r 
dimensions dans lequel l'équation prend la forme 


n 
Au= Ÿ Uxx, = 0, 
1 


Citons les principaux résultats concernant les solutions de cette 
équation. Les fonctions qui possèdent des dérivées premières et 
secondes continues et qui sont solutions de cette équation sont dites 
harmoniques. La solution singulière fondamentale est de la forme 


C 
ms (2x2), 


la constante C étant égale à , Où ©, est l'aire de la 


1 
(n—2) On 
sphère unité dans l’espace à nr dimensions, de sorte que la solu- 
tion singulière fondamentale s'écrit 


{1 
PE ar (n > 2). 
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Le volume v, d’une boule de rayon r à nr dimensions s’exprime- 
par la formule (tome IT, [III-4-11}]) 


n 
v = 00 our n pai 
n—n(n—2)...2) POUT 7 pair, 
n+i n-i 
22 nn? 
Vn=——— r* pour nr impair 
NT n(n—2)...1 | 


ce qui, on le vérifie sans peine, peut être mis sous la forme uni- 
que 


br, 
— 
ar (5) 
d’où, en dérivant par rapport à r et en posant r— 1, 


2(Va)" 


Un 


? 


On — 


Pour une fonction harmonique dans un domaine D limité par une: 
surface $ on a la formule (tome II, [VII-8-3]) 


u(M)= | (go (9 eu HE) as 
S 


(on n’écrira partout qu'un seul signe d'intégration). La quantité r 
est la distance du point variable d'intégration à M. Les propriétés. 
fondamentales des fonctions harmoniques restent en vigueur, y 
compris le théorème de la moyenne d’une fonction harmonique aw 
ru d’une boule et l’unicité de la solution du problème de Diri- 
chlet. 

La formule qui donne la solution du problème de Dirichlet pour 
une boule de rayon À est de la forme 


nd 
u(M)= (TN) —E-OE (188) 
$ (R?+p?—2Rp cos 8) ? 


où p est la distance du centre O à M, N un point variable de la boule, 
6 l’angle de ON et OM. 

La méthode des fonctions supérieures et inférieures: se généralise: 
sans changement à un espace à r dimensions. La condition de régu- 
larité des points frontières établie plus haut est valable aussi en. 
dimension n. 


II-2-29. Fonction de Green de l’opérateur de Laplace. Nous pou- 
vons définir la fonction de Green pour une équation aux dérivées: 
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partielles de la même manière que nous l’avons fait pour une équa- 
tion différentielle ordinaire. Commençons par définir la fonction de 
Green pour l'équation de Laplace dans l’espace avec l’une des con- 
ditions aux limites homogènes suivantes: 


uls=0, (189) 
+ P(Nuls=0 (P(N)>0). (190) 


Nous pouvons construire la fonction de Green aussi bien pour un 
domaine fini D; intérieur à S que pour un domaine illimité D, 
extérieur à S. Commençons par le domaine D;. La fonction de Green 
G (P ; Q) doit être une fonction du couple de points (P ; Q). En tant 
que fonction de P, la fonction G (P ; Q) doit, dans D;  {Q }, posséder 
des dérivées premières et secondes continues et être harmonique, 
et sur la frontière, satisfaire la condition aux limites. En tant que 
fonction de P, elle doit par ailleurs présenter une singularité au 
point Q correspondant à une charge (ou une masse) ponctuelle en Q. 
En tenant compte du facteur 47 figurant dans la formule (tome I, 
[VII-2-8]) 


M 
A [| | [ET du]=—4ru (Mo) MED (r=MoM), (191) 
D, 
on définit la fonction de Green pour les conditions (189) ou (190) 
de la manière suivante: 


Définition. On appelle fonction de Green de l'opérateur de 
Laplace, correspondant aux conditions aux limites (189) ou (190), une 
fonction G (P ; Q) vérifiant comme fonction de P, à QE D, fixe, les 
conditions suivantes : 

1) cette fonction est harmonique dans DIX {0}: 

2) elle vérifie la condition aux limites (189) ou (190); 

3) elle peut être mise sous la forme 


G(P:Q)=G(x, y,2;86,n, 0) = _ +8(P:Q), (192) 


où r = PQ etg (P;Q)est une fonction partout harmonique dans D;. 

Construire la fonction de Green revient à en trouver la partie 
régulière g (P ; Q). Les conditions aux limites (189) et (190) deviennent 
respectivement pour la fonction g (P ; Q): 


g(N:Q)=— , NES, (r=NQ);. (193) 








(HU) + p (M) &(N : Q= — Tél F8 (199 
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Donc, la construction de la fonction de Green se ramène à la réso- 
lution des problèmes de Dirichlet et mixte pour l’équation de Laplace 
et l’on peut admettre comme acquise l’existence de la fonction de 
Green si $ est une surface de Liapounov. 

Dans le cas du domaine D,, il faut inclure dans la définition de 
la fonction de Green la condition de régularité à l'infini, c’est-à-dire 
que G (P; Q) à Q fixe situé à une distance finie, doit tendre vers 0 
lorsque P — oc. 

Soit D; un domaine borné de frontière S. Le problème de Diri- 
chlet admet dans D, une solution distributionnelle vérifiant la 
condition aux limites (193). La formule (192) définit la distribution 
de Green pour le domaine D; avec la condition aux limites (189). 
Si N, est un point frontière régulier, alors G (P ; Q) — 0 pour P — 
— N,. On peut prouver la réciproque, savoir que si G(P; Q) +0 
pour P + N,, alors NV, est un point frontière régulier. 

- Dans le plan, la fonction de Green se définit de façon analogue, 
sauf qu’il faut remplacer la formule (192) par 


G(P:Q) = me +e(P: o. ù (195) 


Les formules (192) et (195) nous din que G @: Q) = pour 
P =Qet G(P; Q) > 0 pour les P assez proches de Q. Le point Q 
s'appelle pôle de la- fonction de Green. On étudiera la fonction de 
Green uniquement pour la condition aux limites (189). Montrons que 
G (P ; Q) est une fonction continue des points P et Q dans D;, pourvu 
que ces points ne soient pas confondus. En vertu de (192), on peut 
affirmer que la démonstration de la continuité de G (P ; Q) peut être 
ramenée à celle de la continuité de g (P ; Q). Estimons la différence 
g(P'; Q')— g(P"; 0"); en ajoutant et en retranchant g (P'; Q”), 
on obtient 


[g(P; Q)—g(PT QNI< 
<|g8(P';Q)—g(P'; Q")1+Ig(P';:Q)—8g8(P";Q") 1. 


La différence g (P'; Q") — g (P"; Q") est la différence des valeurs 
de g (P ; Q”) aux points P' et P"et cette différence tend visiblement 
vers 0 lorsque P"— P'. La différence g (P'; Q') — g (P'; Q") est 
la valeur en P” de la fonction harmonique g (P; Q') — g(P; Q”) 


’ .x 1 1 à 
qui prend les valeurs frontières rl) sur S,oùr’ et r” 


sont les distances du point variable N € S aux points Q’ et Q”. 
Si Q" est assez proche de Q”, alors la valeur absolue de la diffé- 


rence (5-25) est aussi petite que l’on veut lorsque W varie 


sur S. Or la fonction harmonique g (P ; Q') — g (P; Q") prend sa 
valeur minimale et sa valeur maximale sur la frontière S et l’on 


23—01017 
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peut affirmer que g (P’; Q') — g(P'; Q") — 0 pour Q” — Q'. Ceci 
prouve la continuité de la fonction g (P ; Q), donc de G (P ; Q). 

La fonction G (P ; Q) est strictement positive au voisinage du 
point Q et nulle sur S, donc elle est strictement positive dans le 
domaine D;. Ce raisonnement est valable dans l’espace pour le 
domaine D,. Etablissons une inégalité simple pour G (P; Q). La 
fonction g (P ; Q) prend les valeurs strictement négatives (193) sur S. 


Donc, g (P; Q) < 0 dans D; et par suite 
0<G(P;Q)<— dans Dy (r= PQ). (196) 


On obtient une estimation analogue pour D.. 
Plaçons-nous maintenant dans le plan. Soit d le diamètre 
d’un domaine fini B du plan, c’est-à-dire la borne supérieure des 


distances des couples de points de B. La fonction harmonique 

g(P; Q+ms prend sur ! les valeurs _ In + qui sont stric- 

tement négatives quelle que soit la pcsition du pôle dans B. 
1 1 : 1 1 

Donc, g(P;Q0)+-—In 7 <0; i.e. g(P; Q<—-5m— dans B. 

Ce qui nous donne 


1 1 1 1 
c'est-à-dire 
0O<G(P; Q)< a m++6 (dans B), (197) 


où a et b sont des constantes. Les doubles inégalités (196) et (197) 
nous donnent des encadrements de la fonction de Green qui dépen- 
dent de la distance r des points P et Q. 


I1-2-30. Propriétés de la fonction de Green. Considérons la fonc- 
tion de Green dans D; en désignant comme plus haut par r la dis- 
tance du point courant au point Q € D;. Définissons la fonction 


g(P;Q), PED,, | 
TERRE PED (198) 
4nr ? 7 


Cette fonction est harmonique dans D; et D, et nulle à l'infini. Dans 
D, elle possède des dérivées de tout ordre continues dans D, US. 
On peut traiter v (P) comme la solution dans D, du problème de 
Neumann qui prend les valeurs frontières 


fO)=- (SE), Mes, (199) 


Ana 
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et représenter de la sorte v (P) comme un potentiel de simple couche 
de densité continue: 


v(P)= | E aS (r'=NP). (200) 
S 


Ce potentiel est égal à — _— sur $, où r — MQ, autrement dit, il 


prend les mêmes valeurs que g (M ; Q). De là il résulte que la formule 
(200) est valable dans l’espace tout entier, c’est-à-dire que 


e(P;Q=((as (PeD), (204) 
S 


et par suite g (P ; Q) possède dans D; des dérivées normales régulières 
sur $. On peut de toute évidence en dire autant de la fonction 


G(P;Q). 
Signalons à propos de la condition aux limites (199) que la fonction L 


possède, quel que soit Q € D;, des dérivées de tout ordre non seulement sur S 
mais dans un voisinage de $. Sur S le second membre de (199) vérifie la con- 
dition de Lipschitz 


FN —f(ND)I< are  (ri2 = NiNo), 


et l’on peut affirmer que u (W) vérifie la condition de Lipschitz [1I-2-5] et par 
suite G (P ; Q) possède des dérivées premières continues dans D; [II-2-7]. 


Prouvons maintenant que la fonction de Green est symétrique, 
c'est-à-dire que 


G(P: Q=G(Q; P). (202) 


A noter qu'on vient de démontrer que G (P ; Q) possède des dérivées 
normales régulières sur S. Par ailleurs elle possède des dérivées 
continues dans D; {Q}. Appliquons maintenant la formule 


{ [ [tu Av—v Au) ar ff) dS 


Dj 8° 

aux fonctions u = G(P; Q;) et v = G(P; Q), le domaine d'’inté- 
gration D; étant constitué de D, privé de deux sphères S, et S, 
de centres Q, et Q, et de rayon & petit. L'application de cette formule 
est licite d’après ce qui a été dit plus haut. L'intégrale triple étendue 
à D; est nulle, puisque la fonction de Green est harmonique en dehors 
des pôles. L'intégrale étendue à S est nulle en vertu de la condition 
aux limites (peu importe laquelle), donc 


IEP SO QE M 1d$ =0. 
Si 2: 
23% 
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Au point Q., la fonction G (P ; Q,) ne présente aucune singularité, 
quant à la fonction G (P ; Q.), elle tend vers l'infini comme = Le 


produit de 1 par l'aire 4ne? de la sphère tendant vers 0 avec e, 


on voit que les seuls termes de la formule à ne pas tendre vers 0 
avec £& sont ceux qui contiennent la dérivée normale de G (P ; Q;), 
i = 1, 2, au voisinage du point où G — “+. Ces termes seront au 
nombre de deux, et, en les explicifant, on obtient la somme 


{ | 

ÿ — Ô === 

_ 1 . M: 1 : r: 
_. jjew:e 2 d$ — À jjew:e) — Te 4S +n—0, 


1 





où n —+ 0 avec &, r; = PQ, ra — PQ. La formule de Green fait in- 
tervenir la normale extérieure, donc dans les dernières formules la 
normale doit être orientée vers l’intérieur des sphères, c’est-à-dire 
dans le sens contraire aux rayons et l’on a 


_ | jee: Q)dS— JEU: Q:) dS + n—0. 
En appliquant le théorème de la moyenne à ces intégrales, on peut 
écrire :. 


= G(Pa3 Q) — G(P:3 Où + n = 0, 


où P, est un point de S, et P,, un point de S,. En passant à la limite 
pOur e — 0, on trouve 


G (Q: Q:) = dE G (Q:; Q2), 


ce qui prouve que la fonction de Green est symétrique. Il s’ensuit 
de cette égalité que g (P ; Q) est continue en (P, Q) dans D; X D; 
à l’exception de l’ensemble où P —Q0ES. 
Dans le cas d’une boule, la fonction de Green s'écrit (tome II, 
[VII-3-71) | 
| 1 [4  R 
PO) (203) 
où p est la distance de Q au centre, r,, la distance de P à Q', symé- 
trique de Q par rapport à la sphère, À, le rayon de Ia boule. En 
désignant par (æ, y, z) et (&, n, Ô) les coordonnées de P et Q©, on peut 
écrire 


EVER ED VERTE 
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En dérivant (203) par rapport à x par exemple, et comme 








on trouve 
ôG a Q) 
ES es An + es pr? ) . 


Les points P et Q étant intérieurs à la sphère, r,>r et G(P; Q)> 
> 0, on obtient 


EE 65: | er. (204) 


_ ; 


On a des majorations analogues pour les autres dérivées partielles. 

Supposons que u (M) est la solution du problème intérieur de 
Dirichlet pour un domaine D; de frontière S avec les conditions aux 
limites f (NW). Si l’on sait que u (M) possède une dérivée normale 
régulière, alors on peut appliquer la formule (91) en posant v — 
= g(P; Q). On obtient alors (tome IT, [VII-3-7]) 


u(Q=— ( [rm ED ass. (205) 
S 


A. Liapounov a prouvé que cette formule donne la solution 
du problème de Dirichlet pour toute fonction continue f (NW) de la 
condition aux limites. On lui doit également la première démons- 
tration rigoureuse de la symétrie de la fonction de Green. Ces résul- 
tats et d’autres portant sur la théorie du potentiel abordée plus haut 
se trouvent dans son travail Sur quelques questions liées au problème 
de Dirichlet, 1898 (en russe). 


I1-2-31. Fonction de Green dans le plan. L'étude de la fonction 
de Green dans le plan diffère sur quelques points de celle effectuée 
dans l’espace. On envisagera la fonction de Green pour un domaine 
borné B; de contour / avec la condition aux limites (189) sur L. 

Définissons comme dans [I1-2-30] la fonction v (P) dans le plan: 


(206) 


g(P; Q) à l'intérieur de 1, 
(oies à l'extérieur de L. 


Construisons comme au [I1-2-30] le potentiel de simple couche: 


v,(P)= ju (S)in + ds, (207) 


l 
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où r’—PN, N étant un point variable de !. La dérivée normale 


(no) prend sur L les valeurs 


fOn= me En, ME, (208) 


r 2nr 


> 
où r est de même sens que MQ, et n, la normale extérieure à 
en M. Composons Re la ee 
w (P)= ju (sin ds+-ln= (r= PQ, Q est intérieur à 1) 


| (209) 


harmonique dans B, et telle que 200 sur l. Traçons à l’inté- 


rieur de BP, une ligne fermée [’ entourant L et appliquons la for- 
mule de Green pour u—w(P) et v—1 au domaine limité par L et 


l’. On obtient 
ôw (P) ôw (P) 3; 
[en ds — [RE ds 0, 
l’ 





n étant dans les deux cas la normale extérieure au contour fermé. 
De là il s’ensuit 





ôw (P 
| Cl ds =0 (210) 
L” 
puisque 020 sur /. Or 


ôw,(P cos (r’, cos(r,n 
a = ju ee 7 ds + = , 
i 
— — 

où r’ est de même sens que PN, r, de même sens que PQ. En inté- 
grant le long de {’, en changeant l’ordre d'intégration (tome IV;, 
[1-16]) et puisque les points Q et N sont intérieurs à [’, on trouve, 
en vertu de (83), 


2n fu (9 ds+1—0. 
l 
On peut maintenant mettre (209) sous la forme 
w (P)= Ju (s) in ds (“=PQ;r'=PN, NE). (211) 
l 


Lorsque le point P — ©, le rapport r/r’ tend uniformément vers 1, 
c’est-à-dire que pour tout e& => O0 donné on peut exhiber un nombre 
M ©> 0 tel que | 1 — r/r° | < e pour tout N de ! si seulement r > M. 
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Donc, la fonction (211) est harmonique dans B,, possède sur ! une 
dérivée normale régulière nulle et tend vers 0 lorsque P — «. Cette 
fonction est justiciable de la formule 


SESLCEN + (Das = Le (de) 2e 


d’où il s'ensuit que w(P)—0 dans B,, c'est-à-dire que 


1 1 1 
Qu ts) In—-ds=—-—In— dans B.. 
l 


De là il résulte aussitôt comme dans [II-2-30] que le potentiel de 
simple couche (207) est confondu avec la fonction v (P) définie par 
(206) sur le plan tout entier et l’on peut affirmer que g (P ; Q) possède 
sur L une dérivée normale régulière. Par ailleurs, comme dans 
[I1-2-30] on peut affirmer que g (P ; Q) possède dans B; des dérivées 


premières continues dans B;. On démontre que G (P ; Q) est symé- 
trique exactement comme dans [II-2-30]. Pour un disque de rayon R 
la fonction de Green s'écrit 


4 
G(P;:Q)=5- Im EE, (212) 





les notations étant les mêmes que dans [II-2-30]. Ceci nous conduit 
aux majorations suivantes: 


SE 2\<— PE Q) << | (213) 


La solution du problème de Dirichlet dans B; est justiciable d’une 
formule identique à (205). 

La fonction de Green de l'opérateur de Laplace pour un domaine 
simplement connexe plan avec la condition aux limites (189) est 
étroitement liée avec une fonction réalisant une transformation con- 
forme du domaine considéré en le disque | w | << 1 (tome II, 
[11-7]). Soient B un domaine simplement connexe de contour ! et 
Zo = 6 + ni, un point intérieur à B. Supposons par ailleurs que 
w = f (z) est une fonction réalisant une transformation conforme de B 
sur le disque unité, et de plus f (z,) = 0, c’est-à-dire que l’image de 
z, est le centre du disque. Si le contour / remplit certaines conditions 
de régularité, alorsla fonction f (2) est continue sur le disque | z | < 1 
et transforme le cercle | z | = 1 en L. 

La transformation étant injective, f(z) possède une racine 
simple en z = 4: 


(2) = (2 — 20) Lao + &i (2 — 20) +... (a Æ 0). (214) 
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Formons la fonction 


Ga ysE m5 inlf (2)l. (215) 


On vérifie immédiatement que cette fonction est la fonction de Green 
pour le domaine B avec un pôle en (£, n). En effet, In | f (z) | est 
la partie réelle de In f (z), donc est une fonction harmonique. En 
vertu de (214), la partie infinie de la fonction (215) sera égale à 


In D au point (£, n) et enfin le contour / de B se trans- 
T1 20 
forme en le cercle unité, autrement dit |f (z)| — À sur L, et la fonction 


(215) est nulle. 
Soit Æ (x, y; 6, n) la fonction conjuguée harmonique de (215). 
On a 


G+iH= À mf(2), (216) 


et par suite l’on peut exprimer f (z) en fonction de G et de AH: 
f (2) = e-2uG+Hi), 


La fonction À est définie à un terme additif constant près, donc 
au second membre de la dernière formule on aura un facteur constant 
arbitraire de module {1 qui correspond à une rotation arbitraire du 
disque | w | < 1 autour de l’origine. 


Supposons que le contour / du domaine B est doué de la propriété suivante. 
L’angle 6 (s) formé par la tangente à Z avec une direction quelconque fixe vérifie, 
comme fonction de la longueur d’arc s, la condition de Lipschitz 


16 (8) —8(5)1<d IS — IP, (217) 


où b > 0 et B > 0 sont des constantes. On prouve que dans cette condition la 


dérivée f” (z) est continue dans B et il existe des constantes m > 0 et M > 0 
telles que 


m<|f GI< M. (218) 


Ces constantes dépendent évidemment du choix du point z, qui se transforme en 
l’origine des coordonnées dans le plan de la variable w. Fixons le point z, et 
construisons maintenant une transformation conforme de B sur le disque | w | < 
<< 1, telle que l’antécédent de l’origine soit un point z’ intérieur à B. Pour cela, 
il faut effectuer d’abord une transformation conforme w = f (z) et ensuite appli- 
quer le disque | w | < 1 sur lui-même de telle sorte que l’image du point f (z’) 
soit l’origine des coordonnées. Cette application est une application homogra- 
phique et en écartant le facteur constant de module 1, on obtient en définitive 


fai) | 
1—f(7G) J? 


où Re désigne comme toujours la partie réelle et G (z, z’), la fonction de Green 
pour le domaine B de pôle en z’. En dérivant par rapport à x, où x est une direc- 


—InG (13 z')= Re [in 
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tion quelconque, on trouve 


—— 


on 06323) f' (2) AAISOB ES 
Re ge lame Dore | 


ES A AO HEC 
Cf ()—$ (1 1 —f FC) JL? 
ou, si l’on remplace la partie réelle par le module 
0G (z; 2°) £ |f" (2)| EXC be 
ôx 1f)— jf )111— GG? 
et si l’on tient compte du fait que [f(z)] <1 et |[f(z)| <1Â, on trouve 
0G (z; 7°) | 17" (2)1 11— 17 (')1?1 2 |f"(z)l 918 
8 |°V@-UIU— eo: (18) 
Soit z = œ (w) la fonction réciproque de w = f (z). Cette fonction est définie 
sur le disque | w | < 1. De (218), il s'ensuit que | q” (w) | & 1/m et l’on obtient 
me 
(po) (w)1 = | {+ (x) dt 


l'intégration pouvant être effectuée le long d’un segment de droite. La dernière 
inégalité entraîne | f (2) — f (z') | > m | z — z’ | et grâce à (218,), on a, compte 
tenu de la dernière inégalité, 


2x 








27 





1 
<——|w—w|, 





0G (2; z/) 2M M | 
| Ôx |< 27m |z—z'|  sumr ? aie} 


où r est la distance de z à z’. Donc, sous l'hypothèse imposée au contour !, on 
obtient une majoration de la dérivée de la fonction de Green suivant une direc- 
tion quelconque qui ne dépend que de r. 

Si le domaine B est multiplement connexe et chacun de ses contours fermés. 
vérifie la condition ci-dessus, alors on peut dans ce cas aussi établir une majo- 
ration de la forme (219). La démonstration de la majoration (219) pour un 
domaine simplement connexe et celle pour un domaine multiplement connexe, 
que j'ai omise ici, m'ont été communiquées par G. Golouzine. 


I1-2-32. Exemples. Voyons maintenant quelques exemples de construction 
de la fonction de Green. Commençons par le cas du disque | z | < 1. Au (tome 
111,, [11-3]) on a trouvé une fonction appliquant ce disque sur lui-même et telle 
que l’image d’un point a = Ë + ni intérieur au disque soit l’origine. Cette fonc- 
tion est de la forme 

ed 2 
Dre 


_ 7 , 


& 2—@ 





où & est le conjugué complexe de &, &’, le point symétrique à & par rapport aw 
cercle, c’est-à-dire que &«’ = &-!. En désignant par r, et r, les distances du point 
variable z’ aux points & et «’, on obtient immédiatement l'expression suivante 
de la fonction de Green pour le disque: 


el Zz—% 
L] 
— n 


A ae œ z— a 


27 








Supposons maintenant que le domaine B est un rectangle de sommets (0, O), 
(0, a), (a, b), (0, b). Posons ©, = 2a et w, — 2bi et construisons la fonction de 
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Weierstrass © (2; @1, ©2). On a vu que la fonction qui applique le rectangle B 
sur le disque unité de telle sorte que le point z = & + in ait l’origine pour image, 
est de la forme (tome III,, [VI-4-25]) 


f()=eiv2 (z—Ë—in) (o] (24 EË+ in) 
o(2—6+in)o(2+6—in)" 
Donc, la fonction de Green pour le rectangle s'écrit : 

1 G(—Ë—in)o(2+6+ in) 


GT M EE 0 6 Em) |" 


La théorie des fonctions d’une variable complexe peut être appliquée à 
la construction des fonctions de Green pour un domaine multiplement connexe 
avec une condition aux limites (189) sur {. Soit par exemple B un domaine double- 
ment connexe limité extérieurement par un contour L, et intérieurement par k 
et soit G (z; «&), la fonction de Green pour ce domaine. Construisons la fonction 
H (2; &) conjuguée harmonique de G (z; a) et la fonction de la variable complexe 
(2) = G(z; à) + H (z; «) i. Au point z = «& qui est un pôle de la fonction de 
Green, la fonction œ (z) présentera une singularité logarithmique, plus exacte- 
ment, au voisinage de ce point, œ (z) peut être représentée par la somme de 

1 

27 
une fois le contour /,, la fonction œ (z) augmente d’un terme imaginaire pur yi 
et la fonction f (z) = e-2%®(2) sera multipliée par le facteur e2%Ÿi de module égal 
à l'unité. Par ailleurs, la fonction f (z) présentera une racine simple en z = & 
et son module sera égal à l’unité sur les contours L, et L,, puisque la fonction de 
Green G (2; «) est nulle sur ces contours. La construction de la fonction de Green 
se ramène donc à celle d’une fonction analytique f (z) dont le module est univa- 
lent à l’intérieur du domaine multiplement connexe B et égal à l'unité sur le 
contour du domaine et dont le point z = «& est l'unique racine simple. 

Considérons à titre d'exemple le cas d’une couronne circulaire dont le centre 
est l’origine des coordonnées et les rayons égaux à h-1/2 et hl/2, où 0 << h < 1. 
On peut toujours se ramener à ce cas par une similitude convenablement choisie. 
Effectuons la substitution z — eixv et considérons en plus de » le nombre imagi- 
aaire pur t = ci (c >> 0) défini par la formule k — efti, L'image de la couronne 
dans le plan de la variable v est une bande limitée par les droites y — +c/2, 
parallèles à l’axe réel et par deux droites parallèles à l’axe imaginaire et distan- 
tes de 2 unités. 

La fonction f (z)}, comme fonction de v, doit être analytique sur la bande 
indiquée. Le passage de v à v + 2 revient à effectuer un tour complet autour de 
l'origine à l’intérieur de la couronne, ce qui a pour effet de multiplier la fonction 
{ (c) par un facteur de module égal à l'unité. Sur les frontières y = +c/2 de la 
bande, on doit avoir | f (z) | = 1 et si z — «& est un pôle de la fonction de Green 
dans le plan de la variable z, alors la fonction f (z), comme fonction de v, doit 
présenter des racines simples aux points f$ définis par & = e*Bt. La fonction 
À (z) n’admet pas de zéros autres que ces points dans la bande. On peut toujours 
admettre que «& est un réel strictement positif, quitte à effectuer une rotation de 
la couronne autour de l’origine. On vérifie immédiatement que la fonction 


In (2 — &) et d’un terme régulier en ce point. Lorsque le point z parcourt 





remplit toutes les conditions exigées ci-dessus. Dans cette formule ®, (v) et 
Ÿ, (v) sont les fonctions définies au (tome III, [VI-4-13]) et $ désigne, pour fixer 
les idées, la racine imaginaire pure de l’équation à = efBi. Pour vérifier toutes 
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les propriétés de la fonction f (z) il nous faut utiliser les tables (109) et (110) du 
(tome III,, [VI-4-14]) et le fait que pour les h réels, les fonctions 8, (v) prennent 
des valeurs conjuguées complexes lorsque v prend des valeurs conjuguées com- 
plexes. Une fois en possession de la fonction f (z), on détermine la fonction de 
Green à partir de la formule: 


GG; @)=— in 1j (I. 


I1-2-33. Fonction de Green et équation avec second membre. Con- 
sidérons l'équation avec second membre 


Au (P) = — (P) (220) 


dans un domaine D; limité par une surface S. Supposons que œ (2) 
est continue dans D; et possède dans D, des dérivées premières con- 
tinues. On cherche une solution de (220) continue dans D, et vérifiant 
la condition aux limites 

u |s= 0. (221) 


Cette solution est unique. Ceci résulte immédiatement du fait que la 
différence de deux solutions de l'équation (220) vérifiant la con- 
dition (221) est une fonction harmonique vérifiant la condition 
(221), c’est-à-dire est une fonction identiquement nulle. Montrons 
que la solution cherchée est de la forme 


u(P)= [TT G(P; Q)e(Q) dr, (222) 
D 


i 
ou encore 


u(e, y, 2)= (TT G( y 258 m D n, Dédnde. (223) 
ni 


En vertu de (192), on a 
u(D)= x [ffe@+at[TTe(P;: Good. (24 


D; D; 


Le premier terme possède des dérivées premières et secondes con- 
tinues dans D; et l'opérateur de Laplace de ce terme est égal à [— (?P)] 
(tome II, VII-3-10]). Montrons que le second terme peut être dérivé 
sous le signe d'intégration autant de fois qu'on le veut par rapport 
aux coordonnées (x, y, z) du point P. De là il s’ensuivra que c’est une 
fonction harmonique dans D;, puisque g (P ; Q) est une fonction har- 
monique de P. Faisons d’abord une remarque. Supposons que les 
valeurs frontières f (W ; a) de la fonction harmonique w (P ; a) dé- 
pendent d’un paramètre a. La fonction harmonique uw (P; a) dé- 
pendra alors de a. Sif (N; a) — f (N ; a,) uniformément sur S pour 
a + &, alors u (P; a) —u (P; a,) uniformément dans le domaine 


fermé D, [II-2-10]. 
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Etant symétrique, la fonction g (P ; Q) est une fonction har- 
monique de Q(E, n, 6) [II-2-29] prenant les valeurs frontières 


1 L a — 
— rs où = VE) + (y—n)2+ (2— 00), QP (E!, n°, L)ES. 
On admet que PE D,.. 
La fonction 
g(x+Ax, y, 3; E M, 0e @ Y, 2; Ë, 1; ë) (225) 


est une fonction harmonique du point (£, n, &) prenant sur S les 
valeurs 


1 1 
| Axke re : 


1 
EEE (y—n + (LC) ]: 
Lorsque Axz—>0, ces valeurs tendent uniformément sur S vers 
14 9 : 1e 

De y (226) 
et de là il s'ensuit immédiatement que le rapport (225) tend uniformé- 
ment en (£, n, &) € D; vers une fonction harmonique du point (6, n, &) 
prenant les valeurs (226) sur S. Ces raisonnements sont valables 
pour les dérivées de tout ordre. Donc, la fonction g (P ; Q) possède 
des dérivées continues de tout ordre par rapport aux coordonnées du 
point P lorsque P ED; et QE D;. De là il s'ensuit aussitôt que la 
dérivation du second terme de la formule (224) par rapport à (x, y, 2) 

est licite sous le signe d'intégration. 

Il reste à prouver que la fonction u (M) définie par (222) vérifie 
la condition aux limites (221). Ceci résulte en fait de ce que G (P ; Q) 
satisfait cette condition comme fonction de P. La faille d’un tel 
raisonnement réside dans le fait que lors de l’intégration le point Q 
peut être aussi proche que l’on veut de S, alors que le point P doit 
tendre vers S en vertu de la condition (221). Le comportement de la 
fonction G (P ; Q) n’est pas clair dans cette situation. 

Prouvons rigoureusement que la fonction (222) vérifie la con- 
dition (221) en tout point N, € S. Désignons par D; la partie du 
domaine D; extérieure à une sphère Sy, (W,) de centre W, et de rayon 
d; et par D;, la partie de D;, intérieure à cette sphère. Si est donné 
un nombre € > 0, alors en tenant compte de l’encadrement (196) 
on peut prendre d, assez petit pour que l'intégrale de la formule (222) 


étendue à D; soit << + en valeur absolue pour tout point P intérieur 


à la sphère S ; (N,). Lors de l’intégration sur D}, le point Q appartient 
à D; et le point P est supposé se trouver dans un petit voisinage du 
point V,, par exemple, dans une sphère Sa /2 (N;). Dans ces con- 
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ditions, PQ > et de [II-2-29] il s'ensuit que G (P ; Q) est une 


fonction continue de (P ; Q). 

Donc, dans l'intégrale étendue à D; on peut passer à la limite 
par rapport à P lorsque P — N, et cette limite est nulle, car G (P ; Q) 
satisfait la condition (221). Par conséquent, l'intégrale étendue à 


D; sera <> en module si P est assez proche de NW, et par suite l’in- 


tégrale de la formule (222) sera <<e en valeur absolue. Comme e est 
arbitraire, il s'ensuit que cette intégrale vérifie la condition (221). 
Nous venons ainsi de prouver que la formule (222) donne bien la 
solution de l'équation (220) qui vérifie la condition (221). 


Remarque 1. Lors de la démonstration de l’existence des 
dérivées secondes continues du potentiel de volume et de la formule 
de Poisson, il suffit de supposer que sa densité dans D; vérifie la con- 
dition de Lipschitz au lieu de supposer l'existence de dérivées pre- 
mières continues (voir par exemple N. Gunter, Théorie du poten- 
tiel.., Paris, 1934). Donc, l'assertion que la formule (222) donne la 
solution du problème (220) vérifiant la condition (221) est valable 
si o (P) satisfait à la condition de Lipschitz 


[p(P)—p(P)I<brÉ, (rs = P1P3). (227) 


Si q (P) est seulement continue dans le domaine D;, alors on ne 
peut affirmer que le premier terme du second membre de la formule 
(224) possède des dérivées premières et secondes continues et vérifie 
l'équation (220). Mais la démonstration du fait que le second membre 
de cette formule est une fonction harmonique dans D; et que la 
fonction u (M) définie par (222) vérifie la condition (221) reste en 
vigueur. 

En tenant compte du fait que le potentiel de volume de densité 
continue est une solution distributionnelle de l'équation (220) 
{1-2-331, on peut affirmer que si q (P) est continue dans D ;, la formule 
(222) nous donne la solution distributionnelle de l'équation (220) 
qui vérifie la condition (221). 

Montrons que cette solution est unique. Supposons que l'équation 
(220) admet deux solutions distributionnelles continues w, (M) et 
u, (M) vérifiant la condition (221). On a 


LR 2 [I Tea: 


i î 

Î | [ue Ao dr — ff | po dt, 

où © est une fonction quelconque possédant des dérivées premières 
et secondes continues dans D;, nulle au voisinage de S. En retranchant 
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membre à membre, on obtient 


[i | (u2— u,) Ao dt = 0, 


d’où il s'ensuit que w, — u, est une fonction harmonique dans D; 
[I-2-33]. La fonction u, — u, étant continue dans D; et nulle sur $, 
il s'ensuit que u, =u, dans D. 

Donc, la formule (222) nous donne l’unique solution distribution- 
nelle de l’équation (220) avec la condition (221) quelle que soit la 
fonction continue œ (P). Cette solution possède des dérivées pre- 
mières continues dans D; (tome II, [VII-3-9}). 


Remarque 2. Soit donnée une fonction w (P) continue dans 
D;, vérifiant la condition (221) et possédant des dérivées premières 
et secondes continues dans D;, telles que l’opérateur de Laplace 
Au (P) soit continu dans D;. En portant cette fonction dans le 
premier membre de l'équation (220), on obtient une fonction œ (P) 
continue dans D;. La fonction uw (P) est visiblement une solution 
ordinaire et distributionnelle de l'équation (220) vérifiant la con- 
dition (221), donc elle doit s'exprimer au moyen de œ (P) par la for- 
mule (222). 

Tout ce qui vient d’être dit est valable en dimension deux, c’est-à- 
dire pour le cas où l'équation (220) est la forme 

Au (x, y) — — (x, y). (228) 


Dans un domaine B de contour !, la solution de cette équation qui 
vérifie la condition aux limites 


u | = 0, (229) 


est donnée par la formule 


u(e, p= (TG vi E mo, n) dan. (230) 
B 


I1-2-34. Valeurs et fonctions propres. La propriété fondamentale 
de la fonction de Green qui a été démontrée pour l'équation (220) 
est à la base de l’application de cette fonction à la résolution du 
problème aux limites pour l’équation 


Av + Av = 0 (à l’intérieur de D;), (231) 
avec la condition aux limites 


vs = 0, (232) 


problème qui apparaît Lors de la résolution de l’équation de la chaleur 
ou de l'équation des ondes qui seront abordées plus loin. 
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En portant Àv au second membre, on démontre comme dans 
[I1-1-2] que le problème (231), (232) est équivalent à la résolution 
de l'équation intégrale 


v(P)=2 [TT G(P: Qv(o& (233) 

D; 
à noyau symétrique. Le noyau de cette équation devient infini lors- 
que P = mais il est justiciable de la théorie du (tome IV,, [I-17]), 


car en vertu de (196), sa polarité est de l’ordre de = 
K (P; 
G(P;, Q—= 09, (234) 


où X (P; Q) est une fonction bornée. 
Mettons l'équation (233) sous la forme 


v(P)= 2 [[fo(@ +ar+a [[Te(P; Qv(Q& (= Po) 
"Ù D; 
(235) 
Si v (P) est une solution continue de cette équation, alors le premier 
terme du second membre possède en tant que potentiel de masses 
distribuées sur D; avec une densité continue, des dérivées premières 
continues dans D;, et le second terme, des dérivées de tout ordre 
continues dans D; comme nous l’avons vu plus haut; donc v (P) 
possède des dérivées premières continues dans D;. Or on sait (tome IT, 
[VII-3-10]) que le premier terme du second membre possède des déri- 
vées premières et secondes continues dans D;. Donc, il en est de 
même de v (P) d’après ce qui précède. En appliquant l’opérateur À 
aux deux membres de (235), on s’assure que Av — —Av. La condition 
aux limites (232) est aussi satisfaite comme nous l'avons vu au 
[11-2-33]. Inversement, l'équation (233) résulte, comme nous l'avons 
vu au [II-2-33], de (231) et (232). Ceci prouve l’équivalence de l’équa- 
tion (231) avec la condition aux limites (232) et de l'équation inté- 
grale (233). Le noyau de cette équation intégrale vérifie (234), d’où 
il s'ensuit immédiatement que 


Î | Î G2(P: Q}h<C, (236) 
D 


où C est une constante arbitraire. 
Soient Àz et vx (P) les valeurs et fonctions propres de l’équation 
(233) ou, ce qui est équivalent, du problème (231), (232): 
Av +Arvr = 0 (à l’intérieur de D,); (237,) 
Vals= 0. (2372) 
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On peut admettre que v, (P) forment dans D, un système ortho- 
normé : 


L P\G O0 pour l-Æm, ne 
I Te ( te CENREREE 4 pour l—m. 2e) 
Soit © (P) une fonction continue avec ses dérivées premières et 


secondes dans D; et vérifiant la condition (232). On peut la mettre 
sous la forme [II-2-33] 


o(P)— n'L (P; Q)Aw(Q)dr (239) 


et en appliquant le os fondamental de développement du 
(tome IV;, [1-311), on peut affirmer que « (P) se développe en une 
série de Fourier suivant les fonctions PPS 


= À co, (P, | (240 


cette série convergeant régulièrement dans D. Les coefficients se 
déterminent de la manière habituelle 


c= | | | o (P)v, (P) dx. (241) 
: D; * 8 
On a donc le 
Théorème. Toute fonction «© (P) continue avec ses dérivées 
premières et secondes dans D ; et vérifiant la condition (232) se développe 
en une série de Fourier suivant les fonctions propres vx (P) convergeant 


régulièrement dans D.. 
On montrera dans la suite qu’il existe une infinité de valeurs 


propres À. Nous avons utilisé ce fait dans l’écriture de la série 
(240). La série (240) étant uniformément convergente, il s'ensuit que 
si © (P) vérifie les conditions du théorème, alors a lieu l'équation 


de fermeture 


| | | w2(P) dr = 5 . (242) 
k=1 


D; 
On montrera plus bas que cette équation est satisfaite pour toute 
fonction continue dans D;. Il est immédiat de prouver que si la 
série de Fourier 


Sam (P) (243) 
k=1 Fi 
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d’une fonction ©, (P) continue dans D; converge uniformément dans 
D;, alors sa somme est égale à w, (P). Désignons par &, (P) la somme 
de la série (243) et considérons la fonction w, (P) — w, (P) continue 
dans D; et orthogonale à toutes les fonctions propres v (P). Cette 
fonction est par conséquent orthogonale au noyau, c’est-à-dire que 


| NITE Q)Iw:(Q)—w,(Q)]dx=0 (PED)). 
D . 


t 
De 1à on voit que la solution distributionnelle de l'équation 
Au (P) = @, (P) — ©: (P) 


qui satisfait la condition (232) est u (P) =0 et par suite ©, (P) = 
æo, (P). 

Les raisonnements précédents nous montrent que le noyau 
G(P; Q) est un noyau complet [II-1-4] et par suite il existe une 
infinité de valeurs propres à; (tome IV,, [1-42]). Montrons maintenant 
que l’équation de fermeture (242) a lieu pour toute fonction & (P) con- 
tinue dans D. Une telle fonction est nécessairement bornée, c’est-à- 
dire qu'il existe un nombre M > 0 tel que | @ (P) | << M. Soit 


e >> O0 un nombre donné. Choisissons un domaine fermé D; € D; 
tel que le volume de D; D; soit <o . Traçons à l’intérieur 
de D; D; une surface fermée S’ contenant D: et définissons une 
fonction p (P) égale à «© (P) dans D; et nulle sur S” et à l'extérieur 
de S’. Cette fonction peut être prolongée par continuité à l’espace 
tout entier et vérifiera l'inégalité |  (P) | M [1-2-31]. Soient 
®n (P) les fonctions moyennes de œ (P). Ces fonctions possèdent 
des dérivées de tout ordre pour tous les n assez grands, sont nulles 
sur S et telles que |, (P) | < MW. Les fonctions y, (P) tendent 
uniformément vers © (P) dans D; et l’on peut fixer M assez grand 
pour que 


Jill (pra<t. 


t 


D'après ce qui précède, les fonctions , (P) vérifient l'équation de 
fermeture, c’est-à-dire qu’il existe un nombre N tel que 


| ff [Pn (P)— Sm (Pn)l? di <+ pour Mm>N, 


D; 


24—01017 
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OÙ S» (@n) est une portion de la série de Fourier de la fonction 
Pn (P). En vertu de l’inégalité (a +b)?<2 (a?+b?), on peut écrire 


FT To), (pate dr = 
D; : | | 
_ Ï | | {Lo (P)— 3 (P)1+ [Pa (P) — Sn (Pn)l}? dt 


(A 


<2 | 1] [oO (P)— qu (P)J? dx + 2 I] [Pr (P)— 5m (pr dT 


<2 | { [io (P)—qn (Prdr+ +. 


D; 


On à par ailleurs 


2 [TT to(P—e,(Prar=2 | [to (P)— 9, (Pyr ar + 


ee * 
LA 


D; | D;\D; 
+2{ {flot (prrar<2 À TT 1e (P)—@, (Prés ++. 
D! D; D; 
Comme 


lo (P)— pr (P)P<AMP, 
la dernière intégrale devient 
2 | | | Lo (P)— pa (PP dr S8M?0 < À 
D,\D; 
(& est le volume de D,\ D;), et les inégalités précédentes nous 


donnent 


[fto(P)—sm(pn)dr<++E+£e pour m>N 
7 


et à fortiori (tome IV,, [I-3]) 


) te (P)—-sm(o)ldr<e, m>N, 


d’où l’on déduit l’équation de fermeture pour © (P), puisque e est 


arbitraire. 
Signalons encore que de (236) il s’ensuit que la série 


à 1 
D 7 


R=1 


mes 
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est convergente (tome IV,, [[-3]). On démontre sans peine l’équation 
de fermeture pour les fonctions non bornées du type indiqué au 
(tome IV,, [I-3]) et notamment pour la fonction de Green & (P ; Q). 


I1-2-35. Dérivée normale d’une fonction propre. Il nous est im- 
portant pour la suite d'étudier le COHDOMEREN des fonctions 4 (P) 
lorsque P — S. 


Théorème. Toute fonction v, (P) possède une dérivée nor- 
male régulière sur S. 
Composons le potentiel de volume 


Àr ur (Q) 
D, 
Ce potentiel est défini dans l’espace tout entier, est continu, possède 
des dérivées premières continues, est nul à l’infini, est une fonction 
harmonique dans D,, possède des dérivées premières et secondes 
continues dans D; et enfin est solution de l’équation 
Au = —}pUp. (244) 


On peut construire un potentiel de simple couche 
_ u (N) 
P)= [] 1Q 48, 


vérifiant la condition aux limites 


Ov(N)\ ___ Ou (N) 

ôn = ôn 
(on rappelle que w (P) possède des dérivées continues dans l’espace 
tout entier). Composons la fonction 

w (P) = u (P) — v (P). 

Cette fonction est harmonique dans D,, nulle à l’infini et telle que 
(D) = 0 sur S. La fonction w (P) est justiciable dans D, 
de la formule de Green [II-2-9], d’où il résulte que w (P) = 0 dans D, 


donc sur S$. Dans D;, la fonction w (P) est solution, en vertu de 
(244), de l'équation 


Aw = Au — Av = —};uz, 
d’où il s’ensuit que w (P) =, (P) dans D;, c’est-à-dire que 
vx (P)=u(P)—v(?) (PED:), 
où u (P) et v (P) sont définies ci-dessus. De là et des propriétés de u 


et de v, il résulte que la fonction propre v; (P) possède sur S une dérivée 
normale régulière. Grâce à ceci on peut appliquer la formule de Green 


24% 
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à la fonction v, (P) (qui n’est pas harmonique) 
SOIT) + (Ge) + (2) Ter 
D, 
= (y, (LE) as — Av, dr. 
je (G ). Jife Uy dt 


i 











En tenant compte de l'équation Av, = — À,v,, de la condition 
(237) et du fait que les fonctions v, (P) sont normées, c'est-à-dire 


Lil vè (P) dr=1, 
D 


i 


on obtient la formule 


me SSL) + (+ (lle ei 


ont: 








d'où il s'ensuit que tous les A4 > 0. On aurait pu aboutir à ce résul- 
tat par un procédé plus simple. En effet, ceci découle directement 
du théorème qui affirme que l'équation (231) avec la condition (232) 
et À << 0 n’admet que la solution triviale. Ce théorème sera prouvé 
au [11-2-43]. 

Pour des résultats plus complets sur la régularité des fonctions 
propres au voisinage de S, voir [11-2-50, I1-2-56]. | 


Dans le plan, on démontre que les fonctions propres possèdent des dérivées 
régulières en modifiant la démonstration précédente de la même manière que 
nous l’avons fait au [II-2-31] en prouvant l’existence de la dérivée normale régu- 
lière de la fonction de Green. 


II-2-36. Propriétés extrémales des valeurs et fonctions propres. 
On peut étudier les propriétés extrémales des valeurs propres À, 
et des fonctions propres v, (P) exactement comme au [I1-1-15]. On 
a vu que ce sont les valeurs et fonctions propres de l’équation inté- 
grale (233) à noyau symétrique possédant en vertu de (234) une 
faible polarité. On admet que les valeurs propres À, (©>-0) sont ee 


par ordre de croissance, c'est-à-dire que M4 < Às As... On 
sait que À, est la plus petite valeur de l'intégrale 
FT I FTec: Qo(po (Qdrrde (246) 
D; ‘D, 


dans la classe des fonctions w (P) continues vérifiant la condition 


Ï\] R}A G(P; Qc (Qdre f'arr= : 
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et cette valeur est réalisée pour © (P) — v, (P). L'indice de dr 
désigne le point qui est pris pour variable d'intégration. L'ordre 
d'intégration dans l'intégrale (246) importe peu (tome IV,, [I-16]). 

Pour obtenir les autres valeurs et fonctions propres, il faut con- 
sidérer les conditions d’orthogonalité .: 


[STotpu,(P}a=0 (h=1,2,..., n—1). 

D, | an w 

En introduisant la classe À des fonctions représentables par le 
noyau 


v(P)= [|| G(P; Qo(Q)dre, 


i 
où & (Q) est une fonction quelconque continué dans D ;, on peut rame 
ner le problème ci-dessus à un problème de minimum de l'intégrale 


| Î Î v(P)o(P)dr sous la condition Î | [v2 (P)dr—=1 
D; D 
sur la classe À des fonctions v (P). 


Cette classe de fonctions est la classe des solutions distribution- 
nelles de l’équation de Poisson 


Av (P) = —w (P), 


nulles sur $ pour toute fonction w (P) continue dans D;, et l'on 
peut en définitive parler du minimum de l'intégrale 


{| [ v Av dr (247) 
sur la classe À, où Av est l’opérateur généralisé de Laplace. Comme 


au [11-41-15], les conditions d’orthogonalité ci-dessus se ramènent aux 
conditions d’orthogonalité de v (P): 


ffrutpa=0 (&=1,2,..., 1), (248) 


t 


Toute fonction v (P) de la classe À possède des dérivées premières 
continues dans D; et en reprenant ad litteram les raisonnements de 
[11-2-35] on démontre que v (P) possède sur S une dérivée normale 
régulière. 

Définissons maintenant une classe À, € À de fonctions v (P) 
jouissant des propriétés suivantes. Les fonctions v (P) sont continues 


dans D;, nulles sur S et possèdent des dérivées premières et secondes 


continues dans D, et de plus l’opérateur Av est continu dans D;. 
La classe À, contient toutes les fonctions propres v, (P). Si v (P) 
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appartient à À, alors on peut appliquer la formule de Green à l’in- 
tégrale (247) et puisque v (P) — 0 sur S on obtient 


| | Î (LE + 05 + v?) dr. (249) 
D; 
On peut donc affirmer que à, est la plus petite valeur de cette 
intégrale dans la classe À, sous réserve que 


Î | | v'dx—1, (249,) 
D; 
et cette plus petite valeur est atteinte pour v (P) = v, (P). Pour 
obtenir les autres valeurs et fonctions propres, il faut joindre les 
conditions d’orthogonalité (248) aux fonctions propres déjà trouvées. 
On démontre que la formule de Green 


FT GE-ru8+08 dre — [[Tuavar, 
D, D, 
où Av est l'opérateur généralisé de Laplace, a lieu pour toute fonction 
v de la classe À. 

Donc, les propriétés extrémales des valeurs et fonctions propres 
ont lieu pour la classe À tout entière. On montrera au [I1-2-57] que 
ces propriétés extrémales sont réalisées dans une classe de fonctions 
bien plus large. Signalons que dans [11-2-50] et dans la suite on écrira 
le problème aux valeurs propres sous la forme Lu = Àu, u |s = 0 
et on appellera valeurs propres de Z, pour la condition aux limites 
du problème de Dirichlet les valeurs propres associées à ce problème 
et pour lesquelles uw = 0. 


I1-2-37. Equation de Helmholtz et principe de radiation. Considé- 
rons l'équation des ondes 

o?u 

ot? 





= a?Au (250) 


et cherchons sa solution sous forme d’un régime sinusoïdal établi 
de fréquence donnée : 


u —= eiviy. (251) 
On obtient l'équation de Helmholtz pour v: 
Av + Eu = 0 (k = w/a), (252) 


qui par sa forme rappelle l'équation de Laplace. Voyons tout d'abord 
la condition que doivent satisfaire les solutions de cette équation 
à l'infini. Nous avons déjà parlé de cette condition au (tome III, 
[VI-2-12]) et l’avons appelée principe de radiation. Dans ce paragra- 
phe on énonce rigoureusement cette condition. Soit donné un régime 


II-2-37. ÉQUATION DE HELMHOLTZ ET PRINCIPE DE RADIATION 375 


établi à l’extérieur d’une surface S. Traçons une sphère S, de centre 
M extérieur à S et de rayon assez grand pour que S € S, et appli- 
quons la formule de Kirchhoff (tome II, [VII-3-11]) (dans cette 
formule r = MN, NES): 

1 


L br | 
cu de [ELEC LÉ dE es 
p 


à la solution (251). Dans cette formule, l'intégration est étendue à 
S et S,. Pour la solution (251), on a pour f > p/a 


[u] + à (:-2) GE [E] _ ru (:-2) ôv . [ ôu . (:-2) 7 





ôn nm? Lot 
et en intégrant sur S, on obtient une intégrale de la forme 
—i - 
| ss (+ ik) 45 + | | eh s, (253) 
S So 


où r = p. Il est naturel d’exiger que cette expression tende vers 0 
lorsque p — œ (ceci correspond à une absence de source de vibrations 
à l'infini). L’aire élémentaire de la sphère contient le facteur p? 
et la condition indiquée ci-dessus sera remplie si l’on impose à v les 
deux conditions suivantes: 


rv est borné et r ($+ ikv) — 0 


pour r — co, ces deux conditions devant être réalisées quelle que soit 
l'origine des rayons vecteurs r et uniformément par rapport aux direc- 
tions de ces rayons vecteurs. Dans la suite on se servira des notations 
suivantes. Par O (rt) on désignera une quantité x telle que le rapport 
xir& soit borné lorsque r — et par o (r*), une quantité x telle que 
le rapport; x/r* — 0 lorsque r — , la convergence devant être 
uniforme par rapport à la direction du rayon vecteur r et ne pas dé- 
pendre du choix de son origine. Les conditions précédentes peuvent 
s’écrire : 

v= 9 (r"1); (254) 


D hiko= 0 (rt). (255) 


Ces conditions traduisent mathématiquement le principe de 
radiation dans l’espace. De façon analogue, elles s’écrivent dans 
le plan: 


v=O(r. 7) ; (256) 


Î 
T'tikv=o(r À). (257) 
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La solution singulière fondamentale vérifiant le principe de 
radiation dans l’espace aura pour expression 


D (P) e”ikr 





— (258) 
où r est la distance d’un point O fixe au point variable P. En dérivant 
la solution (258) par rapport à r, on s'assure qu'elle vérifie une con- 
dition plus forte que (255), plus exactement, au second membre au 
lieu de o (r-?) on aura O (r-?). Ceci étant, on admet que dans la for- 
mule (255), les distances sont mesurées à partir du même point O. 
Vérifions les formules (254) et (255) en admettant que les distances 
sont mesurées à partir d’un même point O, et posons O,P = p. Le 
fait que pv est borné résulte immédiatement de ce que p/r — 1. La 
formule (255) se vérifie par une simple dérivation de la solution 
(258) par rapport à p par l’intermédiaire de r. Ceci étant, on a 


où y est l’angle des directions de r et de p ; en appliquant la formule 
qui donne le carré du côté 00, dans le triangle 00,P, on obtient 


cosy = 1+0(r) (259) 
Dans le plan, la solution fondamentale qui vérifie le principe 
de radiation sera la solution 45” (kr), où H}” (z) est la deuxième 


fonction de Hankel. Pour vérifier ceci, il suffit de se servir de l’ex- 
pression asymptotique des fonctions de Hankel et de la formule 


d € C2) 
LHP (= —H (2). (260) 
La condition (257) sera remplie sous la forme forte, c’est-à-dire qu’au 
3 1 


second membre on aura © (r ?) au lieu de O (r ?). En multipliant 
la solution H}° (kr) par une constante qui ramène la singularité 


enr—=0àln À, on obtient la solution 
D= + H5° (kr). (261) 


On démontre comme plus haut que le principe de radiation sera aussi 
vérifié par les solutions 


H® (kr) cos mo: H? (kr) sin mp (m — 1, 2, 3,...). (262) 


11-2-38. Théorème d’unicité. Si le principe de radiation a lieu, 
on peut démontrer le théorème d’unicité suivant: si une fonction v 
est solution de l'équation (252) à l'extérieur d'un contour fermé I, vérifie 
Le principe de radiation à l'infini et une condition aux limites homogène, 
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ôv 


par exemple la condition v |, = = 0 ou |, 


nl, = 0, alors elle est identi- 





quement nulle. 
Appliquons la formule 


| | (u, Au, —u,Au) dt — À Î (nu Se—u, 2) ds (263) 

Bi : ÔB1 
au domaine B, limité intérieurement par le contour / et extérieure- 
ment par un cercle S, de centre en un point fixe quelconque et de 
rayon assez grand, et posons u, — vet u, — v, où v est la conjuguée. 
complexe de v. On admet que v est continue dans B, et possède une 
dérivée normale régulière. L'intégrale double est nulle en vertu de: 
(252) et l'intégrale prise le long de / est nulle aussi en vertu de la 
condition aux limites. Reste l’intégrale étendue à S,, contour sur- 
lequel #7 est de même sens Fque r. La condition (257) nous permet de 
remplacer 





1 = 1 
= —ikv+o(r 2); P=ikvo(r 2), 


et l’on est conduit à l'égalité 


Zik | lu|? ds + | u-o(r + AE or. 5 &=0 


Sr Sr 


Comme v Vret vVr sont bornés lorsque r — , les deux der- 
niers termes tendent vers 0 et en considérant l’angle polaire sur le- 


cercle $,, on obtient 
2n 


| |V ro? dp —+ 0. | (264). 


0 


Appliquons à présent la formule de Green à la solution v et à la 
première solution (262). L'intégrale double est nulle comme précé- 
demment et il reste les intégrales prises le long de Z et de S,, donc 
l'intégrale sur S, ne dépend pas de r. Les deux solutions considérées. 
vérifient le principe de radiation, et de plus les solutions (262) 
satisfont la condition (257) dans la forme forte au même titre que: 
la solution 4°” (kr). En se servant comme plus haut de la condition 
(257), on trouve que l'intégrale prise le long de S, tend vers O0, et. 
comme elle ne dépend pas de r, elle est tout simplement nulle, autre-- 


ment dit 
HP (kr) [+ — cos mp dp— SA (En \ v cos mp dp—= 0. 


Sr Sr 
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Si l’on pose 


nr) = Î v cos mp dy, 
S, 
On trouve . 
oo . dH® (kr) 
Ho (kr) fm 7) = 5 — fm (r), 


d’où fn(r)=Cmm (kr), où ch est une constante, m—0,1,.... 
De façon analogue, pour 


Em (Tr) = Î v sin mp dy 


8, 


on obtient l'expression gm (r) = d,H2 (kr), où d,, est une constante 
aussi. L’équation de fermeture (tome IV;, [1-3]) et la formule (264) 
nous disent que pour m fixe et r — co 


CmVrH®(kr) et dy VrH® (kr) —+ 0. 


Or, de l’expression asymptotique de AH (kr) il s'ensuit que 
VrH® (kr) reste supérieur en module à un nombre strictement posi- 
tif pour les grands r, donc c» = dy = 0, c’est-à-dire que jf, (r) = 
= £m (r) = 0, d’où il résulte, en vertu de l’équation de fermeture, 
que v — 0 sur les cercles S,. 

Si l'est un cercle, alors en assimilant S, à un cercle concentrique 
à !, on trouve que v =0 à l'extérieur de !, c.q.f.d. 


Dans le cas d’un contour quelconque, les raisonnements précé- 
dents montrent que v — Ü au voisinage du point à l'infini. On 
montrera plus bas [II-2-39] que v (x, y) doit être, comme dans le 
cas de l’équation de Laplace, une fonction analytique et, en vertu 
-du principe du prolongement analytique, la nullité de v au voisinage 
du point à l'infini entraîne sa nullité partout à l'extérieur de L. 
Le théorème d’unicité se démontre de façon tout à fait analogue 
dans l’espace. 

11-2-39. Principe de l’amplitude limite et principe de l’absorption limite. 
Comme au numéro précédent, on peut montrer que la condition de radiation 
permet de sélectionner une solution unique de l'équation 


Av+kv=—F(P) (k>0), (264:) 


définie dans l’espace tout entier. On admettra que F (P) est une fonction de point 
<continûment dérivable définie dans l’espace tout entier et nulle à l’extérieur 
d'un domaine D fini. La solution indiquée est alors donnée par la formule 


1 e”ikr 
a [] | F(Q)dte (r=PQ) (264:) 





r 
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On est conduit à cette solution en envisageant le problème non stationnaire des 
oscillations forcées sous l’action d’une force périodique. Plus exactement, de la 
formule de Kirchhoff (tome II, [VII-3-11]) il s’ensuit immédiatement que 
v(P)}= lim u(P, t)e-iht, 
+00 


où u (P,t) est la solution de l'équation des ondes 
Au A Ut = —F (P) etht, 


qui vérifie des conditions initiales nulles. Pour cette raison on dit de la solution 
v (P) qu'elle est l’« amplitude limite d’une oscillation périodique établie pour 
les grands t sous l’action d’une force périodique ». Un tel principe de sélection 
des solutions de l'équation (264,) s'appelle principe de l'amplitude limite. 

Un autre principe de sélection des solutions de l’équation (264,) appelé 
principe d'absorption limite (cf. V.Ignatovski, Ann. Phys., 1905, 18) con- 
siste en ce qui suit : on introduit un paramètre complexe —ie (8 >> 0) (« absorp- 
tion ») dans l’équation (264): 


Av, + (k? — ie) v, = —F (P), 
et l’on prend la solution v, (P) qui tend vers 0 à l’infini (cette solution est uni- 
que) : 


—ir(a,—ib,) 


“ (P= 7 | | | —— r (0) 10. 


où a, — id, = Vk? — ie (a > 0, b, > 0), de plus b, —+ 0 pour € —+ +0. Lors- 
que £ — <+-0, la solution v, (P) admet une limite qui est confondue avec la solu- 
tion v (P) définie par (264). 

Les trois principes envisagés ici et au [II-2-37] conduisent à la même solu- 
tion (264). Il semble naturel de s'attendre à ce qu'ils soient applicables à des 
problèmes plus généraux, par exemple aux problèmes aux limites pour des 
équations elliptiques dans des domaines illimités. Cependant ces principes trou- 
vent des champs d'application différents. Ainsi, le principe de radiation est 
favorable au cas où l'équation (264) est considérée dans l’espace tout entier 
ou dans un domaine £ contenant le point à l'infini [II-2-38]. Si le domaine Æ 
est par exemple la bande 0 & z < 1, alors l'équation (264,) n’admet aucune 
solution nulle pour z = 0 et pour z = 1 et satisfaisant les conditions de radiation 
sous la forme (254) et (255) (F (Q) Æ& 0). Néanmoins si l’on modifie légèrement 
ces conditions, le problème admettra une solution unique (cf. A. Svechni- 
k o v, Sur le principe de radiation, DAN SSSR, 1950, 73, n° 5). 

En vertu des deux autres principes applicables ici sans aucun changement, 
cet exemple montre que les « conditions de radiation » doivent dépendre de la 
forme du domaine Æ à l'infini. Des considérations physiques suggèrent que le 
principe d'absorption limite n’est pas toujours applicable dans la forme indiquée 
ci-dessus si Æ se rétrécit assez vite à l'infini. 

Le problème de l’applicabilité des principes formulés ici reste ouvert. 
Indiquons à ce propos les travaux de F. Rellich (Jahresber. Deutsch. Math. 
Verein., 53, 57) qui étudient la forme des « conditions de radiation » pour l’équa- 
tion (264,) dans des domaines illimités d’aspect divers, le travail de A. P o v z- 
ner, Sur le développement des fonctions suivant les fonctions propres de l'opérateur 
— Au + cu. Matem. sb., 1953, 32, n° 1, qui démontre le principe d'absorption 
limite pour l'équation 

Au + qg(Pju + k?u — —F (P) 


dans un espace illimité à trois dimensions et enfin l’article de MM ©. L a d y- 
jenskaïa, Sur le principe d'amplitude limite. UMN, 1957, 12, n9 3. Cet 
article est consacré au principe d'amplitude limite pour l'équation ci-dessus. 
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Les travaux de Povzner et de MM® Ladyjenskaïa montrent que le principe 
d'absorption limite possède un plus vaste champ d'application que le principe 
d'amplitude limite, du moins tel qu’il est formulé plus haut: 

Plus exactement, les solutions des équations 


Av, + q(P)v, + (HE — ie) v, = —F (P), 


nulles à l'infini, admettent une limite pour e — +0 si seulement 4? n’est pas 
une valeur propre de l’opérateur Av + q (P) v; la limite lim uw (P,t)e-ikt des 


lt +00 
solutions du problème non stationnaire correspondant est susceptible de ne pas 
exister si l'opérateur possède une valeur propre au moins. Signalons qu’un nom- 
bre c s’appelle valeur propre de l’opérateur Av + q (P) v si l’équation Av + 
+ g (P) v + cv — 0 admet une solution non triviale dont le carré du module 
est intégrable sur l’espace tout entier. Ces principes sont étudiés pour des équa- 
tions plus générales dans des travaux de D. Eidous, B. Vanberg et 
autres. ‘ .. 


II-2-40. Problèmes aux limites pour l'équation de Helmholtz. 
La solution (258) de l’équation (252) présente une singularité Z en 


r = Ô, ce qui nous permet d'élaborer pour cette équation une théorie 
du potentiel identique à celle du potentiel newtonien pour l’équa- 
tion de Laplace. En désignant par r la distance du point variable 
N'ES au point P, on aura dans l’espace les analogues suivants des 
potentiels de simple et de double couche 


v(P)= | fu) Sas, 

S 

o(@)== [ {au de (EE) as 
S 





(265) 





où n est la normale extérieure à S en V. En mettant les noyaux 
eirr e”inr 1 
: 








des potentiels v (P) et w (P) sous la forme = L 


on obtient des potentiels déjà étudiés dans lesquels le passage à la 
limite lorsque P tend vers la surface s'effectue d’après les formules 
de [II-2-2] et [II-2-4]. Dans l'intégrale restante, le noyau ne pré- 
sentera plus de singularité pour r — 0 et le passage à la limite est 
possible sous le signe d'intégration. On obtient ainsi les formules 
analogues à celles de [II-2-2] et [II-2-4]: 


e Aro 








(A) aan (Vo + À fu an ( LT) as, 
Go MoN) (266) 
(A) = 2m vo + [fan L() 
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et 
ou) = 2an (No) — | [u (NE (ET) 65, 
° —inro (267) 
We (No)= —2an (No) | un) 5 (—) as, 


S 


à noter que le noyau de l'intégrale est dans (266) la valeur prise en 
N, par la dérivée suivant la normale n#,, et dans (267), la valeur 
prise en À suivant la normale n ; l'intégration est étendue à S comme 
dans toutes les formules de cette nature. 

Dans le plan, on obtient les potentiels de simple et de double 
couche 


v(P)= | UN) HS? (kr) ds, 
l 
: (268) 
w(P) = Î u ON) [SE HP (kr) | ds, 
l 


qui sont justiciables de formules analogues aux formules (266) et 
(267) dans lesquelles il faut remplacer 2x par x. Ces potentiels sont 
solutions de l’équation (252) et en vertu du choix spécial des noyaux, 
chaque élément des intégrales écrites et ces intégrales elles-mêmes 
vérifient le principe de radiation. 

Considérons le noyau 


—îikr —ikro ;: 
K(N,,N;k) — è (5) — D 6 2 CRT ED pou 


ôn | 2nr, 2nr$ 
— 
où ®, est l’angle de » et de NN. Le noyau transposé s'écrit: 


—îikr ikro |; 
KV, No D = (Sr) = ER 008 fo, 


ôny \ 27ro 2nr$ 


An 
où 1}, est l’angle de la normale n, en N, et de N,N. On peut poser les 
problèmes de Dirichlet et de Neumann exactement comme pour 
l'équation de Laplace. 
Le problème intérieur de Dirichlet consiste à trouver à l’inté- 
rieur de $ la solution de l'équation (252) qui vérifie la condition 


aux limites 
u |s = f (No). 
Le problème extérieur se formule de façon analogue, en outre le 


principe de radiation doit être vérifié à l’infini. Dans le cas du pro- 
blème de Neumann on a la condition aux limites suivante: 
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Le théorème d’unicité [II-2-38] nous dit que les problèmes exté- 
rieurs n’admettent qu’une solution et une seule. Pour les problèmes 
intérieurs, l’unicité n’est pas acquise pour tous les 4. 

Le nombre k? s'appelle valeur propre du problème intérieur de 
Dirichlet s’il existe à l’intérieur de S une solution de l’équation 
(252) vérifiant la condition aux limites uw |s = 0. On définit de 
façon analogue les valeurs propres du problème de Neumann. 

Si l’on cherche la solution du problème extérieur de Dirichlet 
sous la forme d’un potentiel de double couche, et celle du problème 
intérieur de Neumann, sous la forme d’un potentiel de simple couche, 
on est alors conduit aux équations intégrales associées : 


m (Vo) + | To (W) Ko, N: 4) dS= —7 5 (No), (269) 
S 

a+ [Tea ka, Nos H)dS=-f (No), (270) 
S 


où V, est un point variable de S. Supposons que k? n’est pas une 
valeur propre du problème intérieur de Neumann. Montrons que 
l'équation homogène (269) n’admet alors que la solution triviale. 
Supposons par absurde qu’elle possède une solution non triviale. 
L’équation homogène (270) possédera alors elle aussi une solution 
Uo (N) non triviale. Le potentiel de simple couche de densité u, (W) 
nous donne la solution de l’équation (252) qui vérifie la condition aux 


RE. s ôu 
limites homogène — — 0. Or, comme k? n’est pas une valeur 
ôn !S 


propre du problème intérieur de Neumann, cette solution doit être 
nulle à l’intérieur de S. Etant continu, le potentiel de simple couche 
doit être également nul sur $S et en vertu du théorème d’unicité, nul 
à l'extérieur de S. Ceci étant, , (N) =0 en vertu d’une formule 
analogue à (54). Cette contradiction nous dit que si k? n’est pas une 
valeur propre du problème intérieur de Neumann, alors l'équation 
homogène (269) n’admet que la solution triviale et par suite l'équation 
non homogène admet une solution pour tout f (N;), c'est-à-dire que 
pour tout f (N,;) le problème extérieur de Dirichlet admet une solution 
qui a la forme d'un potentiel de double couche. De façon tout à fait 
analogue, si k? n'est pas une valeur propre du problème intérieur de 
Dirichlet, alors le problème extérieur de Neumann admet une solution 
qui a la forme d'un potentiel de simple couche. 

Dans l'ouvrage: V. Koupradzé, Problèmes aux limites de 
la théorie des oscillations et équations intégrales. M., Gostekhizdat, 
1950 (en russe) sont exposées en détail les recherches de l’auteur sur 
les régimes établis en électrodynamique et en théorie de l’élasticité 
et en particulier sur le problème de la diffraction qui fera l’objet du 
numéro suivant. Cet ouvrage traite les cas où k? est une valeur propre 
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du problème intérieur de Dirichlet ou de Neumann et donne des 
méthodes de résolution des problèmes extérieurs. 

Montrons maintenant que toute solution v (P) de l’équation 
(252) possédant des dérivées premières et secondes continues à l’in- 
térieur d’un domaine D sera une fonction analytique. Il suffit pour 
cela de montrer que v (P) est une fonction analytique à l’intérieur 
d’une sphère S, centrée en un point quelconque P, intérieur à D. 

Essayons de représenter v (P) à l’intérieur de S, par un potentiel 
de double couche (265). Pour la densité u (NW) de cette couche, on 
obtient l'équation intégrale 


BV) = dot [fn ex 7 (= 





kro 
) dS, (271) 


où 5) sont les valeurs de v(P) sur S,. On peut prendre le 
rayon de $, assez petit pour que l’équation 


= [fu a) 2 (ET) as (272) 


S) 





n’admette que la solution triviale. Prouvons ceci. Soit À, la première. 
valeur propre de l'équation Au + Àu = 0 avec la condition aux 
limites u |s, — 0, où S, est une sphère de rayon unité. Par une 
similitude on s’assure sans peine que la première valeur propre pour 
une sphère de rayon R est À,/R, le nombre RÀ pouvant être pris assez 
petit pour que À.,/R >> k?. Ceci étant, le problème intérieur de: 
Dirichlet pour l'équation Au + k?u — O avec une condition aux 
limites homogène n’admet que la solution triviale. L’équation inté- 
grale (272) est une équation pour la densité du potentiel de double 
couche qui donne la solution du problème intérieur homogène de 
Dirichlet que nous venons de mentionner. En tenant compte du fait 
que ce problème n’admet que la solution triviale et en raisonnant. 
comme au [11-2-16], on s’assure que l’équation (272) pour la sphère 
de rayon À ne possède que la solution triviale. Pour un tel choix, 
on peut affirmer que l’équation (271) admet une solution et l’on. 
aura 


vP=- (fm (— 
So 


ou (tome II, [VII-3-6]) 


v(P)= [Tu N) LÉ. RE 4s, (273) 
So 


où À est le rayon de S, et p = P,P. La fonction à intégrer est une- 
fonction analytique des coordonnées (x, y, z) du point P intérieur à 
S°: et de (273) il s’ensuit que v (P) est une fonction analytique de. 


e ir 





) as (P intérieur à S,: r—PN) 
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(x, y, 2) [I-2:321. Dans le plan, la démonstration — qui sera donnée 
plus bas — s'effectue de façon analogue à l’aide de la solution 
singulière correspondante. 

On peut construire la fonction de Green pour l'équation (252) 
‘exactement comme on l’a fait pour l'équation de Laplace. Dans 
l’espace, la solution singulière fondamentale de cette équation peut 


cos kr 
r 


être mise sous la forme . La fonction de Green correspondant 


à la condition 
v |s = (274) 


doit être cherchée sous la forme 


GP, Q kg (P, QE) (r=PQ), (215) 


4Tr 





Où g1 (P, Q; k?) est la solution de l’équation (252) qui vérifie la 
<ondition aux limites 


a (P, Q Be —<E |. (276) 





Si £? n'est pas une valeur propre de l’équation (252) avec la condition 
aux limites (274), alors on peut construire une telle fonction. 

Dans le plan, les solutions de l’équation (252) dépendant seule- 
ment de la distance r — PQ sont de la forme Z, (kr), où Z, (z) est une 
solution quelconque de l’équation de Bessel correspondant à l’indice 
Zéro : 


7 (2) + Z4 (2) + Zo (2) = 0. (277) 


Prenons pour solution de cette équation la fonction de Neu- 
mann (tome IIT,, [VI-2-7]): 


No = J, (2) (in ++c)— 





2 + (—1)% fz\2k 7/1 1 
Tr 2 (k1)? (5) (++... +1). (278) 
—1 
La solution singulière fondamentale présentant la singularité 
—— In + en Q s'écrit 


— Nr). (279) 


Outre le terme singulier : In 7 , la fonction (279) contiendra des 


termes en In r de la forme r°?* In r (n = 1,2,...) qui tendent vers 0 
avec r. Par une dérivation on s'assure immédiatement que leurs 
dérivées premières par rapport aux coordonnées tendent aussi vers 0, 
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donc ils possèdent des dérivées premières continues dans R°?. Sup- 
posons que k? n’est pas une valeur propre de l'équation (252) avec une 
condition aux limites de la forme (274). Pour de telles valeurs de k 
on n’éprouve aucune difficulté à construire la fonction de Green 
G: (P, Q; k?) pour l'équation (252). 

On cherchera la fonction de Green sous la forme 


Gi (PQ = — EN (kr) +8 (P, Q: À). (280) 


Comme le premier terme du second membre est solution de l’équa- 
tion et présente la singularité requise, le problème consiste à trouver 
un terme g, (P, Q ; k?) tel qu’il ne présente pas de singularité, qu'il 
soit solution de (252) et vérifie sur L la condition aux limites non 
homogène suivante : 


1 
81 h= 7 No (kr). 


La valeur k? n'étant pas une valeur propre, on obtient une seule 
fonction g, satisfaisant ces conditions. 

Revenons à l’espace pour signaler une formule liée à l'équation 
(252). Soient v, (P, Q) une solution singulière quelconque de cette 
équation présentant la singularité me , v(P), une fonction quel- 
conque possédant dans D; des dérivées premières et secondes conti- 
nues. Le raisonnement du (tome II, [VII-3-2]) nous conduit à 


(Q= | [[r(e, or (p) AO Vas — 
S 


me | | | [Av (P) + kv (P)]v, (P, Q) dir. 
D 


i 
Si vest solution de l'équation (252), alors l’intégrale triple est nulle. 
Appliquons la formule obtenue pour le cas où S est une sphère de rayon 
R et de centre Q, et en admettant que sin 4R = 0, prenons pour 
la fonction 
sin kr 


— cotg kR , où r = PQ. 





cos kr 
DATES 


On obtient en défiritive 
Ff 





D (P)= er [fves, 
S 


où au second membre on reconnaît la moyenne de v sur la sphère 
S. Cette formule généralise la propriété de la moyenne des fonctions 
harmoniques. 


25—01017 
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I1-2-41. Diffraction de l’onde électromagnétique. La diffraction d’une onde 
électromagnétique sinusoïdale rencontrant un corps de constante diélectrique & 
et de coefficient de conductibilité o conduit à un problème plus compliqué. Con- 
sidérons le problème plan. Soit Z le contour du corps, à l’extérieur de L c'est 
le vide. Soient B; et B. les régions du plan intérieure et extérieure à {. Mathéma- 
tiquement, le problème consiste à trouver une fonction E (x, y) vérifiant les 
équations | 


AE +Rk3E —0 (dans B;); AE+RÈE—0 (dans Be), (281) 


DE? —@Oi , wo? 


2 3 
ki— ke=—); 
cè £ c? 


& étant la fréquence de l’onde incidente, c la vitesse de la lumière dans le vide. 
Dans B;, la fonction E est la composante suivant l’axe des Z du vecteur champ 
électrique engendré par la perturbation incidente ei®tA (x, y) ; dans B,, la fonction 
E est la somme de l’onde incidente À et de l’onde résultant de la diffraction sur {, 
de sorte que la différence (£ — A) vérifie le principe de radiation. La fonction 
donnée À doit être solution de l'équation 


AA + kÿA = 0 (282) 

dans le plan tout entier. ” 
; Ô0E , : 
Les conditions aux limites sont la continuité de E et de à la traversée 


de 1. 
Appliquons la formule de Green (263) au domaine B; et aux fonctions 


E (Q) et G(P; Q): 
G(P; @)=+ H6? (Her) (r= PQ) (283) 


en admettant que PE B;. On obtient 
? 8G ÔE G ÔE 
| | (E AG—GAE) dS = | (rc) as + | (£ Ge) ds. 
4 1 Ÿ 
t 
où Bi— B; “Y, y étant un petit cercle entourant le point P. 
La première équation (281) et l'équation analogue pour la fonction (283) 


nous donnent: 
E AG—GAE — (45 — k?) G(P; Q) E (Q). 


à Pr 
En tenant compte de ce que G (P; Q) présente la singularité In - pour 


r = 0 et en contractant indéfiniment le cercle y, on obtient (tome II, [VII-2-6]) : 


QnE (P)=(k— 12) | | G(P; Q)E (Q) dS+ | (eS-c) ds. (2841) 


B; l 


Soient S, un cercle centré en l’origine et de rayon p assez grand, B4 la partie de 
B, intérieure à S,. En appliquant la formule de Green à B4 et en admettant que 
P se trouve à l’intérieur de B;, on obtient 
G ÔE ôG ÔE 
= SE OR PA ne) cent) A7 A 284 
o=|(r+ cr) a+ |(5+ GA) ds (284) 
l 
p 
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Si l’on suppose maintenant que P appartient à Be et que l’on applique la 
formule à B;, on obtient | | 


0 (H— 2) | | G(P;: Q)E(Q) as+ | (Ee-c) ds. 


B; u 


(2843) 


Si, enfin, on admet que P appartient à Be et que l’on applique la formule 
à B;, on trouve ur: 
0G ,0E 0G , 0Ei 
L e 
Les normales au contour L sont de sens contraires dans les formules (284;) et 


(2842). Il en va de même dans les formules (284;) et (284,). En ajoutant membre 
à membre (284,) et (2842), ainsi que (283;) et (284,) et en tenant compte de la 


continuité de E et de et à la traversée du contour !, on obtient la même équa- 
tion pour P intérieur ou extérieur à B;: 
2 2 . 0G ÔE ) 
QnE (P)= (EH) {ice Q) E(Q) as+ | (EG) à. (85) 
‘8 | 
i p 


Il nous reste à passer à la limite en faisant tendre p vers l'infini. En appliquant 
la formule de Green au disque limité par S, et aux fonctions À et G, et en admet- 
tant que P est intérieur à S,, on trouve 


27 A (P)— | [4 ce) de 


p RS *S 
donc, l'intégrale curviligne de la formule (285) est égale à l'expression suivante: 


2nA (P)+ À {18 (Q@—A (on ED  6 (P: Q) LE (Q)— A (ON } dr. 


Sp 
(286) 
En se servant du fait que la différence (Æ — À) doit vérifier le principe de radia- 
tion, on montrera à la fin du numéro suivant que cette intégrale devra tendre vers 
0 et la formule (285) nous donnera alors 


EP | À GP; © E(Q) as +A(P). (287) 
d 


Si l’on admet que P € B;, alors l'équation (287) est une équation intégrale ordi- 
naire. En tirant £ (P) de cette équation (P € B;) et en le portant ensuite dans 
le second membre de (287), on obtient l’expression explicite de Æ (P) pour 
PE B.. Nous avons établi l'équation (287) dans l’hypothèse que le problème 
admet une solution. A strictement parler, il faut étudier l'équation (287) et 
montrer qu’elle possède une solution lorsque P € B; et que cette solution est 
la solution du problème de diffraction posé. Ceci a été fait dans les travaux qui 
seront indiqués à la fin du numéro suivant. Signalons en outre que dans l’équation 
(287), l'intégration a lieu non pas le long du contour !, mais sur le domaine B; 
tout entier. 


I1-2-42. Vecteur intensité magnétique. Pour déterminer le vecteur intensité 
magnétique Æ (x, y) on dispose des mêmes équations et conditions à une diffé- 


25% 
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LL! e - Lé 0H " Le Lé 
rence près: la continuité de — à la traversée de L est remplacée par celle de 


ôn 
Se , Où. k — k; dans B; et k — ke dans B,. De plus, la différence (4 — B), 


où B (x, y) est une fonction donnée, solution de l'équation (282), doit vérifier 
le principe de radiation. Ceci nous conduit aux équations (284) pour À. En nous 


rappelant que À Gn doit être continue, multiplions (284) par 3, (284) par 
t 


à et ajoutons les expressions obtenues. Faisons autant avec les équations (284;) 
et (2843). En passant comme plus haut à la limite on aura 


TOR | (at: oH(Qas+ 





K 2nk; 
Fr) US (PE Bi) 
HP HR À [ac @ mo as+ 
ke. 2%k, p: 
ta (5) (HO (PE Be) 


La fonction G (P; Q) présentant une singularité pour P = Q, l'intégrale 
curviligne se conduit comme un potentiel de double couche lorsque P tend vers ! 


et quand il est sur !, on obtient 
| 1p4 4 
(1 |)H(P)—..., 

(te) jé 


les points de suspension remplaçant le même membre que celui des deux dernières 
équations. On peut regrouper les trois dernières équations sous une seule formule : 





4 ki— ke 
En _ G(P; Q) H (Q) ds 
nee [[c@ on (@as+ 


Ki 


1 1 1 0G (P; Q) B (P) 
+ (=) | H(Q SO 44, (288) 


Hi ke/4 ôn ke 
où 
( 1 
ri S1 PEB;; 
| i 
+=! … si PCB:; 
e 
1 4, —) 
— | —_- — sl PElI, 
| 2 \hi ke | 
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Si PEB,, alors (288) est une équation intégrale immergée (tome IV; 
[1-56]) et elle est justiciable alors de la théorie de Fredholm ordinaire. On dé- 
montre qu’elle admet une solution bien définie qui est solution du problème de 
diffraction posé. A noter que si l’on résout l'équation intégrale (288), c’est-à-dire 
si l’on connaît Æ (Q) dans P;, alors la formule (288) nous donnera Æ (P) dans Be. 

Montrons maintenant que l'intégrale de (286) tend vers 0 lorsque p —+ co. 
En vertu des expressions asymptotiques de H% (z) et H® (z), il vient - 

3 
0G (P; 0) _ +2 


DT = —ikeG (P; Q)+O(r À (r= PQ). 


On admettra dans la suite que P est fixe et QES,. On a 
0G(P: Q)_ 0G or _ 06 
do or 0 ôr 


où cos y est défini par (259). 
Par ailleurs, on a de toute évidence 
O (r*)=0 (p°), 
et par suite 
3 

8G (P; . 73 

RD ire (P: +0 (P À. 
L'intégrale de (286) peut être mise sous la forme 

3 
J= [(E—4 1 iR6 +0 (7 261 ire (E 4) +0 (r 


#6 


Ni 


)1} ds, 


ou 


3 1 
1= [10.0 (07 +60 (p 5j as = | fo(r?)+o(r1)] ds, 


S, S, 


d'où il s'ensuit immédiatement que J —+ 0. Les problèmes de diffraction sont 
étudiés dans les ouvrages suivants: 

1. V. Koupradzé, Problèmes aux limites de la théorie des oscillations et 
équations intégrales. M.-L., Gostekhizdat, 1950 (en russe). 

2. Sternberg, Anwendung der Integralgleichungen in der elektromagne- 
tischen Lichttheorie. Comp. Math., 1936, 3, n° 2. 

3. Freudental, Über Beugungsprobleme der elektromagnetischen Licht- 
theorie. Comp. Math., 1938, 6, n° 2. | 


I1-2-43. Unicité de la solution du problème de Dirichlet pour équa- 
tions elliptiques. Commençons par prouver une proposition auxiliaire 
se rapportant aux matrices. 


Lemme. Soient À et B deux matrices symétriques réelles carrées, 
Les valeurs caractéristiques de À étant toutes strictement positives. Si les 
valeurs caractéristiques de B sont toutes négatives, alors Tr (AB) < 0, 
si elles sont toutes positives, alors Tr (AB) > 0. 

Soit U la matrice de la transformation orthogonale qui ramène BP 
à la forme diagonale, c'est-à-dire que UBU-! = In, ..., ll, 


390 CH. II. PROBLÈMES AUX LIMITES 


où u; sont les valeurs caractéristiques de B. On sait que 
Tr (AB) = Tr (UABUN) = Tr (UAU UBU"1) 
(tome III,, [II-1-8]) et que la matrice symétrique réelle 4’ = UAU”! 


possède les mêmes valeurs caractéristiques que À. Par hypothèse 
elles sont toutes =>0 et par suite la forme quadratique 


22, KA'}in EiËn 


est définie strictement positive. Si l’on admet que Ë, — 1 et les 
autres E; — 0, alors {4'}, > 0 (s = 1, 2, ..., n). Par ailleurs 


n 


Tr (AB) =Tr (A'[lss os ce es Unl) = D {4'}ss Las 


s—1 
d'où il s'ensuit immédiatement que si tous les u, < 0, alors Tr (4AB)< 
< 0 et si tous les u, > 0, alors Tr (AB) > 0. Ce qui prouve le 
lemme. 


Signalons encore un fait qui nous sera utile pour la suite. Soit 
u (P) = u (x;, 2, . . ., A) une fonction continue réelle définie dans 
un ouvert D de l’espace de point générique (x:, te, . . ., x,) admet- 
tant dans D des dérivées premières et secondes continues. Supposons 
que la fonction uw (P) atteint son maximum en un point P, € D. Sous 
ces conditions, la forme symétrique réelle 
n 
D Uxx, (Po) Ëêr 
1, ki 
ne peut prendre de valeurs strictement positives (tome IIT,, [II-2-4/]), 
c'est-à-dire que les valeurs caractéristiques de la matrice symétrique 
réelle || Ux,x), (P,) || ne sont pas toutes strictement positives. De 
façon analogue, elles ne sont pas toutes strictement négatives au 
point où u (P) présente un minimum. 
Considérons l’équation elliptique linéaire 


L(u= 2 Gutee, + 2 bite, +eu=f, (289) 


en admettant que dir, 05, c et f sont des fonctions continues dans 
un domaine fini D et que la forme quadratique 


n 
D GirGiôh 
LL h—1 
est définie strictement positive dans D. Signalons que la somme 


n 


2 ; diplxixs — à où Aynlx,w,) | (290) 


4, k= 
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est la trace du produit des matrices symétriques réelles || a;4 || et 
ue, le On admet que la fonction w (P) possède des dérivées pre- 
mières et secondes dans D. L'’unicité de la solution du problème de 
Dirichlet pour l’équation (289) repose sur le théorème suivant. 


Théorème. Sic< O0 dans D, alors les solutions de l'équation 
sans second membre 
L'(u) = 0 (291) 


ne possèdent dans D ni de maximums strictement positifs ni de minimums 
strictement négatifs. 

Supposons par absurde que la fonction uw (P) prend sa valeur 
maximale w (P,) > 0 en un point P, € D. Toutes les dérivées pre- 
mières doivent être nulles en ce point et l'équation (291) nous donne 

ñn 
D) diplxx, = —Ccu (au point P,). (292) 
i R=1 A 

De la condition de maximum il s'ensuit que les valeurs caracté- 
ristiques de la matrice || Uxix [| ne sont pas toutes strictement posi- 
tives et en vertu du lemme prouvé ci-dessus le premier membre de 
(292) est <O0, alors que le second est >0, car par hypothèse u (P,) > 
> 0 et c (P,) < 0. Cette contradiction prouve le théorème. On dé- 
montre que la solution ne présente pas de minimum strictement 
négatif de façon analogue ou en remplaçant uw par —u. 

On démontre de façon analogue que si dans l’équation (289) 
f (P) > 0 à l’intérieur de D, la solution de cette équation ne pré- 
sente pas de maximum strictement positif dans D, si f (P) < 0, de 
minimum strictement négatif. 

Le théorème prouvé nous dit que si c << 0 dans D, alors le pro- 
blème de Dirichlet pour l’équation (289) admet une solution unique. 
En effet, soient w, (P) et u, (P) deux solutions de l'équation (289) 
dans D, continues dans D et vérifiant la même condition aux limites 


u |s = p (P). (293) 


Sous ces conditions la différence v (P) = u, (P) — u, (P) doit être 
solution de l’équation sans second membre L (v) = 0 et s’annuler 
sur S. De là, en vertu du théorème prouvé, il s'ensuit que v (P) =0 
dans D, autrement dit u, (P) =u, (P). En effet, s’il n’en était 
pas ainsi, alors v (P) devrait présenter dans D des maximums stricte- 
ment positifs ou des minimums strictement négatifs (ou les uns et 
les autres), or le théorème affirme le contraire. On démontre l’unicité 
de la solution du problème de Dirichlet en remplaçant la condition 
c << 0 par la condition plus faible c < 0 dans D. Remplaçons à cet 
effet la fonction v (P) par w (P) en posant 


vu = (a — ex) w, (294) 
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où les nombres « et f qui seront définis plus bas sont tels que la 
différence & — eBx >> 0 dans D. En portant (294) dans l'équation 
L (v) = 0, on obtient l'équation suivante pour w: 


> Gnlrx, + À] biws, +c'w=0, (295) 
; i=1 


n 
i, k=1 
où bij, tout comme b;, sont continus dans D, et 


c'—c+e-bx biB— auf" (296) 


ae" ? 


et en vertu de (294), on a w = O0 sur S. 

Etant donné que a;, > 0 dans D, on peut choisir $ de telle sorte 
que b,B — a,P? << 0 dans D et ensuite choisir & assez grand pour 
que œ — e Bt > 0 dans D. Ceci étant, dans l’équation (295) on a 
c' << 0 dans D et la fonction w (P) qui est nulle sur S est justiciable 
du théorème ci-dessus, d’où w (P) =0 dans D. De (294) il s'ensuit 
qu’il en est de même de v (P). 

L'hypothèse c < 0 est essentielle pour l’unicité de la solution 
du problème de Dirichlet. Il est aisé d’exhiber un exemple dans 
lequel l’équation L (v) — 0 avec c > O0 possède une solution nulle 
sur $ mais non identiquement nulle. Un tel exemple nous est fourni 
par l’équation 

Uxaex + Vxoxe + 2k?v = 0 _ (297) 


que nous allons considérer sur le carré 0<Lr, <n, 0 K n. 
Si 4 est un entier naturel, alors l’équation (297) admet la solution 


v = sin kx, sin kx,, 
qui est nulle sur la frontière du carré. On rappelle que l’équation 
Av + Av = 0 (298) 


possède une infinité de valeurs propres strictement positives À — 
= 1,3 À = À, ..., telles que pour À = À, l’équation possède des 
solutions non identiquement nulles mais nulles sur la frontière S 
du domaine considéré. 


Remarque. Les résultats ci-dessus nous permettent d'établir 
quelques estimations pour les solutions du problème de Dirichlet. 
Signalons les plus simples d’entre elles. 

Soit u (P) la solution du problème 


L(u)=f dans D; uls= 0. (299) 
On admet que c << 0 dans D. Désignons par u le minimum de |c| 
et par M le maximum de | | dans D. 


I1-2-44, L'ÉQUATION Av — Àv= 0 39% 


Introduisons la fonction v en posant v — u + k, où k est une- 
constante. On a L(v) = L(u) + ck = f + ck, de sorte que v (P}). 
est la solution du problème 


L(v)=f+ck dans D; vis = k. (300: 


Supposons d’abord que # = F . Sous cette condition f + ck < 0 dans. 


D et les solutions de l'équation L (v) — f + ck ne peuvent présenter 
de minimum strictement négatif dans D. Or v (P) — . > Osur S,. 


donc v (P) > 0, c’est-à-dire v — u +2 >0 ou u> — + . De: 
façon analogue, en posant k — — me on obtient u < Le . En: 
définitive on peut affirmer que la solution du problème (299) (si elle- 
existe  oit vérifier dans D l'inégalité 
M 
[u| rs 


Considérons maintenant le problème 
L(u) =0 dans D; us = (301): 


et désignons par N le maximum de | @ | sur S. En posant de nouveau 
v=u<+ k, on est conduit au problème 


L(v)=ck dans D; vis=g+k. (302) 
Posons 4 — N. Vu que l’on a convenu que c << 0 dans D, la fonction 
v ne peut présenter de minimum strictement négatif dans D. Pour 
les valeurs frontières de v (P), on a de toute évidence ® + N > 0. 
D'où, comme plus haut, il résulte que v = u + N > 0, c’est-à-dire- 
u > —N., De façon analogue, en posant # = —N, on trouve u < N, 
c'est-à-dire |u | N dans D pour le problème (301). 


II-2-44 L’équation Av — Av — 0. Considérons l'équation 
Av — hu = 0, (303) 


où À >> 0 est un nombre donné et posons le problème intérieur de- 
Dirichlet avec la condition aux limites 


v |s = f (N). (304) 


Les solutions de l'équation (303) ne peuvent présenter ni de maxi- 
mums strictement positifs ni de minimums strictement négatifs. 
dans D; [I1-2-43], d'où il résulte que le problème posé admet une 
solution unique. 

Si la fonction f (NW) est telle que —a L f(N)Lb,oùa>—0et. 
b > 0 sont des nombres arbitraires, alors la solution du problème: 
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de Dirichlet doit vérifier une double inégalité identique dans D; 
{ceci résulte du dernier résultat de [II-2-43/). 
Considérons tout d’abord l'équation avec second membre 


Av — Av = —(P) (dans D;) (305) 
avec la condition aux limites homogène 
v ls = 0. (306) 


On admet que p (P) est continue dans D; et possède des dérivées 
continues dans D,. Le problème (305), (306) est équivalent à l’équa- 
tion intégrale ([II-2-33]) 


v(P)=-2 | [fau Qvod+( [fe ov(@a, (4807 
D, D, 

où G(P; Q) est la fonction de Green pour l'équation de Laplace 
avec la condition aux limites (306). Comme —X << 0 et que les va- 
leurs propres du noyau G (P ; Q) sont toutes strictement positives, 
l'équation (307) admet, quel que soit le second membre, une seule 
solution qui est solution du problème (305), (306). 

Passons maintenant à la résolution du problème de Dirichlet 
(303), (304). Soit w (P) la solution du problème de Dirichlet pour 
l'équation de Laplace avec la condition aux limites (304). La fonction 


u (P)=v(P) —w(P) (308) 


doit vérifier l'équation 
Au — hu = Àw 


avec la condition aux limites 
U ls —= 0. 


On vient juste de démontrer l’existence de la solution de ce problème. 
Sachant w (P), on trouve la solution v (P) du problème de Dirichlet 
avec la formule (308). 
La solution singulière fondamentale de l’équation (303) est 
a Var 


vo (P)= (309) 


r ? 
où r est la distance du point P à un point fixe arbitraire Q. On peut, 
à partir de cette solution, bâtir une théorie du potentiel exactement 
comme au [II-2-39]. Nous glisserons là-dessus et passerons à la dé- 
finition de la fonction de Green. 

La fonction de Green G; (P, Q; À) pour l'équation (303) avec 
la condition (306) est une fonction de P continue dans D; {0}, 
possédant des dérivées premières et secondes continues dans D; {Q}, 
vérifiant l'équation (303) dans D; et la condition aux limites (306) 
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sur S, et est de la forme 


PS 


où g1 (P, Q ; À) possède des dérivées premières et secondes continues 
dans D;. La fonction g, (P, Q; À) est la solution du problème de 
Dirichlet pour l'équation (303) avec la condition aux limites 
e= Vèr 
81(P, Qhls=-—— s° (311) 
On peut exactement comme au [II-2-29] prouver que g, (P, Q; à) 
est une fonction continue en P et Q et que dans D; on a 


= Vèr 
0<GUP, QGUe 


Ar 


(r— PQ). (312) 


La symétrie de la fonction G, (P, Q; À) se démontre comme au 
[II-2-301. 

La solution de l’équation (305) qui vérifie la condition (306) peut 
être exprimée par la formule 


v(P)= | | | G(P, Q; D p(Q)&r. (313) 


Ceci se prouve comme au [II-2-331. L'intégrale 


if, 012 p(Q 

D; 
est solution de l'équation homogène (303) dans D, [II-2-33]. 
L'intégrale du terme singulier peut se mettre sous la forme 


LIT o@ dre [TL a+ 
É D 


+) O8 


Le premier terme est justiciable de la formule de Poisson, dans le 
deuxième, le noyau est borné, donc on peut effectuer une double 
dérivation sous le signe de la somme. De là, il s'ensuit immédiate- 
ment que l'opérateur (À — À) appliqué à (313) nous donne [—œ (P)]. 
La condition aux limites (306) pour l’équation (313) se vérifie comme 
au [II-2-33]. 


On peut introduire la notion de fonction de Green d’une autre manière, 
notamment comme au [II-2-1]. Considérons l'équation avec second membre 
(305) et admettons que @ (P) est partout nulle sauf sur une boule D, de centre Q 
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et de rayon € petit et de plus 


RER =. (314) 


€ 


La solution de l'équation intégrale (307) qui est équivalente au problème posé 
s'écrit (tome IV,, [I-8]) 


(P= (TRE, HeQae, (315) 
i 

où R (P, Q; À) est la résolvante de l'équation (307). D'après la définition de 

œ (Q'), on peut s'attendre que lorsque € —+ 0, le premier membre de (315) tende 

vers G; (P, Q; À) et le second, vers R (P, Q; À), de sorte que 


G(P,Q;D—=R(P,0; D, 


autrement dit, la fonction de Green G,; (P, Q; À) est la résolvante de l'équation 
(307). 
Ceci nous conduit naturellement à la relation 


G@ = (2,02 | [Tetra Ce nae. 616 


D; 


qui peut facilement être prouvée. puisque la différence J (P, Q = G (P,Q;à — 
— G(P, Q) est la solution de l’équation AX (P, Q) = ÀG, (P Q: À) ) qui vérifie 
la condition aux limites (306) et reste continue en Q. Or, on que la résol- 
vante se représente par une série suivant les fonctions propres du noyau (tome IV;, 
[1-32]), ce qui nous ‘onne ici 


(P 
G; (P, Q; 1)=G (P, = 33 Een TT : 


où A4 et va (P) sont les valeurs et les fonctions propres du noyau G(P; Q), 
c’est-à-dire de l'équation (231) avec la condition (232). Une comparaison avec 
(316) nous donne 


pe th vR (P) ur (Q) 
Li G(P; 0)G(Q, QG Dao 33 ACT. em 
D; 
Ce qui vient d’être dit ne saurait se substituer à une démonstra- 
tion rigoureuse. Nous allons prouver maintenant la formule (317) 


qui nous sera utile dans la suite. 
Rappelons tout d’abord que la série 


à 
> TR (318) 
k=1 


où À, sont les valeurs propres du problème (237,), (237.), est con- 
vergente. 





> 
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Définissons les coefficients de Fourier de la fonction G, (Q', Q ; À) 
par rapport aux fonctions propres du problème (237,), (237,): 


= [TT (Q', 0: nos (7) dre. 
D; 
Avr (07) 


En posant v, (Q')— SR FT ONE obtient 


Me — | [TG (Q", 0: M 40, (0) dre. 


D; 


Les deux dernières formules entraînent 


Gr + A) = — À À 6, (Q", 0: 2) tas (07) — hu (QI dre. (819) 
D 


i 


La fonction G; (Q', Q ; À) étant symétrique et la formule (313) don- 
nant la solution de l'équation (305) qui vérifie la condition aux 
limites (306), on peut affirmer que le second membre de (319) est 
égal à v, (Q). Le rôle de  (Q) est tenu ici par 


—[Avy (Q') — Av, (Q')] = (À + À) v» (Q'). 


Cette fonction possède des dérivées continues dans D; et si on la 
prend pour second membre de l’équation (305), alors la solution de 
cette équation qui vérifie la condition (306) (cette solution est unique), 
est v (P) = vy (P). La formule (319) nous donne 


___rr(Q) 
hi. (320) 
Le second membre de la formule (317) est donc la série de Fourier du 
premier membre qui est une fonction représentable par le noyau. 
La série du second membre de (317) converge régulièrement en P 
pour © fixe. Ceci résulte des majorations 





> = | [tr Qan<c: "S aice 
D k=m 


i 


exactement comme au (tome IV,, [1-311). La première de ces formules 
exprime l’équation de fermeture pour la fonction G (P ; Q) [II-2-341. 
Signalons encore que le premier membre de (317) est une fonction 
de P et Q, continue dans le domaine fermé D. Ceci peut être établi 
de la même manière que la continuité du potentiel de volume et de 
ses dérivées premières (tome IT, [VII-3-91). Signalons encore que le 
terme de plus forte singularité de la fonction à intégrer du premier 
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membre de (317) est égal à 
e= Var 


rr’ 3 


où r — Q'Q et r — Q'P. 
La véracité de la formule (317) résulte de ce qui précède. Lorsque 
P =, on obtient la formule 


vé (P 
> À8 = = | Î G(P; QG. (Q', P; à) dre (321) 
= 1 D, 


la série étant uniformément convergente dans D, puisque la fonc- 
tion du second membre est une fonction de P continue d’après ce 
qui a été dit plus haut (tome IV,, [I-381). L’ RU de (321) sur 
D; nous donne 


2 men [ve na (322) 


v(P,D=[TTG(P: 06 (Q, PiMare (823) 
Pi 


D! 


La formule (322) nous servira à étudier les valeurs propres Az. 


I1-2-45. Expression asymptotique des valeurs propres. Etudions 
préalablement quelques propriétés de la fonction 4 (P, À). En tenant 
compte des majorations de G et de G;, on obtient 

e= Var 
lp (P, DIE || | Sr dre (= PQ). (324) 
D; 
En intégrant sur l’espace tout entier et en introduisant les coor- 
données sphériques d’origine P, on trouve 
; co TH 27 ; 
= Var si D 
PC, NI | je 7 sin 6 dr dp=———. (825) 


où Ù 
Montrons maintenant que dans tout domaine fermé D'€ D); 


Vivy(P, À — __ uniformément dans D’ (326) 


lorsque À —+ + 00. 

En tenant compte des valeurs prises par les fonctions g(P:€) 
et g, (P, Q; À) sur S, on obtient les estimations: 
rs Var : 
£— (PED'), 


Tr 


1 
0>g(P;, 0>—---; 028(P,0;1)>— 
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où r’ est la distance de 0D° à S. On a 


Vive, D=Vi (| +em: @]x 


D; 
Var 
X + (P, Q; à) | dte- 


Chassons les parenthèses et décomposons l'intégrale en quatre 
éléments: 
= Var’ 
VE SIT (P:-0) Er ES 2) dre SVT er», 
D; 

(v est le volume de D;), d’où il vient que l’intégrale du premier 
membre tend uniformément vers 0 pour À —+ œ si PE D’. On a par 
ailleurs 


VE [I Tr 6 4 (P, 0; Ddel< Vi [if 


i i 





et l'intégrale du second membre est inférieure à une constante 
quelle que soit la position de P dans D,, donc l'intégrale du 
premier membre tend uniformément vers 0. L'intégrale 


_ e” Var 
Va (ie: Q) do: 
i 
se traite de façon analogue. Reste à étudier l'intégrale 
= Vir 
ru e 
VX | | | re do (327) 
D; 
et à prouver qu'elle tend uniformément vers —— si P ED’. Soient 
D, et D,, des sphères de centre P et de rayons respectifs r’ et d, 
où d est le diamètre de D;. On a 
2 Var Var 
€ re € 
VAT Tr de VI [| Tr do 
Do D; 
e” Var 
Ne | | J “er dre 
Di 


Exprimons les intégrales étendues à D, et D, en ordonne 
sphériques d’origine P et introdUiSEns la nouvelle variable 
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x 


= VA r. On est conduit ainsi à inégalité: 
: VARr' : mie VA d 
2 | e-P dpZV À | | | TEL UE ART | e-P do. 
0 D, 0 

Les termes extrêmes de cette double inégalité tendent vers 
-— pour À +0 quelle que soit la position de PED'. De là, 
äl s'ensuit immédiatement que l'intégrale (327) tend uniformé- 
ment vers — dans D’, ce qui prouve (326). En tenant compte 
«de (325), on peut prendre D' assez proche de D, pour que 


[[[Vioe, ner, 
DD’ 


où & >0 est donné. Par ailleurs, en vertu de (326), on a pour les 
À assez grands 








ST 


LTTVr ve, à) dr — 2 
D’ 


où v’ est le volume de D’, d’où 


JITIVF 4e, à) di — 7 


où v est le volume de D);. Il s’ensuit 
lim | | I Vav te, à) dr = 


À oo b, 


1 , 
<H-(o—v')+e, 





et en vertu de (322) 


L ne 1 U 
V2 RE Er a 
k=1 


L'utilisation de cette formule pour la déduction de l’expression 
asymptotique de À, repose sur le théorème suivant: 


Théorème. Si la série 
=> Run (cx > 0; Ar > 0), (329) 


où OLA LA E.. . —+ oo, converge pour À >0 et 
lim VAs(À) = (330) 


À oo 
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alors 





2H 
>, LE SEE , (331) 


la sommation étant étendue aux valeurs de k telles que A, <X. 
Appliquons ce théorème à la série (328). Dans ce cas c, — À; 


et H——- et l'on obtient 





AT 

1 1 v 

lim —— 5, se 
À 27? 
ne va à SA Rk T 

ou, ce qui revient au même, 
1 v R = 
D = Va +e() VA, (332) 
Eh 


où &(À) —+ 0 pour À —++oo. Si À=À,, alors 


LV VE (nr) (859 
1 


ï Ms 


Posons 


et désignons le second membre de (332) par q (À). C’est une fonc- 


tion croissante de À et de plus 
| O pour A <AÀ,, 
p (à) = | SE (334) 


Déduisons l’expression asymptotique de À,. On a 
n — S PRE 
R À 
k=1 
— O1 en — À;) + 02 (2 — 3) +... HO (An-1 — Ân)+OnÂne (339) 
La fonction croissante 


pA)= sr Vite (Q) VA (336) 


est intégrable sur tout intervalle fini, donc il en est de même du 
second terme du second membre. Les relations (332) et (334) 


26—01017 
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nous permettent d'écrire 
ln ; 
À PQ) = 0 (g— M) + 02 (hs — A9) + 42e + Ones (Am — An) = 
è À, 
= APE | e(A)V A dx (337) 
0 : 


Il est immédiat de prouver que 





An 
TE | e (A) VA di + O0 pour n —+ oo. (338) 
n Ô : 


Soit ô—>0 un nombre donné. Fixons p assez grand pour que 
[e (A) 16 pour ÀA>X,. On a 


À hp 
e (à) VA a< | eV A4 EE (n>p), 
0 


àn kp 
() 








EC 





Le crochet est <+6 en valeur absolue pour les n grands, 


c'est-à-dire que 
À 


n 
Tr | e (A) VA d\I&8 pour les n grands, 
nm Ÿ 





d’où l'on déduit (338). En vertu de (337), on obtient donc 
©, (z— A) Où (Ag — No) +. + On (in — nr) = 
= AU + cn 


ET 


où e, > 0 pour n — co. En portant ceci dans (335) et en utili- 
sant (333), on trouve 





Leone, (339) 


n — 
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et en définitive 
- 
2 


Ân = ( 2 ) + En 7 n°3 (e° —+ 0). | (340) 





Dans le plan, ce résultat s'écrit 
= + e Enn, (341} 


où S est l'aire du domaine. 
Tout se ramène donc à la démonstration du théorème pour la 
série (329). 


T. Carleman a appliqué la méthode ci-dessus dans son travail Über 
die asymptotische Verteilung der Eigenwerte partieller Differentialgleichungen 
(Ber. Sächsisch. Akad. Wiss. Leipzig, Math. Phys. Klasse, 1936, 88) pour 
déduire l'expression asymptotique des valeurs propres pour des équations de- 
forme générale. 

Exhibons le résultat qu'il a LE Soit donnée l'expression 


3 
ê?u 
L(u)— > pq Ôzp 0tq 0xq Et ap ges +au (agp = pq)» 


P, q=i 
OÙ 4 pq» ah et a sont des fonctions continues . données dans un domaine fermé 
D de l’espace de point générique (21, ze, xs). Soit par ailleurs la forme quadratique 
3 


” sie 


p, a=i 
définie strictement positive si le point (x, x2, xs) € D. Considérons le problème 
aux limites: 
L (u) + Ààu = 0 
avec la condition (3 Ê 02). Ce problème possède une infinité de valeurs propres qui 
P 


peuvent être complexes. Tout domaine borné du plan ne contient qu’un nombre 
fini de valeurs propres et si on les ordonne, on obtient la formule suivante: 


lim 1 NE 
CRC 


où A est e déterminant d'éléments 4,4: Signalons que À => 0, puisque la forme 


SP à La est strictement positive et le second HhemDre de la dernière formule 
est 


Dans l'ouvrage cité de R. Courant et D. Hilbert, les expressions 
asymptotiques .des valeurs propres À, de l'équation Au + Au = 0 
ont été déduites à l’aide des propriétés extrémales des valeurs proi 
pres. Cette méthode a été déjà exposée au [11-1-17] pour le cas d’une 
seule variable indépendante. Son application.à l'équation Au + Àu = 
— @ soulève de plus grosses difficultés. 


26* 
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II-2-46. Démonstration du théorème auxiliaire. Avant de passer 
À la démonstration du théorème énoncé dans le numéro précédent, 
on établira quelques de auxiliaires et prouvera quelques 
lemmes. 

Posons : 


pA=, 2,6%: (342) 
kR< 


On —® (An) =. 2 Che (343) 


Dans la formule (342) la sommation est étendue aux valeurs de k 
pour lesquelles À, < À. La fonction œ (À) est une fonction de À, 
croissante et positive: 


O0 pour À<À, | 
Un PR Een Se 
Comme À,+A<24 pour À,<X, il vient 
PA Y + 
AA 
êt en vertu de (330), on obtient … 
p(A)=O0(VÀ), (345) 
autrement dit, æ(A)/V À est borné pour À >. On a d’autre part 


n-1 


1 
> HET = À CA Evers mu + 


et de en 
Ge © Apes 
US RS | __dæ 
RH. hu tA (c +1) * 
- À 


ni formule 659 nous ET d’écrire 
An 


2 : = rar d CRUEL 
RAT {z+Ap An LÀ Le 


Ôr 6, — —p{h,) et . (345) il s'ensuit que 0,/(À, +À)—>0 pour 
es donc la dernière formule nous donne 
6) Ge. —- (346) 


+= ù RH) TH 
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De (345) il résulte aussitôt que la fonction à intégrer est de l’ordre de 
z%/2 lorsque x—> co. Pour alléger l'écriture, si 4 (À) — aA + 
+ & (À) V, où æ (À) —+ 0 pour À —+ , on écrira + (À) — a? (tome 
IIT,, [V-45)). Prouvons deux lemmes: 


Lemme I. Sif (A) est définie pour tous les À => 0 assez grands, 
admet une dérivée continue, \f' (À) croît avec à et f (à) — a (q >> 0), 
alors f' (À) — agAï”1. 

Prouvons d’abord ce lemme pour a = 1etqg =1. Onaf(h x 
et il nous faut montrer que f’ (à) — 1, c’est-à-dire il faut prouver que 
f' (À) — 1 lorsque À — oo. 

Raisonnons par l’absurde. Si f” (À) ne tend pas vers 1, il existe 
une suite de valeurs À, telle que À, — o et f’ (À,) — h, où h Æ 1. 
Supposons par exemple que k => 1. Soit y >> 0 un nombre arbitraire. 
Comme Àf’ (À) est une fonction croissante, il vient 


F (An + YAn) —f (hn) — 





YAn 
; An+Yhn Anf' (An) An+yAn ax f' On) 
M Sun 
n ñn 


Le second membre tend vers Z In ({+y)>1 si y est assez voisin 
de 0. Or de f{(A) — À, il s'ensuit immédiatement que 
f (Ain +YAn)—f (An) 1. 
Yhn 
Cette contradiction prouve le lemme pour a—q=— 1. Passons au cas 
général. Posons p= À et f; (a) = 2j (p#/9). On a 


D 
Cheb co); (= TS (uT)= AS (À. 


Donc, uf;(u) est une fonction croissante et l’on peut appliquer 
le lemme à f,(u) pour a=q=1, d’où il vient 


je 
fi), je. ut fut), 


et f'(À) — aq", ce qui prouve le lemme. Cette démonstration 
reste en vigueur pour À — oo. 
Considérons l’intégrale 


: ni 
pe | per du (P=1;2, rush (347) 
0 | 
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La substitution u—zx/({—zx) nous permet d'écrire cette intégrale 
sous. la forme (tome IIL,, [IIT-17]) : | 4 


_ 1, _CC+a)r (rte) (348) 


pP J '(2p+2) 
Lemme Il. Soient 
1-@œ +5 1+a p+5 
u u 
Ron | gp di Ko | ppp du: 
0 _ 
Fe 
Ke | gp de 
1+@ 


où O<a<i. Alors : | 
K 1 <ôpKp3 Kp2>(1—0p)Kp3 Kp:s <ÔPKpr (349) 
Qù Ôp, Ôn et On qui dépendent de x, tendent vers O lorsque p— oc. 
En appliquant la formule de Stirling (tome IIL, [IKI-20]) 
'(2)=V2n 2 De (A Le (2)] (e(z)—0 pour z—+ 0), 


au second membre de (348), on obtient 
3\p+1 4 \? 
202 (e+3)7 (+3) 
3 


(+1) 772 


où €,—>0 pour p->00. Le produit de la fraction par Wp tend 
vers 1 lorsque p-> 0, as 


K,=V 212 (+e,), 


K,=Ap 52 (14e) (6-0), (350) 
3 
où A=V2r2 2. ne u/(u +1)? présente un maximum égal 
à 1/4 en u—1, Fe 
1 1 


1-a = œ 


u2 p u? 
Kpa<K GS [on 
où 0O<k< 1/4 et k dépend de &. On obtient donc 
K 1 <Aik?, (351) 


où À,=— x/2, et de façon analogue 
K,s<A1k?. | (352) 
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On a kP—(1/4— 6)?, où ô>=>0 et dépend de &. De ce qui précède, 
il s'ensuit que k?-22#pt/2— (4— 46)? pt/2—>0 pour p—o et en 
vertu de (350), (351) et (352), on obtient les inégalités (349) 
pour K,,, et K,,3. On à par ailleurs 


K,2=Kp—Kp1—Kp.32Kp— (Op +0?) Ep 


de là on déduit (349) pour K,,,:, ce qui prouve le lemme. 
Passons à la démonstration du théorème formulé au [Il-2-45]. 
D'après l'hypothèse de ce théorème 


00 


p (x) 7 
0 


vie 
. 


(353) 


Considérons la fonction A?2s(À) et montrons que sa dérivée est 
strictement positive et croît avec À : 





d Lol Mot 7. 0 up) 

a Ds O2 | LÉ de=2 | ES du. 
De la dernière expression et du fait que la fonetion @ (x) est crois- 
sante, il résulte immédiatement que la dérivée du premier membre 
est strictement positive et croissante. On peut donc appliquer le 
lemme I à la fonction À?s (À) et, en vertu de (353), obtenir 


1 
d 3 . 





d’où 
[ _o&@) 1 73 
On a par ailleurs 
3 Co 
, 1 5 d ’, _9. up (Au) 
ass" (A) LH, 2 (us (112.3 Î Te du, 
et l’on peut appliquer le lemme Ï à la fonction — Aîs’ (À): 
1 
d , 1 3 5 
mr [ASS (À)] ad 3°T es 
Une dérivation combinée à (354) nous donne 
. 5 
7 1 3 9 
s’(1=31 | ES ds HN À (355) 


0 
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En prolongeant cette procédure, on est conduit à la formule 
cu 2m+ 1 


(—1)% 5" (À) = (m+1)! | re a 1.3. OL, HX 7. 
) 
(356) 
Etudions maintenant le comportement de l'intégrale 
= Î ER dr (p>1) (357) 


Û 
pour de grands À. On a 


xP (+) LS ( à (—À)s 


ep gr = 2{(,)mrpe 


S\ _p(p—1)...(p—s+1), /0\ 
(;)= s! : (,)=1 
et par suite 


P 00 
= S\(—a) (x) 
Jp @E 2 É} ( À) (x A)prèts dz. 
En tenant compte de (356) on obtient 
1 P 
1,0 = HA PE D (—1) (5) CREED, 


+8 
_ (+s+1)12r (358) 


(NCTEES 
L] 


Jo()=s(4) HR 


La première de ces formules peut être mise sous la forme 





1 
ne r (p+s+s) 
Le P-5 1 _ 8 S 2 
TEE va 2 L (3) T(p+s+2) (299) 
Prouvons maintenant la formule 
{ 
p r(p+s+s) 
1 2/5 2/7 _2 
20()roren fr 660 


7= 
ELA 
y s—0 


A cet effet, considérons l'intégrale 
1 
P+3 
Het 


L dz, (361) 


=) G+FDP 
0 
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qui par la substitution x— Au se ramène à la forme 








: p+ 3 
u 
Li pr du TA (362) 
À 2 0 à 2 
On a 
p 
x p sl À 5 | 
(5) 2) la 
et l'intégrale (361) devient 
/ S e Æ 
LD (0) Ter de 
s= 0 
1 
1 Sep) TT us 3e 
ir D) foire de (665) 
T3 s—=0 0 


Le changement u—zx/(1—zx) nous donne 
1 


€ ie 4 p+s-+ 
pr du = | a (1-2) * dx = 
0 


1 
r(g)r(rts+z) 
F(p+s+2) 

Portons ceci dans la formule (363) : 


1 
oo P{p+s+— 
Énere So() El 





En comparant avec (362) on obtient (360) et la formule (359) 
devient 


(364) 


1 
DH SP > 
JO) = x Ke 


ou 
1 
2H ,7P-T5 
JO) = A ÊK,(1+m); (365) 


où 1 dépend de p et de À et n1 — 0 pour p fixe et À — oo. 
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Mettons l'intégrale J, (À) sous forme d’une somme de quatre 


termes : 
1 (2) (a)  (1+a)à co 
zPŒ(x 
J, A) = ( pire de + | + | + = 
0 1 (A<@)A  (1+a 


= JT p.0+Jp1+Jp2t ps (866) 
où 0<a<1. De (345), il s'ensuit 

0<p(h)<A VX, 
où À est une constante et par suite 


1 
(1-a)h P+-- 


1 
—D-—— 
nr da = AN 2K 


Jr,1<À p, 1? 


d'où, en vertu du lemme Il, 


, où n» dépend de p et de &œ et n,->0 pour p—>-o et « fixe. 
On obtient de façon analogue 


1 
2H , PT - 
où "> est identique à n,. Majorons J,, 5: 


1 
dx B [x 1 


Do | = 2 
0 


pe ppm |<-r 

(z+A)22t2 2p+1 A 2p+1 (1+A)?#1 F pa?rti ? 
où B et B, sont des constantes (ne dépendant pas de p et de À). 
De là on déduit que 


1 

2H , 71775 ; 
Jp,o= 7 À K nn 
et l’on a 


1 
RS En 
OL n< PF, À : 





où € est une constante. Les formules précédentes entraînent : 


1 
2H "PT ; ; 
Jo KA EM —-N—Np — M). (367) 


ps A ES 
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En tenant compte de la définition de J,,, et du fait que (x) es. 
une fonction croissante, on obtient 











À pt 
(A+ a) = 
PATES | Free 
À-aù 
RE 1 
__ p(Â+aà) A+a\2, PT : 
= (te) à ?Æns (868 
d’où | 
31 _ es + 
p(A + a) PTT Jp, 1—a\ 2 3773 Jp,s f1—a\7?2 
Tan 2 À eu (5) À Kp (=) | 
La relation (367) nous donne 
(AtaÀ) 2H ; nn fi—a\12 
one mn np ns) (LE). (869) 


De façon analogue, à partir de (368) on déduit : 


À+ar ++ 


22 TER | Rp de 
A-ax 


1 
_ PA—aù) (5) P Tr 


(À —aÀ)1/2 1+a@ 
d'où 
(À — a) + J 1+a \1/2 
PA 2 P,2 œ 
(A — aÀ)1/à <A Kb, 2 1—@ ) d 
et, en vertu du lemme II et de la formule (367), 


À — À 1 1/2 EN 
Te (+ ma né mp9) (LE) (AE. (870) 


Montrons maintenant que le rapport (A)/V À tend vers 2H/x 
lorsque À — co : 





lim QE, (371) 

D'une façon générale, un nombre À est une valeur limite admis- 
sible de @ (À)/V À pour À —+ o si pour tous 8 > 0 et M > Oil existe 
des À’ tels que | A — p (W)/V À | & et À’ > M. De façon analo- 
gue, À = —+o sera une valeur limite admissible de g (A)/V à si 
pour tous M >> 0 et N => 0 donnés, il existe des valeurs de À’ telles 


que (W')/V A > Net À’ > M. Signalons que par valeur limite 
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admissible on entend des valeurs de À telles qu’il existe une suite 


infinie strictement croissante de valeurs à, de À telle que o (4,)/V' À, —+ 
—+ À. Il nous faut prouver qu’il existe une seule valeur limite admis- 
sible et qu’elle est égale à 2H/n. 

Considérons les inégalités (369) et (370). Nous remarquons que 
leurs premiers membres ne dépendent pas de p contrairement aux 
seconds. Fixons d’abord p et & et faisons tendre À vers l'infini de 
telle sorte que les premiers membres de ces inégalités tendent vers 
une valeur limite admissible de A. Nous obtenons, compte tenu du 
fait que n, et n, ne dépendent pas de À: 

) 1/2 
9 


2H 

ras ns) (LS 

1 1/2 
AS (Ann) (LE) 


Les premiers  . c'est-à-dire À, ne dépendent ni de p ni de & 
et en admettant que p a été pris assez grand et & assez voisin de 0, 
on trouve que l'unique valeur admissible de À est 2H/n, c’est-à-dire 
qu’on à (371). Ce qui prouve la relation (331) du théorème de 
[I1-2-45]. Cette démonstration est due à Hardy et Littlewood. Ces 
auteurs ont par ailleurs établi une proposition plus générale, le 
théorème prouvé ci-dessus n’en étant qu’un cas particulier. 








I1-2-47. Equations linéaires de forme plus générale. Considérons 
l'équation 


3 
L'(u)= À ui + D (a, Lo, Ts)u= —f(t, TL, Ts). (372) 


Dans la suite on désignera simplement par (x) ou (£) les coordonnées 
(Xi, Los Le) OU (Ë1, Ë, Ës) des points de l’espace. 

Supposons qu’on cherche la solution de l'équation (372) qui 
vérifie la condition aux limites homogène: 


u |s = 0. (373) 


Les fonctions données b (x) et f (x) sont supposées continues dans 
D; et possèdent des dérivées premières continues dans D;. 

Exactement comme au [[1-2-44] on cherchera la solution de ce 
problème sous la forme 


u(o)= | [ [Ga Dur, (374) 

D; ; 

où G(x; €) est la fonction de Green pour l'opérateur de Laplace 
avec la condition aux limites (373). Cette condition est réalisée 
pour la fonction u (x) définie par la formule (374) quelle que soit la 
fonction continue y (E) et il faut choisir cette dernière de telle sorte 
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que l'équation (372) soit vérifiée dans D;. En admettant que u (Ë) 
est continôment dérivable, on obtient pour elle l’équation intégrale 


n(o=f(@)+ [TEA (: Du du (875) 
D 
de noyau | 
K (x; £) = b(x) G (x; à). (376) 
Considérons l'équation homogène associée 
n(o= [TA (G: DH dx. (877) 
D 


t 
Il nous faut voir si cette équation ne possède pas de solutions non 
triviales. Supposons que b (x) < 0 dans D; et soit u, (x) une solu- 
tion de l'équation (377). La formule (374) pour u (£) = lo (E) nous 
donne la solution de l’équation L (u) = 0 qui satisfait la condition 
(373). Or cette solution est identiquement nulle [II-2-43], c’est-à-dire 
que 


Ji | &(& à 8) po ED dr 0. (378) 
De la formule (377) pour u (x) = Lo (x), il s'ensuit immédiatement 
que Lo (E) doit posséder dans D; des dérivées continues [I1-2-33] et en 
appliquant l'opérateur de Laplace aux deux membres de (378), on 
trouve u9 (x) = 0, c’est-à-dire que l'équation (377) n’admet que la 
solution triviale pour b (x) < 0 et par suite l’équation (375) admet 
une solution quel que soit le second membre. Comme f (x) possède 
par hypothèse des dérivées premières continues dans D;, on peut 
affirmer qu'il en est de même de p (x), d’où il s'ensuit que la formu- 
le (374) nous donne la solution du problème posé. On démontre que 
l'équation homogène (377) n’admet que la solution triviale quel que 
soit le signe de b (x) si le domine D; est assez petit. Tout ce qui vient 
d’être dit vaut pour le plan. Si l’on applique la méthode dévelop- 
pée ci-dessus à de 


D Us +3 d(z)usy+b(r)u=—f(x), (379) 


on est conduit à une ee intégrale de noyau 
3 


K (x; b=2 di (2) Gr, (x; E)+b(x) G(x; 6). (380) 
Si les dérivées de la fonction de Green sont telles que 


Enr DIS, (384) 
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alors cette équation intégrale est justiciable des théorèmes habituels. 

On trouvera une démonstration relativement simple de la majo- 
ration (381) dans l’article de D. Eï dous (DAN SSSR, 1956, 
106, n° 2). 

II-2-48. Tenseur de Green. Soit Z (u) une opération linéaire as- 
sociant un vecteur au vecteur u (u,, u», us) dépendant de (x, y, 2). 
Considérons l’équation 

L(u) = — f, (382) 


où f est un vecteur donné dépendant dé (x, y, z). Supposons que sur 
la surface S du domaine D est donnée une condition aux limites 
homogène, par exemple la condition : 


u |s = 0. | | (383) 


Par tenseur de Green pour L(u) avec la condition aux limites 
(383) on sous-entend une matrice | | 
Gi Gr Gis 

G(P; Q)=G(x, y, Z; ês n; t) = Ga G22 G23 , 
| Ga Ga Gas 
telle que l'équation (382) avec la condition (383) soit équivalente 
à la formule 


a(P)= | [(G(P; Qf(Q)dre, (884) 
D 
l'expression à intégrer étant l’image du vecteur f par la matrice 
G (P ; Q) traitée comme un opérateur, c’est-à-dire que cette expres- 
sion est un vecteur de coordonnées: 
Gif + Giofa + Gisfs (= 1, 2, 3). 
Chaque colonne du tenseur nous donne les composantes d’un vecteur 
Sn (k = 1, 2, 3) qui possède des dérivées continues dans D; {Q} 
et vérifie l'équation homogène (382) avec la condition aux limites 
(383). La nature de la singularité en Q résulte immédiatement de la 
signification physique du problème. En se servant du tenseur de Gre- 
en on peut ramener comme plus haut le problème aux valeurs et 
fonctions propres de l’équation 
L (a) + Au = 0 
avec la condition aux limites (383) à un système d'équations inté- 
grales. | 
Ecrivons l'équation fondamentale de la théorie de l’élasticité pour le vecteur 
déplacement (tome IV;, {[11-35]) : 


ou 


m 
pr —C(au+ 


m—?2 





grad div ) : 
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En se servant de la formule (tome 11, [IV-2-6]) 
rot rot u = grad div u — Au, 


15 


on peut mettre cette équation sous la forme suivante pour le cas statique: 


A*%u = a grad div u — b rot rot u = 0, 


__G(2m— 2) 


——s ib=6, 


(385} 


ou, en introduisant les coefficients de Lamé À et u, a — À + 2u; b — 
Dans un domaine illimité, la force unité appliquée en un Eoint Q FE n, © 
parallèlement à l’axe des Z produit un déplacement de coordonnées *) : 


r3 


Al 


à y 


À Bu A 2h) 


0) 
Fr? T À+u 





À + 3u 


; = AUD, 


tr EU TER. 


On obtient des expressions analogues pour le déplacement dans le cas de 
forces parallèles aux axes des X et des Y. Le tenseur de Green s’écrit dans ce cas 


1 
7 


1 (x—E)? 

D co. 

_W= mn) (&—Ë) 
rà 

_(2— 0) (x — 6) 


r3 


Po= 


et 
1, (x—E£) 
_ e ——.— 


Pr= 
(2— €) (x —Ë) 
Ru à 


(y —n) (x —Ë) 
rÿ 


1 
Pa + Srtb Pr, 


_@=E y) 


rè 


1 w—n} 


r3 


- 
_G—0 Y—n) 


rà 


(z—E) (y —1n) 
rè 

4  (y—n) 

Le nl 

(z— 0) (y —1) 


rè 


(886) 


_(æ— (—0 | 
rÿ 
_w—n) («—0) || 

rè 
1 _(G—t} 
LES 


F5 
(z—Ë) (2— 0) 
F3 


(y— M) G— 0 
73 


1, (—0? 
TR 


La condition aux limites (383) est remplacée ici par # | — 0. L’équation 


Atu = —f 


*) A. Love, À treatise on the mathematical theory of elasticity. Cambridge 


University Press, 1906. 
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admet ici la solution (385). Le tenseur (386) s'appelle en théorie de l’élasticité 
tenseur de déplacement de Somigliana. On peut le mettre sous la forme 





= UD LI 54 +) TE |e 
où E est la matrice unité et r Xr, le tenseur 
(x —6)? (z—E)(y—n)  (z—Ë6)(:—0) 
rxXr=| (y—n)(z—$) (y—n)? G—n)(z—0) ||. 
(z— ©) (x —6) (z— 6) (y —n) (z— €} 


Dans un travail de Weyl (Rend. Circ. math. Palermo, 1915) on trouvera les 
divers analogues de la formule de Green pour l’équation (385), la construction 
du tenseur de Green pour un domaine borné et l’étude à l’aide de ce tenseur 
-des valeurs propres de l'équation 


Atu + Au = 0. 


I1-2-49. Problème statique plan de la théorie de l’élasticité. Certains pro- 
blèmes aux limites sont résolus dans le plan à l’aide de l'intégrale de Cauchy. 
Tel est par exemple le cas du problème de Dirichlet pour une équation harmoni- 
que et biharmonique ou des problèmes de la transformation conforme d’un do- 
maine simplement connexe en un disque ou d’un domaine multiplement connexe 
en un domaine d’un certain type (V. K r y Lo v. Matem. zb., 1938, 4 (46), n° 1). 
L'intégrale de Cauchy ramène ces problèmes à des équations intégrales. On se 
propose d'appliquer cette méthode à la résolution d’un problème statique plan 
de la théorie de l’élasticité (N. Mouskhélichvili, Quelques problèmes 
de la théorie de l'élasticité, Moscou, «Naouka», 1966 (en russe)). Si la condition 
aux limites se traduit par la donnée des déplacements sur le contour ? d’un 
domaine B, alors la résolution du problème statique revient à trouver deux 
fonctions æ (z) et Ÿ (z) régulières dans B et vérifiant sur le contour ! la condition 


—kp() + ()}+p(4')=f(4)  (3€1) (387) 
-où k est une constante réelle, f (z’) une fonction donnée sur Z. En multipliant 
les deux membres de (387) par ri +, où z est extérieur à L et en intégrant 
le long de !, on obtient 
EE 


z'— 2 2ni 
l 


| 
nl 
SE 

ee 





F=g | Le) dz' (z est extérieur à ) 
l 


-est une fonction connue à l'extérieur de Z. En faisant tendre z vers le contour 
1, on obtient 








he ® (z’) , 1 , 1 z'q (2°) CE 

Der ao te [Que 088) 
l l 

où les intégrales sont comprises au sens de leur valeur principale. Pour 

-obtenir une équation contenant des intégrales ordinaires, servons-nous des 
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formules 
b—= k PU) js de 1 p'(z')dz' 
2 UT | a ET | et 
l l 


En multipliant la deuxième équation par + et en ajoutant les deux 
équations terme à terme à l'équation (388), on trouve 


TN k PEN 2 —t 1 11,1 
Oo + EE [omiemÉ— + | 9) 
l l 


— 
3 —t 





dz'=F, (t). 


ARE 


LS 


Enfin, en intégrant par parties l'intégrale qui contient @’(z’), on obtient 





—— k — z'—t 1 à CASE 
om [émane [oera er. (ss 
l l 
Si l’on pose z'— tre, l'équation précédente devient 
PTS 1 — 2i , Dior 
kp() + | Le 2 p (7) — RP (771 d0 = Fe (1). (390) 


l 


En séparant la partie réelle de la partie imaginaire, on obtient un système 
de deux équations intégrales pour les valeurs de la partie réelle et imaginaire de 
q (z’) sur Z. La résolution de ces équations nous donne  (z') sur , et la formule 

e Cauchy, p (2) à l’intérieur de {. Pour trouver 4 (z) on multiplie les deux 


membres de (387) par Da où z est intérieur à {, et on intègre le long de !: 


__k pt) ,, 1 (zp({),,. 1 Î f{) ,, 
VE 2ni | 3 —2 — 2ni | z'—2 Le TG z'—2 ei 
l l 


Cette méthode de réduction du problème aux limites (387) à une équation 
intégrale est due àiN. Mouskhélichvili (DAN SSSR, 1934, 3, n° 1). 
En composant l'équation (389), on a admis que le problème possédait une 
solution. L'étude de l'équation (389) nous permet d'établir le théorème d’existen- 
ce de la solution du problème statique plan posé non seulement pour un domaine 
simplement connexe, ce que nous avons admis plus haut, mais aussi pour un 
domaine multiplement connexe *). 

La réduction du problème statique plan de la théorie de l’élasticité à une 
équation intégrale a été donnée dans le travail de V. A. Fock (CG.r. Acad. Sci. 
Paris, 1926, 182). 

Dans l'équation (390), 8 est l'angle formé par le rayon vecteur d’origine 
un point t fixe du contour { et d'extrémité un point variable z’ de L et l’axe des 
x. En prenant ceci en considération, on voit immédiatement que l’équation 
homogène (390) possède une solution œ (z') — const non triviale. On peut en 
dire autant de l'équation (389). On peut toujours admettre que z — 0 est inté- 
rieur à L. De la forme de la condition aux limites (387), il s'ensuit que l’on peut 
transporter le terme constant de  (z) dans Ÿ (z) et admettre que @ (0) = 0. 
D'où il résulte que | 











*) D. Sherman, DAN SSSR, 1935, 4, n°9 3, 
27—01017 
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en ajoutant cette équation à (389), on obtient une nouvelle équation qui ne 


possède pu de fonctions propres. 
On peut appliquer une autre méthode pour résoudre le problème aux limites 


(387) *). où Pare p (z) et Ÿ (z) sous la forme 


ras cu 
PU)= _—. | PTE dz (z est intérieur à L), 





oi (z) ,, z'@ (z') : 
VOS | sd Du | eat Von mn nn DEN 
1 1 1 











où & (z’) est la fonction cherchée sur Z. En portant  (z) et 4 (z) dans 387) et en 
utilisant les propriétés de l'intégrale du type RAA on obtient l'équation 
intégrale suivante pour © (z’): 





ko (9—- fouamit 1 focaE= = — f (+). 


l l 
Le travail de D. Sherman traite le cas d’un domaine multiplement connexe 
et analyse l’équation intégrale obtenue. 
II-2-50. Sur les résultats de Schauder. Les problèmes aux limites 
classiques pour les équations elliptiques du deuxième ordre 


n 


LU)= À anse + À buts, +eu= f (394) 


L 


sontleproblème de Dirichlet dans lequel les valeurs de 
la fonction u sont données sur la frontière S d’un domaine D & R"': 


u |s =  (s); (392) 


le problème de Neumann dans lequel les valeurs de la 
dérivée de uw suivant la conormale à S$ sont données sur S : 


n 
êu 
P (u)ls= > Mir, 008 (7, Ti)ls= Ÿ (s), (393) 
î, k=1 
et enfin leproblème mixte, où est donnée une combinaison 
linéaire de P (u) et de u sur S: 


P (Qu) + ous = % (5). (394) 


Les résultats les plus élégants sur l’existence d’une solution du pro- 
blème de Dirichlet dans des domaines bornés D appartiennent à Schau- 
der et partiellement à Caccioppoli: J. Schauder, Uber lineare 
elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Math. Z., 1934, 
38; Numerische Abschätzungen in elliptischen linearen Differential. 
gleichungen. Studia Math., 1934, 5; R.Caccioppoli, Sulle 
equazioni ellittiche a derivate partiali con n variabili indepen- 


*) D. Sherman, DAN SSSR, 1940, 27, n° 9. 
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denti. Rend. Acc. Lincei, 1934, 19. Ces résultats sont formulés en 
termes d'espaces de Hôlder C!* (D). Les éléments de C® (D) sont 
des fonctions u (x) Hülder-continues d'ordre & (4 € ] 0, 1 [) dans D, 
c'est-à-dire u (x) est continue dans D et la constante de Hôülder est 
finie pour elle: 

sup lu (x) — u (y)| Ps = (u)$. (395) 


x, ED [z—y|* 


On définit une norme dans C*(D) par 
[ue 11 = sup lu (x)1 + (5. (396) 


Les éléments de C!+# (D), L > 1, sont des fonctions continues dans D 
et dérivables jusqu’à l’ordre L, les dérivées d’ordre / appartenant à 


Ca (D). La norme de C!+ (D) est définie par 
l 
Iulb*®= 2 3 sup |D'u (x)1+ Y (D'uys, (397) 
k=0 (k) xED () 
où D) signifie que la sommation est étendue à toutes les dérivées 
k) 


d'ordre k. Les espaces C!* (D), 1 > 0, sont des espaces de Banach. 
Il en est de même des espaces C! (D), 1 = 0, 1, : .., constitués de 
fonctions continues dans D et possédant des dérivées jusqu’à l’ordre 
l continues dans D. La orme dans C! (D) est définie par 


ru = ) Y sup |D'u (x)|. (398) 
k=0 (k)xeD 


Il est d'usage d'écrire simplement C (D) pour C° (D). 

On dira que la frontière S d’un domaine D € Rr est de classe 
Cte, 121, a € 10, 1[, s’il existe un nombre p >> 0 tel que l’inter- 
section de S et d’une boule B, de rayon p centrée en un point arbi- 
traire 2° € S est une surface Cobnoze définie dans un système de coor- 
données cartésiennes locales (y,, . . ., y,) d’origine x° par l'équation 
Yn = @ (Yys + +» Yn_1), la fonction @ (Y1, . . ., Yn-1) appartenant. 


à la classe C'* dans le domaine fermé B (+°, p) qui est le projeté 
orthogonal de l'intersection S NB, sur le plan Un = 0. Par « sys- 
tème de coordonnées cartésiennes locales d’origine x? € S » on dé- 
signe un système dont l’axe des y, est orienté suivant la normale à S 
en z2° et les autres axes y;, qui sont deux à deux orthogonaux, sont 
situés dans lhyperplan tangent à S en 2. 

Dire qu’ une fonction définie sur une surface S de classe C!#« 
appartient à C*+8 (S), k + B << 1 + « revient à dire qu’elle appar- 
tient en tant que fonction des coordonnées locales (y1, . . ., Yn-1) 

à C*+8 (B (x°, p)) pour tous les € S. | 


27* 
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Voici le résultat fondamental de Schauder : 


Théorème 1. Si les coefficientset le second membre f de l'équa- 


tion (391) sont des éléments de C'+* (D), 1> 0, où D est un domaine 
borné de R", 


n n 

| 2 | dinËËr > V 24 £, v—const 0, 
c (x) L 0, S est de classe Cl? et p E C++ (S), alors le problème 
(391), (392) admet une solution u et une seule de la classe C!+?+% (D), 

Ce théorème combiné à la compacité de l'immersion de C!* (D) 
dans C!(D) et aux propriétés spectrales des opérateurs complète- 
ment continus nous permet d'établir l’analogue du premier et du 
deuxième théorème de Fredholm pour l’opérateur L avec la condition 
de Dirichlet. Plus exactement, considérons parallèlement au pro- 
blème (391), (392) le problème spectral 


L(u) = Au, uls = 0. (399) 


Pour que le résultat soit plus complet il faut admettre que À est un 
nombre complexe et w une fonction de la variable réelle x à valeurs 
complexes. De ce fait, il faut introduire les analogues des espaces 
C!+2 (D), dont les éléments sont des fonctions à valeurs complexes 
u (x) = ui (x) + iu, (x), où wi (x) et u, (x) appartiennent à C!+% (D). 
On désignera aussi ces espaces par C!+4 (D), Une norme dans un tel 
C!+4 (D) est définie comme la somme des normes (397) pour uw, et w. 
On a la proposition suivante: 


Théorème 2. Supposons que toutes les hypothèses du théorème 
4 à l'exception de c (x) < 0 sont remplies pour L et S. Alors le problè- 
me (399) possède des solutions non triviales pour un nombre au plus dé- 
nombrable de valeurs À: À = À, k = 1,2, . . .,et ces solutions appar- 
tiennent à C'+*?#« (D). Les nombres }4 sont situés dans la parabole qua- 
dratique n = {à = N + il": À"2< @ (ts — À), à > 0} dont les 
paramètres a; se déterminent à l’aide des coefficients de L. Chaque Àz 
est de multiplicité finie, c'est-à-dire qu'à chaque À4 est associé un nom- 
bre fini de solutions linéairement indépendantes. Le problème 


Lu) =Au+f, uls =, (400) 


admet une solution unique dans C!'*?+2 (D) quels que soient f € C'+a (D) 
et EC! (S), pourvu que À Æ hn, k = 1, 2, .. 

. La dernière proposition du théorème peut être brièvement formu- 
lée comme suit : le théorème d'existence résulte du théorème d’uni- 
cité pour le problème (400). Les nombres {À;} constituent le spectre 
de l’opérateur L pour la condition aux limites du problème de Diri- 
chlet. Les solutions correspondantes v,, c’est-à-dire Les solutions du 
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problème (399) pour À = À;, s'appellent fonctions propres de l’opé- 
rateur L pour la condition aux limites du problème de Dirichlet. 
Elles sont toutes de la classe C!+?+* (D). Il est impossible de formu- 
ler sous une forme simple le troisième théorème de Fredholm pour le 
problème (400) sous les conditions de régularité imposées plus haut 
aux coefficients de ZL. Nous ferons ceci plus loin en imposant d’autres 
conditions aux coefficients de ZL lorsque nous étudierons en détail 
le problème (400) dans l’espace hilbertien W° (D). 

La démonstration de ces théorèmes repose essentiellement sur 
l’importante inégalité suivante: 
Eu SP < CUIL (@) 19? + max Lu | + [lu IST (401) 

D 

Cette inégalité est valable pour toute fonction w € C!+?+ (D). La 
constante C dépend seulement des normes des coefficients de Z dans 
l’espace C!+4 (D), de la constante d’ellipticité v et de la frontière S 
qui doit appartenir à la classe C!#+, Si le coefficient c (x) 0, 
alors on peut éliminer le terme max | w | du second membre de (401). 


. Il est d'usage d'appeler l° rie (401) inégalité de Schauder (qui 
l’a établie pour ? — O). 

Nous ne développerons pas ici les démonstrations des faits men- 
tionnés, car elles sont compliquées et assez laborieuses. Le lecteur in- 
téressé pourra consulter la monographie de O0. La dyjenskaïa 
et N. Ouraltsé va, Equations linéaires et quasi linéaires de type 
elliptique, M., Naouka, 1973 (en russe). Signalons à ce propos l’idée 
originale et assez fructueuse de Korn, appelée généralement « gel » 
des coefficients. Cette idée a permis de décomposer le problème en 
plusieurs problèmes «canoniques » faisant intervenir seulement 
l’opérateur de Laplace. Pour résoudre ces problèmes on se sert de la 
théorie classique du potentiel exposée dans les paragraphes précé- 
dents. Cette idée est largement utilisée dans l’étude des problèmes 
aux limites généraux pour équations et systèmes d'équations d'ordre 
quelconque de type elliptique et parabolique ; elle a permis en par- 
ticulier de prouver que les problèmes (391), (393) et (391), (394) 
admettaient une solution au sens de Fredholm. 

On prouvera dans les numéros suivants que le problème (400) 
admet une solution au sens de Fredholm dans l’espace hilbertien 
W° (D). Cette démonstration est bien plus simple que dans les au- 
tres espaces et ne fait pas intervenir l’idée de Korn. 


II-2-51. Solutions distributionnelles de la classe W? (D). Pour la 
suite de l’exposé il nous sera utile de mettre l'opérateur L sous la 
forme 


EU (a dir _ —) +>u es + Cu, Gin = An; (402) 
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Si les coefficients a;, possèdent des dérivées distributionnelles pre- 
mières dans D, alors tout opérateur Z de (391) peut être représenté 
sous la forme (402) et réciproquement (aux valeurs près des coeffi- 
cients b;). Dans les numéros suivants, on se propose d'étudier la 
résolubilité du problème de Dirichlet 


L(u)=Au+f, uls—=0 (403) 


dans un domaine borné D pour des opérateurs elliptiques généraux L 
à coefficients variables en fonction des valeurs du paramètre À. Si 
dir, b; et c sont des fonctions mesurables bornées sur D et a;, possè- 
dent des dérivées distributionnelles bornées, alors pour toute fonc- 
tion u € W° (D), l'opérateur Z (u) est un élément de Z, (D) et pour 
tout n EC® (D), on a 


— [L(u)ndr=L(u, n), (404) 
D 


où L(u, n) désigne la forme bilinéaire 


L (u, n) = Î (Girl; — b;usn — cun) dx. (405) 
D 

Ici et dans la suite on omettra le signe ZX lorsque la sommation est 
étendue aux indices se répétant deux fois. L'égalité (404) s'obtient 
par une intégration par parties du premier groupe de termes du pre- 
mier membre de (404) (voir formule (1407) de [I-2-19]). Comme 
L (u) € L, (D) et que l’ensemble C> (D) est dense dans l’espace 
wi (D), alors la relation (404) est satisfaite pour tout n € W: (D). 
Toute fonction n € W: (D) peut être approximée pour la norme de 
W; (D) par des fonctions nm € C> (D). La relation (404) est véri- 
fiée pour uw et 1m et l’on peut y passer à la limite par rapport à m 
pour m —> co. On obtient (404) pour toute fonction u € W° (D) et 


n € W3 (D). _ 
Si u appartient à W? (D) et est solution de l'équation 
L (u) = }u + f (406) 
(pour presque tous les x € D) où f € Z; (D), alors pour cette fonction u 
et pour tout n € W: (D),on a 
Lu, mn =— | Gu+pndr. (407) 
D 
La réciproque est également vraie: si la relation (407) est réalisée 


pour un élément u € W° (D)et pourtout n € W: (D) (ou à la rigueur 
pour tout n € C® (D)), alors u est solution de l'équation (406). En 
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effet, de (407) et (404) il s'ensuit que 
| (Lu) hu —ÿ) n dr = 0, 


D 
et puisque le premier facteur appartient à Z, (D) et le second est un 


élément quelconque de W: (D) (ou à la rigueur de C> (D)), alors le 
premier facteur sera nul en vertu du théorème 2 de (tome IV,;, 
[III-4]). Donc, l'équation (406) et l'identité (407) prise avec un 1 


quelconque de W: (D) ou de C> (D) sont équivalentes sur W° (D). 
Néanmoins l'identité (407) est valable pour les fonctions u € Wi (D). 
Bien plus, elle ne contient pas les dérivées de a;, par rapport à x. 
Ceci nous permet d'introduire la généralisation suivante de la notion 
de solution de l'équation (406): 

On dit qu'une fonction u (x) est une solution distributionnelle de 
classe W} (D) de l'équation (406) si elle appartient à W! (D) et vérifie 


l'identité (407) pour tout n € y: (D). S'agissant des coefficients 
dir, 0; et c, on peut supposer simplement que ce sont des fonctions 
mesurables bornées sur D. De ce fait, on appelle solution distribution- 
nelle de classe W(D) du problème (403), une fonction u € W1 (D) 
vérifiant l'identité (407) pour tout n € W: (D). 

Cette généralisation de la notion de solution du problème (403) 
est adéquate. Si les a;4 vérifient, quels que soient les réels £,, . .. 
..…..» En, l'inégalité 

n n 
an(r)Etr>vD E, zED, v=const >0, 
i, A1 i=1 
inégalité qui n’est autre que la condition d’ellipticité de L, et s’ils 
sont dérivables, alors le problème (403) est justiciable de propositions 
qu’il serait naturel d'appeler théorèmes de Fredholm. Celles-ci sont 
identiques aux trois théorèmes de Fredholm prouvés précédemment 
pour des équations intégrales de Fredholm de seconde espèce ainsi 
que pour des équations plus générales de la forme u = AA (u) + f 
dans un espace hilbertien séparable (notamment dans Z,) avec un 
opérateur À complètement continu [(tome IV,, chap. I), (tome V)I. 
Formulons ces théorèmes. Leur démonstration, quoique élémentaire 
du point de vue analytique, implique des notions et théorèmes de 
l'analyse fonctionnelle qui seront abordés seulement au tome V. 

Le premier théorème de Fredholm dit que si le problème (403) 
possède au plus une solution distributionnelle de Wi (D), alors il 
admet une solution pour tout f € L; (D). 

Ceci est également vrai pour À complexe, mais dans des espaces 


complexes L, (D), Wi (D) et W: (D), c'est-à-dire qu'il faut admettre 
que u et f sont des éléments de ces espaces. Les coefficients de L sont 
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partout supposés réels. Pour formuler le deuxième théorème de Fred- 
holm, il faut envisager les deux problèmes spectraux suivants: 


L(u) = Au, u|s = 0, (408) 
et 
L* (u) = }u, u |s = 0, (409) 
où L* est l’opérateur différentiel adjoint de Z au sens de Lagran- 
ge. En vertu de [I-2-19] l’opérateur L* est de la forme 
ô ôu > ô 
L* (u) — de (ai el er (b;u) + cu. (410) 
Par solutions distributionnelles non triviales de classe Wi (D) du pro- 


blème (408) on entend les éléments u € W: (D) non identiquement nuls 
vérifiant l’identité (407) avec f — 0. De façon analogue, les solutions 
distributionnelles de la classe W1 (D) du problème (409) sont les élé- 


ments de W:1 (D) vérifiant l'identité 


LY (u, n) = | (Ginlxx, — biunx, — cun) dr = — À | uy 
D 


D 





pour tout n€ W; (D). 

Le deuxième théorème de Fredholm dit que les problèmes (408) 

et (409) possèdent des solutions distributionnelles non triviales pour 
un ensemble au plus dénombrable de valeurs À: À — 4, k = 1, 2, 
Ces valeurs sont confondues avec les À, mentionnés au [HT 2. 50]. 
A chaque À, est associé seulement un nombre fini de solutions distri- 
butionnelles linéairement indépendantes du problème (408) et du 
problème (409) et ce nombre est le même dans les deux cas. La collec- 
tion de nombres {À,} s'appelle spectre de l'opérateur L et de l'opé- 
rateur L* dans le domaine D sous la condition de Dirichlet. 

Donc, le problème (403) admet une solution unique pour tout 
f € L: (D) pour tous les À = À3. Si À = À, dans (403), on s'assure 
sans peine qu'une condition nécessaire pour que le problème (402) 
admette une solution est que f vérifie les égalités 


| fo, dr =0, (411) 
D 


où v, est une solution distributionnelle quelconque du problème 
(409) pour À = À3. Ceci résulte de (407) si l’on y pose À = À, n = 
— v, et que l’on remarque que 


Lu, v)=L (vx, u)= —À, | vRu dx. 
D 


Le troisième théorème de Fredholm pour le problème (403) avec 
À = À}, affirme que la réalisation de (411) est une condition nécessai- 
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re et suffisante pour que le problème (403) admette une solution: 

dans l’espace W1 (D). Dans ce cas le problème possède une infinité 
Nr 

de solutions de forme générale u = u, + ” Cilh,s où u, est une so- 
= 1 


je 
lution distributionnelle particulière du problème (403), ux., i = 
= 1,..., N, les solutions distributionnelles du problème (408} 
pour À — À», et c; des nombres arbitraires. Pour que toutes les 
propositions précédentes soient vraies, il est essentiel que D soit. 
borné et que les coefficients a;, satisfassent les conditions 


v 2 E<an (7) Elu D 


où v > 0 et u >> 0 sont des constantes. La condition que b; et c 
sont bornés peut être affaiblie, plus exactement remplacée par la 
condition bd, EL, (D), > n etcE€L,(D), q> n/2. On peut de 
même affaiblir l'hypothèse sur f, la remplacer par exemple par f € 


EL, (D),oùq >—"* 


n —2 
On étudie de façon analogue le cas d’une condition aux limites de 
Dirichlet non homogène ainsi que le problème de Neumann et le 
problème mixte. 

Lorsque b; =:0, l'équation 
L() =} (412) 


est une équation d’'Euler pour la fonctionnelle quadratique 





pour n > 2 et q fini quelconque pour n = 2. 


J (u) = | (dinlxpUx; — CU? + 2Uf) dx, 
D 
et l'identité 


Lu, n= | (@nun—cun) de= — | jndz 


D D 


correspondant à (412) n’est autre que l’égalisation à zéro de la pre- 
mière variation de J (u) sur les fonctions uw et ôu = n. Donc, au pro- 
blème de Dirichlet pour l'équation (412) est relié un problème varia- 
tionnel de recherche des points extrémaux de la fonctionnelle J (u} 


sur une classe de fonctions de W} (D). Les solutions de ce problème 
(si elles existent) ne sont autres que les solutions distributionnelles 
de classe W1 (D) du problème de Dirichlet pour (412). 

Au (tome IV,, [III-9 à III-11]) on a montré que l’infimum de la 


fonctionnelle J (u) sur W: (D) est réalisé par un élément unique de 


W: (D) si c(x) =0 (ceci est également vrai pour toute fonction 
c (x) < 0 bornée). Les raisonnements effectués n’impliquaient pas 


/ 
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l'existence de la solution du problème de Dirichlet pour l’équation 
{412) ; au contraire, ils garantissent l'existence de la solution distri- 
butionnelle de classe W° (D) du problème de Dirichlet pour (412). 
Les bases d’une telle étude des problèmes aux limites (méthodes di- 
rectes) ont été jetées par Hilbert qui a justifié le principe de Rie- 
mann pour L — À. Plus exactement, sans faire intervenir la théorie 
du potentiel il a prouvé que parmi les fonctions indéfiniment déri- 
vables vérifiant la condition aux limites u |s = œ il en existe une 
qui réalise l’infimum de l'intégrale 


2 
J (u) = | D'ui, dx, dx, 
D i=1 


et cette fonction est harmonique dans D. Certes, à l’époque on 
n’opérait qu'avec des fonctions continûment dérivables et on essayait 
d’obtenir directement des solutions classiques. Ceci a compliqué 
singulièrement les choses. Dans les années 20, on a commencé à re- 
noncer aux dérivées ordinaires (classiques) en introduisant des déri- 
vées distributionnelles. Au début des années 30, lorsque la notion de 
dérivée distributionnelle exposée à la fin du tome IV, a pris corps, 
le problème de la détermination de l’infimum de J (u) (pour c (x) < 
< 0) a été posé et résolu en fait dans la forme exposée au (tome IV;, 
[I11-9], [ITI-10)). Dans le travail de K.Friederichs, Spektral- 
fheorie halbbeschränkter Operatoren und Anwendungen auf die Spektral- 
zerlegung von Differentialoperatoren (Math. Ann., 1934, 109, n° 4-5) 
la résolubilité de ce problème a été posée à la base de la construction 
de prolongements hermitiens semi-bornés des opérateurs elliptiques 


ñn 
ô ôu 
L{u)= } (on) + eu, 
i,k=i 


définis initialement sur l’ensemble de toutes les fonctions régulières 
nulles sur S. Les coefficients a;, ont été supposés continûment dé- 
rivables (ou, de façon générale, des fonctions de x de dérivées bor- 
nées) et le problème du prolongement des opérateurs non bornés L a 
été posé dans l’espace hilbertien L, (D). Nous reviendrons sur cette 
question au tome V. 

Les théorèmes de résolubilité du problème (403) (et les théorèmes 
analogues de résolubilité d’autres problèmes aux limites classiques 
pour l'équation L (u) = Au + f) formulés dans ce numéro ont été 
prouvés à la fin des années 40 par des méthodes différentes par M. Vi- 
chik, O. Ladyjenskaïa et S. Mikhline. Les définitions des solutions 
distributionnelles introduites diffèrent par leur forme mais sont équi- 
valentes dans leur fond. Nous avons exhibé les définitions d’une 
solution distributionnelle d’une équation et d’une solution distri- 
butionnelle du problème (403) proposées par O. Ladyjenskaïa. Ces 
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définitions ont été commodes pour l’étude des problèmes aux limites 
non seulement linéaires mais aussi non linéaires. La démonstration 
qu’elle a donnée des théorèmes de Fredholm se décompose en deux 
étapes: elle établit d’abord l’équivalence de 1 identité (407) à une 
équation opératorielle de la forme uw = À A (u) + f dans l’espace 


hilbertien W: (D), où À est un opérateur complètement continu. 
Pour cela elle utilise les estimations qui seront prouvées au numéro 
suivant ainsi que le théorème de Riesz sur la forme générale des 
fonctionnelles linéaires ; ensuite à l’aide des théorèmes de Fredholm 
valables pour de telles équations elle déduit Les propositions sur la 
résolubilité du problème (403) énumérées plus haut (voir à ce sujet 
les leçons de O. Lady jenskaïa regroupées dans l'ouvrage: 
Problèmes aux limites de physique mathématique. M., Naouka, 1970 
(en russe). Une analyse plus détaillée des problèmes (403) et (408) 
et la bibliographie correspondante sont données dans la monographie 
de O. Ladyjenskaïa et N. Ouraltséva indiquée dans le numéro pré- 
cédent). 


I1-2-52. Première inégalité fondamentale (ou énergétique). Sup- 
posons que les coefficients de l’opérateur L de (402) satisfont les 
conditions du [II-2-51], plus exactement, quels que soient les réels 
Exs + + + En et «ED, 


V 22, <a (x) Er LU 2 2 
De à (413) 
V2 @<h be (e hs 


où v>0,u>0,u>0, u et u; des nombres quelconques (pas 
forcément strictement positifs). Posons 


(a, v)= [uvdz, Iul=VU@ 0, = Yu, 


D i=1 


lux = V4, = (| A 


eo = qer+ tu = (f@2+ut) dr) 7. (414 
D 


On admettra que le paramètre À et toutes Les fonctions sont réels, 
quoique tous les raisonnements qui suivront se généralisent sans 
peine pour des À, u et f or On se de l'inégalité 


{Su dr | Du ut dr) ne "(fut : (415) 


D i=1 
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qui généralise l’inégalité de Bouniakovski-Schwarz (tome IT, [VI-1-8]) 
et qui se démontre de la même manière, et de l’inégalité élémentaire 


| ab | L ea? + (4e) lb? (416) 


valable quels que soient les nombres a et b et le nombre € > 0. 
Minorons la forme L (u, u) définie dans (405) en se servant de (413) 
et (415): 


Lu, u)>vllu,|?— (| S ux.. d)” ( | 5 (bu)? az)" ee 


D i=i D i=i 
— plu 2 vu À leu us lle I. 


De là il s'ensuit en vertu de (416) 
À 
Lu, u)>(v—e)luslP— (us +) ul (417) 


quel que soit e, > 0. Supposons que w est une solution distribution- 
nelle de classe W! (D) du problème (403), de sorte que cette solution 
est justiciable de l'identité (407). En faisant n — uw dans (407), on 
obtient 


Lu, u)+Allu[2= — | ju dx. (418) 


D 


En se servant de (417), de l’inégalité de Bouniakovski-Schwarz et 
de (416), on déduit de ne l’inégalité suivante : 


Ge) us le+ (ps) ru r< 
ie (419) 


où &, >> 0 est un nombre arbitraire. Cette inégalité s'appelle premiè- 
re inégalité fondamentale (ou énergétique). Sur (419) on voit que la 
norme || uw, || de la solution distributionnelle du problème (403) se 
majore en fonction de || f [| et [| uw ||. Si 


ap = 50, (420) 


alors (419) nous permet d'estimer la norme {|| u, || uniquement en 
fonction de || f I. En effet, prenons par exemple e, — 6/4 et &, tel 
que À — us — pu (4e; > — 36/4. Alors par des calculs élémentaires 
on trouve que €, = vu; (ôv + u°)-!, et de (419) on déduit la majora- 
tion voulue: 


2v° 
a PRE IFR (29 
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ou, pour abréger, 
Hu 1 <Cs I. (422) 


Grâce à cette majoration on a le théorème d’unicité suivant : 


Théorème 1. Si les coefficients de L satisfont les conditions 
(413) ef si est réalisée la condition (420), alors le problème (403) possède 
une solution distributionnelle au plus de classe Wi (D) (le domaine D 
peut-être illimité). 

En effet, la différence v — u’ — u” de deux solutions distribu- 
tionnelles éventuelles du problème (403) vérifie l'identité (407) avec 
f = 0, donc l'inégalité (422) avec f — 0, inégalité de laquelle il 
résulte que v — 0, c'est-à-dire que u’ = u”. 

Si le domaine D est borné, on peut affaiblir la condition (420). 
On se sert à cet effet de l'inégalité 


| u2dt LC | u dx (423) 
D D 


(l'inégalité (32) du (tome IV,, [III-7]) valable pour toute fonction 


uCW;(D) et tout domaine borné D. Pour &,€1]0, v] il s’ensuit 
de (419) que 





= : 1 
(S+i-us- eue TUE (424 





Cp Le: 
donc, si 
V—E ; pi \ 
max À—u. —-+) = 06, >0, 425 


alors en faisant €, — ô.,/2 dans (424), on obtient 
ru IF 87° 117 IP. (426) 


De là-et de (419) dans laquelle on aura posé par exemple €, — v/2 
et e, —= 1 on trouve la majoration de la norme complète de w dans 
W1 (D), soit: 

lu HO CII (427) 


La condition (425) est remplie par exemple pour L — À quel que 
soit À > 0. La condition (420) au contraire n’est pas satisfaite pour 
L = À et À = 0. Si les coefficients sont donnés dans un domäine 
quelconque D, et qu'ils satisfont les conditions (413) dans D,, alors 
la condition (425) est vérifiée pour tout À fixe (en particulier pour 
À = 0), pourvu que le domaine D € D, soit de volume assez petit, 
car Cn —+ 0 lorsque mes D —+ 0. On dit pour cette raison que le 
théorème d'unicité est valable pour le problème (403) dans des do- 
maines de « volume assez petit ». 
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Remarque. Au (tome IV,, [III-7]), on a montré que C, —+ 0 
si le diamètre de D tend vers 0. Des raisonnements plus fins montrent 
que C, est proportionnel à | mes D | 7, 


I1-2-53. L’espace W?, (D) et la deuxième inégalité fondamentale. 
Prouvons préalablement l'inégalité 


| lol ds <Gf:(lo1 + ol) dr. (428) 
S D 


Cette inégalité est valable pour toute fonction v € Wi (D), c’est-à 
dire pour toute fonction v € L, (D) possédant des dérivées distribu- 
tionnelles premières sommables sur D. La frontière S du domaine D 
doit être assez régulière, par exemple être de classe C1. L'inégalité 
(428) est valable pour une classe plus large de domaines: pour des 
domaines à frontière lipschitzienne. Nous ne donnerons pas leur dé- 
finition exacte mais de la conclusion déduite plus bas il est aisé de 
voir quelles sont les propriétés de S qui sont suffisantes pour que 
(428) ait lieu. L’inégalité (428) nous sera utile uniquement pour les 
fonctions v € C1? (D). C’est pourquoi nous nous bornerons à la dé- 
montrer seulement pour de telles v. De ce fait et de la densité de 
C1 (D) dans W1 (D), il s’ensuit que (428) a lieu pour tout v € W! (D). 
Considérons un système de coordonnées cartésiennes locales 
(Yus + + + Un) ayant pour origine un point quelconque æ €S, et 
un morceau S, (x°) de S d’équation 


Un —= © (Y1 ...., Un -1) 
Y' =(ÿys ses Yn-1) EB = {Y': |Y 1}. 


Supposons que p est tel que le domaine D,,4 = {y: y” € Bo, (y') — 
— ô < y, < o (y')} appartient à D. Admettons que la fonction © 


est continûment dérivable dans B,. Traitons la fonction v € C! (D) 
comme une fonction de y dans Ds. Le théorème de Newton-Leibniz 
nous dit que 


0 


(y, o(y')=v(y", w(y')--7) - [meme CU)HE Ge, (429) 


+ 


Prenons le module des deux membres de (429), multiplions le 


n—1i 
résultat obtenu par V 41 + 2 @ÿ,(y') dy" et intégrons sur B,. 


Des majorations élémentaires ous conduisent aux relations sui- 


ont M 


aan cou cocon nt ae ot AA nuitée sn 
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vantes : 


JS mme 
| b(", o(y)1V 1+ 3 of, (y) dy — | lu] dS — 
B, î1—1 8 (x) 

0 


= flot, o(y)-n+ [LOUE ax 


B —T 


p 
a 
X V1 + D oo, (y') dy < 


i—1 


<G[ [wG), ew)-11a7+ | 
B, D 





ôv (y) k 
Fo [ay] (430) 
p; Ô 
1 
pour t€]0, ô[. La constante C, est un majorant de 1+ D ©. (y'} 
i=1 *! 


dans B,. Intégrons maintenant l'inégalité (430) par rapport à + 
entre 0 et Ô et multiplions le résultat obtenu par Ô7!. On verra 
apparaître au second membre l'intégrale 


ô 
ô-1 | dx | lu (y, @(y")—T)] dy’, 
0 B 


p 
qui est <Ô71 | lu (y)l dy. On obtient donc l'inégalité 





D,, & 
pidS<GEt | lidy+G | 
8 (x) D, ô D,, 5 
<C,5”! | Iv| dx +, Î lv,ldx. (431) 
Do, 6 Do, 6 


Si l’on admet que la surface S est recouvrable par un nombre fini 
de morceaux S, (1°), on est conduit à l'inégalité (428) en sommant. 
(431) sur de tels morceaux. 

Définissons maintenant l’espace W° 0 (D). Cet espace est un sous- 
espace fermé de l’espace hilbertien 2 (D) défini au (tome IV: 
[TI1-7]). On rappelle que W? (D) est l’espace des fonctions de carré 
sommable sur D possédant des dérivées distributionnelles premières 
et secondes de carré sommable sur D. L'espace W? (D) est muni du 
produit scalaire suivant: 


(u, v}} = Î (uU + usvx + UxxVxx) AT, (432) 


D 
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n 
où bb = Use OÙ Uralar = | 21 arabe C'est un espace 


hilbertien complet dont une norme est désignée par Lu 5 = 


—(u, u)2/?, et parfois plus brièvement par [lu ||(?. 
Le sous-espace W?, (D) est constitué des éléments de W: (D) 
qui s’annulent sur la frontière S du domaine D. Si les frontières S 


sont « bonnes », l’ensemble des fonctions de C? (D) nulles sur S est 
dense dans W?, (D). Pour ne pas avoir à prouver ce fait important 
on définira MÈ (D) d’une autre manière : 

W° 0 (D) est l’adhérence pour la norme de W? (D) de l’ensemble 


2 
C5 (D) des fonctions u de C? (D) nulles sur S. (L'ensemble Ci (D) 
introduit ici ne doit pas être confondu avec l’ensemble C® (D) des 
fonctions bicontinôment dérivables à support compact contenu dans 
D. Les éléments de C? (D) sont nuls sur S et dans son voisinage.) 
> o (D) est un espace hilbertien complet muni du même produit 
scalaire que W; (D). L'ensemble W°, (D) est un sous-ensemble de 


W? (D) pour les frontières S régulières (ou même lipschitziennes). 
Nous laissons au lecteur le soin de prouver cette assertion. 
Majorons maintenant la norme des solutions uw du problème (403) 
dans l’espace W° (D) en fonction des normes de w et f dans Z, (D). 
Pour cela, outre les conditions (413) sur les coefficients de L. on 
admettra que a;, possèdent des dérivées distributionnelles premières 
bornées, c’est-à-dire que 
air. 
ETS 








On supposera par ailleurs que S est de classe C? (pour les éventuels 
affaiblissements de cette condition voir remarque en fin de ce numé- 
ro). Cette majoration résulte de l'inégalité 


2 
Lu SD << IL (u) Île, + Ci lu Île, » (434) 


qui est vraie pour toute fonction u € W° 4 (D). On l'appelle deuxième 
inégalité fondamentale pour opérateurs elliptiques. La constante C; 
y est définie par certaines caractéristiques de la frontière du domaine 
D et par les constantes v, u et u; des conditions (413), (433). Il 
suffit d'établir l'inégalité (434) pour u € C% (D) puisque C? (D) est 
dense dans W° 9 (D). En effet, tout élément uw € W°,9 (D) peut être 
approché pour la norme de W° (D) par des fonctions um € C5 (D). 
Supposons que (434) est vraie pour toutes les fonctions u,. En vertu 
de la convergence de u, vers u dans (434) prise pour u», on peut 
passer à la limite pour m—o et obtenir (434) pour u. Supposons 


donc que uw EC? (D). Considérons l'intégrale | (L (u))? dx et 
D 
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minorons-la comme suit : 

+ ôa: 
| (L (u))? dx — | | (antéxx,)? + 2iplre (5 Ux, + biux, + cu) 5 
D D 


0a;h 


+ (Su, ++) ]d> (te) | (ans) dr+ 
D 


Ôt; 


daih 


D 
Z(1—0) | (anus) de Ci (+1) [(u-+ui) de. (485) 
D D 


Sauf mention du contraire, ici et dans la suite, la sommation est 
étendue de 1 à n sur les indices se répétant deux fois; e € 1 0, {[ est 
un nombre arbitraire, la constante C, et les constantes C’; introduites 
plus bas dépendent des paramètres numériques des conditions (413), 
(433) et éventuellement du domaine D. Une double intégration par 
parties (cf. (107) [I-2-19]) nous permet de ramener l'intégrale 


| (airux.x,)* dx à la forme: 


| dinlx;xy A jiUx x, He) ETS 
D 


ô F : 
ro (Gina jr) Ux Us x, + ETS (dinaj1) Ur, ape, | | T (s) ds, 


où *) 
T(s)= airajrus, [us x) cos (n, Th) —Ux,x, cos(n, xzj)], (436) 


z—=seS. 


*) Pour que la première intégration par parties soit possible, il faut que 
la fonction w possède des dérivées troisièmes, mais l'égalité écrite qui a été 
obtenue par une double intégration par parties ne contient que les dérivées 


secondes de x et est valable pour toute fonction uw € C? (D). Pour s’en assurer 
il faut approximer u € C? (D) par des fonctions u,, € @ (D) pour la norme de 
C? (D). L'égalité (436) a lieu pour chaque u,,. En passant à la limite pour m —+ 
— oo, on obtient (436) pour u. Les approximations uw, peuvent être construites 
par exemple de la manière suivante. On prolonge uw à un domaine plus large 
D = D de telle sorte que ce prolongement appartienne à C2? (D) et ensuite on 
prend les moyennes uy avec h — 1/m (tome IV;, [III-2]). On peut s'assurer que 
(436) est vérifiée pour w € C? (D) d’une autre manière sans prolonger uw à un 
domaine plus large. Plus exactement, on considère une suite de sous-domaines 
D, SD, €... du domaine D de frontières 0D, équidistantes de 9D [II-2-9]. 
Supposons que 6D, est l'image de 0D par une 1/k-translation le long des norma- 


28—01017 
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De (436) il s'ensuit 


Jan) de > | 1, (de + [1(9 48 — 


D D S 


—C; (aut+ux) de, 8610, 11 (437) 


D 


dans laquelle pour abréger on a posé 
Li (x) = aix (x) a (x) Uxx ; (x) Uxyx, (&)- (438) 


Montrons qu’en vertu de (413) on a 


Ji (x) 2 v'uxx (x). (439) 


Fixons à cet effet un point 2° € D et considérons dans son voisinage 
les nouvelles coordonnées cartésiennes : y, — œxy (tr — a%), k, l = 
= 4, ..., n. Choisissons la matrice orthogonale &;,, de telle sorte 
qu'elle diagonalise la forme quadratique a;x (2°) £;E,, c’est-à-dire 
de telle sorte que 

air (2°) Gjitm = À (x) O5 


où À; (x) sont les valeurs propres de la forme a;z (x°) E;6x et Ôn 
le symbole de Kronecker *). En tenant compte de la condition (413) 
et de la façon dont Ux,x, S transforme par un passage aux coordon- 


nées y on obtient 


n 
I (x°) = à. Ash (uy.u,)° [xx > vu yy [x=x0. 
s, t— 


Or il est immédiat de vérifier que u}, — uï,, donc l'inégalité (439) 
a bien lieu pour tous les points 2° de D. Grâce à (437) et (439), on 
déduit de (435) l'inégalité 


| (Lu) dr (1—2) [v2Ilusx IP + |r(as— 
LL S 
—— Coes Iltéss | — Ce flute [P ]— Ca (et — 4) (lle NP), 


les intérieures à 9D. Pour un domaine D, fixe, les moyennes w,/" de la fonction 
u pour m > k sont déterminées uniquement par les valeurs de uw dans D et 
convergent Vers u pour m—> œ pour la norme de C? (1;). L'égalité (436) est 
vérifiée pour D, et toutes les u,,, telles que m > k. En passant à la limite pour 
m— oo, on s'assure que (436) est vraie pour la fonction u dans D,. En passant 
ensuite à la limite sur les domaines D,, en faisant tendre X vers , on obtient 
(436) pour uw et pour le domaine D. 
*) On rappelle que 6;, — 1 pour j — Let 0 pour j & 1. 
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et de cette dernière, l'inégalité 


(1e) (V2 — Ces) Iluxs PSIL (&) IP —(1—e) | (9 à + 
S 


+ICse" (—e)+C:(e1—1)] (lu), (440) 


où &,>>0 est un nombre arbitraire, e un nombre arbitraire com- 


pris dans l'intervalle ]0, 11, usslP= [ui da. Pour e—1/7 et 
D 
= , l'inégalité (440) devient 
ES IL GIP | 1948 + Ci (ul). (449) 
5 


Jusqu'ici nous n’avons pas utilisé le fait que w s’annule sur S. Mon- 
trons que si l’on fait jouer cette condition, alors l'intégrale | IT dS 


5 
peut être ramenée à une forme ne contenant pas les dérivées secondes 
de u par rapport à x. Ce fait est primordial lors de la déduction de 
l'inégalité (434). Pour le prouver, considérons un point arbitraire 
a ES et introduisons un système de coordonnées cartésiennes locales 
Y: Ur = Chilty — 2), k = 1,..., n, c’est-à-dire un système dont 
l’axe des y, est orienté suivant la normale extérieure # à S en 4° 
et la matrice (cz,), orthogonale. Soit y, — @ (Yy, - - ., Un -1) l’équa- 
tion de S au voisinage de l’origine des coordonnées y = (0, ..., O). 
Par hypothèse, © (y1, . .., yn_1) E C?. La matrice (c4,) étant ortho- 
gonale, on a x; — 29 = CyYyr, L = 1, ..., n. Donc cos (n, x;) = 
= Cn, L = 1,..., n. Considérons l’expression I (s) au point 2° 
et passons dans cette expression aux coordonnées y: 


0) — 
T'(x°) = ira jEmily, CpiCqUy ru Enr — 
 Gn0jCmily,, CproaUy y ni = (bn 0 pa — Om p0an) Uy uv pu (442) 
où 
bg = GjEpiqu P»4—=1,..., nn. 


Utilisons maintenant la condition aux limites w |s — 0. Au voisi- 
nage du point x° dont les coordonnées y, sont nulles, cette condition 
devient 

u (Ya +... Yn-1 © (Ya ass Yn -1)) = 0, 


et de plus elle est identiquement satisfaite par rapport à y1, ... 


LS 8 et “AU voisinage de y = ... —= ÿyn-1 = 0. Dérivons cette 
identité par rapport à y; et y, à, k - = {,..., n — 1,et prenons en 
considération le fait que w,, — 0, Li — 1, us 1. au point 2. 


28* 
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Ceci nous donne au point x‘: 


êu 


Uy, = 0, y, = y Ou, Sr Ouivss (443) 
il, k—1, ..., n—1. Grâce à ” ,.=0, i=1, ...,n—1,0ona 
Lu 
d?u 


Pour p = n et q quelconque, ainsi que pour g = n et p quelconque, 
les termes entre parenthèses dans (444) se simplifient mutuellement, 
ce qui, combiné avec (443), nous donne pour Z (x°) l'expression sui- 
vante: 


n-1 
2 
T()= — 3, (Gunbo—bnnban) (5e) Ouye (445) 
P, g=1 
On admettra que les coordonnées y:, . . ., Yn-1 Sont choisies 


dans le plan tangent à $S en z° de telle sorte que toutes les dérivées 
mixtes @y,y,r P Æ 4 Soient nulles en +° (on sait qu'on peut toujours 
réaliser ceci par une transformation orthogonale des coordonnées 
Yi» + + + Yn1). Alors 


n-i 


J (x?) = — > (Onan0 pp — Onp) (5) Oypup * (446) 


p=i1 


En vertu de l’hypothèse S € C2, on peut exhiber un nombre Æ°=>0 
tel que 


Op le SE; DL; ss NT, (447) 


quel que soit x° € S. Si, en particulier, le domaine D est convexe, 
alors on peut prendre O0 pour X. De la condition (413), il s’ensuit 
O € ban0pp — bnp SK L?, et par suite 


—T (0) <pe(n—1) k (E)*. (448) 
Ceci nous permet de déduire de l'inégalité (441) : 
3 2 2 2 d\2 
EN fus PL (IP + um —1)K | (SE) as + Ci (ru 1). 
ë 
(449) 
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Majorons l'intégrale de surface pour Æ >> 0 à l’aide de l'inégalité 
(428) en y posant v = u}: 


| (#)"as N 3 u3, dS< 
<a ft V SA (S)f}e- 


= C; | Qt+W > où Ua) | di 
F. "a 
<G | NT >, uë, Zn Ja 


k=1 i=1 
ee | ui +2lulluxl)dr<Cs | Gui, +(l+et)ut)dr, (450) 
D D 


où 8>>0 est un nombre arbitraire. La constante C, est égale à la 
constante C de (428). Portons cette majoration dans (449) en pre- 


ei 
nant e=— v2 L pe (n—1) KC; | , et réduisons les termes sem- 
blables : | 


2 
— Murs IPSILZ (u) 12+ Cu), 
2 
En ajoutant —( I[u ||")? aux deux membres de cette majoration, 


on obtient 


DES TAC EAP (451) 


D'autre part, pour toute fonction w € C? (D), on a 


fuir — À au della I Au 171 se 1 
D 


Le [uex [P+ 7 Itu IE 


où € >> 0. Utilisons cette relation avec & — _ pour majorer le 


terme C, || u, | du second membre de (451). Des transformations 
élémentaires nous conduisent à l'inégalité 


2 
(el?) L (u) + Ce |] u [P, (452) 


438 CH. II. PROBLÈMES AUX LIMITES 


d'où résulte l'inégalité (434) voulue. On rappelle que toutes les 
constantes C;, dépendent de D et des paramètres des conditions (413), 
(433). Ces constantes peuvent être aisément explicitées en suivant 
le raisonnement qui nous a conduits à l'inégalité (434). 

Si u est une solution du problème (403) appartenant à l’espace 
W° 0 (D), alors l'inégalité (434) nous permet d’estimer la norme de 
u dans W° (D) en fonction de || f || et || w ||. Plus exactement: 


ue hu fi Ce SNS + (EL + CG) tulle 
(453) 


Si À est tel que (420) est réalisée, alors de là et de (421) il s'ensuit 
qu’on peut majorer || w ||(? uniquement en fonction de || f ||: 


le<[2+ (lc) VE uit (454) 





v 


Remarque. Sur la démonstration de l'inégalité (434), on 
voit que seules deux caractéristiques du domaine D ont été utilisées : 
la constante C de (428) et la constante X de (447), en outre la condi- 
tion (447) peut être violée en des points isolés de S et même dans des 
ensembles de points de S de mesure nulle. La déduction de (434) est 
valable pour une large classe de domaines D (par exemple pour des 
polyèdres quelconques). 


L’inégalité (434) et sa déduction ont été empruntées à un article 
de O0. Lady jenskaïa (DAN SSSR, 1951, 79). Ladyjenskaïa a 
établi la même inégalité pour des conditions aux limites homogènes 
générales de la forme (+ ou) l = où représente la dériva- 
tion suivant une direction non tangente à S et variant continûment 
d’un point à un autre de S. Bien plus, elle a établi des majorations 
généralisant (434) au cas des dérivées de w de tout ordre (les démons- 
trations intégrales figurent dans l'ouvrage: O. Ladyjens- 
kaïa, Problème mixte pour l'équation hyperbolique. M., Gostekhiz- 
dat, 1953 (en russe)). L’inégalité (434) pour la condition aux limites 
u |s — 0 a été établie indépendamment de O. Ladyjenskaïa par une 
autre méthode par Caccoppoli (Giorn. Mat. Battaglini, 
1950-51, 80). Le cas particulier de (434), où D est un disque, est acces- 
sible dans les travaux de S. Bernstein (Math. Ann., 1906, 62; 
1910, 69). Il est remarquable qu’en dimension deux l'inégalité (434) 
a lieu pour les opérateurs 


2 
L(u)= 2 dns + 2 bjus, + cu 


dont les coefficients dominants a;, peuvent être des fonctions mesu- 
rables quelconques satisfaisant seulement les conditions (413). Ce 
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fait se prouve par la méthode de S. Bernstein qui ramène le problème 
pour Z à un problème analogue pour l’opérateur de Laplace, et par 
la méthode de Ladyjenskaïa de transformation et d'estimation de 


l'intégrale de surface \ TI (s) dS, exposée plus haut. En dimension 


5 

supérieure à deux, la méthode de Bernstein ne passe pas et pour que 
l'inégalité (434) ait lieu, il faut imposer des contraintes supplémen- 
taires aux coefficients a;, (en ce qui nous concerne, il s’agit de la 
condition (433)) (voir à ce propos les chapitres I et IIT de l'ouvrage: 
0. Ladyjenskaïa,N.Ouraltsé va, Equations linéaireset 
quasi linéaires de type elliptique. M., Naouka, 1973 (en russe)). 


I1-2-54. Quelques considérations sur les espaces hilbertiens et les 
opérateurs opérant dans ces derniers. Nous avons eu affaire aupara- 


vant à des espaces hilbertiens : les espaces L, (D), Wi (D), W: (D), 
W° (D), W'o (D). Ces espaces ont en commun des propriétés qui 
servent de base à la définition de l’espace hilbertien séparable com- 
plet abstrait H. 

Formulons brièvement les axiomes définissant l’espace hilbertien 
complexe H ainsi que certaines de leurs conséquences (pour plus de 
détails voir (tome V, [chap. V])). Primo: H est un espace vectoriel, 
c'est-à-dire que ses éléments u, v, . .. peuvent être multipliés par 
des nombres complexes a, b, . .. et ajoutés et ces opérations sont 
commutatives et associatives comme pour un espace vectoriel com- 
plexe à n dimensions (tome III, [II-1-6]). 

Secundo : pour tout entier m => 0, il existe m éléments linéaire- 
ment indépendants. Tertio : à tout couple d'éléments w et v de H est 
associé un nombre complexe appelé produit scalaire de w et v et noté 
(u, v). Ce produit scalaire doit jouir des propriétés suivantes: 


(v, u)={(u, v), (u+v, w)—={(u, w)+{(v, w), 
(au, v)=a(u, v) et (u, u)>0, siuÆ0. 

Le produit scalaire (u, u) permet de définir un nombre strictement 
positif appelé norme de l'élément u: plus exactement, || w || = 


— V'(u, u). La norme est nulle uniquement pour l'élément nul de H 
(que nous désignerons simplement par 0). Ce qui précède nous permet 
d'introduire la notion de convergence: une suite {u,}*_, converge 


vers un élément u si lim {||uy — u || = 0. Une suite {u,}r-1 est 
k 


(455) 





dite suite de Cauchy (ou suite fondamentale) si || ur — um || — 0 lors- 
que À et m —+ oo. 


L'espace Æ est dit complet si toute suite de Cauchy {u;}x_1 con- 
verge vers un élément w € H. Enfin, l’espace Æ est dit séparable 
s’il existe un ensemble dénombrable d'éléments de H: {v}#21° 
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dense dans H. Ceci signifie que pour tout élément uw € H et tout 
e > 0 il existe un élément v, tel que || u — vx || L €. Si H possède 
les propriétés énumérées ci-dessus, on l'appelle espace hilbertien 
complexe séparable complet. Souvent, les propriétés de complétude 
et de séparabilité sont implicitement incluses dans la notion d'espace 
hilbertien et dans la suite ne seront pas spécifiées. De même, nous ne 
les signalerons pas séparément, car on admettra qu’elles sont toutes 
deux réalisées. 

Si a, b, ... sont des réels, alors le produit scalaire (u, v) l’est 
aussi et la conjugaison complexe disparaît des égalités (455). Dans 
ce cas on parle d’un espace hilbertien réel H. 

On démontre que dans un espace hilbertien abstrait A, il existe 


une base orthonormée, c'est-à-dire un système d'éléments {px}x21 
tels que {p;, pi} — Ôx, et tout élément u se représente par une série 
O0 


u — D (u, px) px convergente vers u pour la norme de Æ. De là il 
R=1 


O0 


s'ensuit que [| u |? — D |(u, gx) |? Il existe une infinité de telles 
= 1 


bases. Mais en en choisissant une on peut établir un isomorphisme 
entre deux espaces hilbertiens complexes quelconques A; et no- 
tamment entre À et l’espace hilbertien complexe !, dont les élé- 
ments sont les suites x = (x, x, ...) de nombres complexes x; 


tels que D' |xx [<< oo. La multiplication par un nombre et 


l'addition se définissent comme suit : ax = (ax, axe, . . .), æ + y = 
= (x + y, Lo + Yo, . ..) et le produit scalaire par l'égalité 


(x, yh, = 21, TRDr- 
L'isomorphisme indiqué se construit comme suit: à un élément 


u € H on associe la collection w — ((u, 1), (u, De), . . .) de ses 
coefficients par rapport à la base orthonormée {1}: choisie dans A. 


Il est immédiat de voir que (u, v) = (u, v)1.. 

Grâce à cela tous les espaces hilbertiens (il s’agit uniquement 
des espaces séparables complets) ont la même structure d’un point 
de vue abstrait et les faits prouvés pour l’un peuvent être reformulés 
pour l’autre. Les espaces signalés au début de ce numéro sont iso- 
morphes à l’espace /Z, et partant l’un à l’autre. Donc, de nombreux 
résultats établis pour Z, (D) sont valables pour les autres espaces. Par 
exemple, l'inégalité de Bouniakovski-Schwarz est un simple corol- 
laire des axiomes (455). Dans le cas d’un espace abstrait À elle de- 
vient |(u, v)|<||u|||lv|. Cependant nous n'utiliserons pas 
l’isomorphisme entre les espaces fonctionnels qui nous intéressent, 
car les faits qu’on en tire sont peu suggestifs et de plus nous n'avons 
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pas encore prouvé que les espaces WI (D) avec l'entier sont sépara- 


bles. La séparabilité de W: (D) et de W2?, (D) résultera des proposi- 
tions du numéro [II-2-57]. Il est aisé de prouver la séparabilité de 


tous les espaces W, (D) à partir de considérations plus simples et. 
plus générales, ce qui sera fait au tome V, chapitre IV. 

Dans un espace hilbertien donné À, on peut introduire une nou- 
velle structure hilbertienne (c’est-à-dire un autre produit scalaire} 
de telle sorte que cet espace soit de nouveau complet. Pour cela, il 
faut que la nouvelle norme || + |[* correspondant au nouveau produit. 
scalaire (,)* (c’est-à-dire || u |“ — V/(u, u)*) soit équivalente à la 
norme initiale || + ||. L’équivalence des normes || + |* et || - || signifie 
qu’il existe deux constantes C;, > 0 et C, > 0 telles que pour tous 
les éléments de À l’on ait 


Clul< ul < Cl 


Il est clair que si une suite d'éléments uz, k = 1, 2, . .. converge. 
pour la norme || : |}, alors elle convergera pour la norme || - |[* et 
réciproquement. Ceci garantit la complétude de À relativement à la. 
convergence pour la nouvelle norme. Si A est séparable, alors il en. 
est de même du nouvel espace hilbertien engendré par lui. 

Les opérateurs linéaires sont l’un des principaux objets d'étude 
dans les espaces hilbertiens. On dit qu’un opérateur À est un opé- 
rateur linéaire borné dans H s’il applique À dans A de telle sorte 
que À (au + bv) — aA (u) + bA (v) et s’il existe un nombre C >0: 
tel que pour tous les éléments de Æ l’on ait *) 


I À G&) IN < Cu il 


La borne inférieure de tous les tels C s'appelle norme de l'opérateur 
A et se note || À ||. 

Démontrons une proposition simple qu'en fait nous avons ren- 
contrée à maintes reprises en étudiant des espaces fonctionnels con- 
crets et des opérateurs concrets évoluant dans ces espaces. 


Lemme 1. Soit À un opérateur linéaire borné dans un espace 
hilbertien H et supposons que sa norme || À || < 1. Alors l'équation 


u = A(u)+v (456} 


admet une solution unique dans H quelle que soit v. 

Pour intégrer l'équation (456), on se sert de la méthode des. 
approximations successives dans sa forme élémentaire, c’est-à-dire : 
soient u, = V, Un+1 = À (un) + v,n = 1,2, ... IÎl est aisé de voir 


*) On écrit souvent Au pour À (u). 
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que 
Fu = Nvlh uns — ua = A Gn — un) 1 
< |A fus —umi <<... IA lue — wi < 
< 11 A IF vf 


De là et de la condition || À || < 1 il s'ensuit que {u:};_, est une 
suite de Cauchy dans l’espace H et comme H est complet, il existe 
alors un élément w vers lequel cette suite converge. L'opérateur À 
étant borné, les éléments À (u,) convergent vers À (u), donc u sera 
solution de l'équation (456). Si (456)\possédait deux solutions distinc- 
tes u et u’, alors leur différence w serait solution de l'équation 
w = À (w). Or, ceci est impossible, car {|| w || = || À (w) | 
< |A [HIIw||<< [| w |. Ce qui prouve le lemme. 


Remarque. Au (tome V,[IV-3]) on démontre une proposition 
analogue pour les applications contractantes non linéaires qui 
entraînent le lemme 1. 


Dans la suite on aura affaire à des opérateurs linéaires non bor- 
nés opérant dans l’espace hilbertien abstrait À. On étudie des classes 
différentes de tels opérateurs dans Æ. Dans la plupart des cas, on 
admet que l'opérateur linéaire non borné À est défini sur un espace 
vectoriel dense dans . Cet espace s'appelle domaine de définition 
de À et se note Z (A). Aïnsi, par exemple, l'opérateur différentiel 
L de (402) sera un opérateur non borné dans l’espace ZL, (D) même 
si ses coefficients sont réguliers. Pour domaine de définition de cet 
opérateur on peut prendre l’espace W? (D) ou W°, (D) si les condi- 
tions (413) et (433) sont remplies pour Z. Ces “deux espaces sont 
denses dans Z, (D). Les opérateurs abstraits À associés à L par l’in- 
dication du domaine de définition de Z ne sont pas doués des mêmes 
propriétés, aussi faut-il établir une distinction entre eux. Dans la 
suite, s'agissant du problème de Dirichlet, on admettra que Z (L) — 
= W3o (D). Pour simplifier l'écriture on n'introduit généralement 
pas de notation spéciale pour l’opérateur engendré par un opérateur 
différentiel concret L, mais on spécifie clairement son domaine de 
définition (on conserve le symbole ZL pour cet opérateur). 

Dans le numéro suivant, on aura besoin encore d’une notion re- 
liée aux opérateurs linéaires, plus exactement la notion d’opéra- 
teurs linéaires bornés À d’un espace hilbertien À dans un autre 
“espace hilbertien Æ,. Un tel opérateur est défini sur Æ tout entier 
et prend ses valeurs dans H,, est distributif, c’est-à-dire que 
A (au + by) = aA (u) + bA () et il existe une constante C; telle 
que pour tout élément w € H l’on ait 


À (u) Ih < Cillu ff, (457) 
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où ||: || est la norme dans Æ, et || + ||,, la norme dans Æ,. La borne 
inférieure des nombres C;, s'appelle norme de l’opérateur À; on la 
désigne le plus souvent par || À || aussi, sans spécifier l’espace Æ et 
I, (si aucune confusion n’est à craindre). En vertu de cette défini- 
tion, l'opérateur différentiel Z de (402) sera un opérateur linéaire 
borné de Æ = W35 0 (D) dans À, — L, (D) si les coefficients de ZL 
satisfont les conditions (413), (433). Dans ce cas aussi on n’usera pas 
d’un symbole spécial pour l’opérateur L et on se contentera d’indi- 
quer clairement ses domaines de définition et de valeurs. 


I1-2-55. Sur la résolubilité du problème de Dirichlet dans l’espace 
W2 (D). Passons maintenant à l'étude de la résolubilité du problème 
{403) dans l’espace W? (D). Supposons que les conditions des numé- 
ros [II-2-52] et [II-2-53] qui garantissent la réalisation de la première 
et de la deuxième inégalité énergétique sont remplies pour L et D. 
Désignons par L, l'opérateur L — À,E, où £ est l'opérateur identité, 
et À, tel que 


= ed; (458) 

Alors, en vertu de (417), pour toute fonction uEW3.0 (D), on a 

Liu, u)=— | L(u)udr=L(u, u)+2,|ulP>8lule, (459) 
D 


d'où l’on déduit la majoration 
Hu IS 6," 1 Li (u) | (460) 
D'autre part, l’inégalité (434) est vérifiée par l'opérateur L, et un 
élément quelconque u € W5 o (D) pour une constante C;, dépendant 
du domaine D, des nombres v, LU, lu, u, des conditions (413) et (433) 
et du nombre u, + | À, |, où nu, — max {| u |, | us D}. Cette iné- 
galité et la majoration (460) entraînent 
Iu 1 < C2 La (ue) If , (461) 
où C3 = 2V71 + C,6:!. Prouvons la proposition auxiliaire suivante : 


Théorème 1. Supposons qu'un opérateur L et un opérateur 
L, de la même forme que L remplissent les conditions (413) et (433) et 
que les opérateurs L, = L — AE et L, vérifient l'inégalité (459). 
Admettons que le domaine D satisfait les conditions du numéro précé- 
dent et de plus que le problème 


Lu) = }f, uls=0, (62) 


possède des solutions u € W3 0 (D) pour tout f d'un ensemble M dense 
dans L;, (D). Sous ces conditions le problème 


L, (u) = jf, uls = 0, (463) 
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où Lx = Lo + T (L1 — L,) admet une solution unique june W? (D) 
quels que soient t € [0, 1] ef f € L, (D). 
Par hypothèse 


L(u, u)=— | L(uude>6ulf (464) 
et d 
[Lu 119 & Co 11 Lo @) | (465) 


quel que soit u € W°,, (D). L’inégalité (465) nous dit que le problè- 
me (462) admet une solution unique dans W;,(D) pour tout f € 
€ L: (D). En effet, pour f € Mt l’existence de la solution est acquise 
par une hypothèse du théorème, quant à l’unicité, elle résulte de 
(465). Si f EL, (D) mais pas , considérons une suite fm, Mm = 
1; 25: de M convergeant vers f pour la norme de Z, (D). 
Pour toute fonction fm le problème (462) avec f = f, admet une 
solution um» € W° 0 (D). Ce problème étant linéaire, la différence 
Ur — Um St sa solution qui correspond au second membre f = jf; — 
— fm. Cette solution vérifie l'inégalité (465), c’est-à-dire 
ur — um OK Co [fe — fm Ib 

sur laquelle on voit que {u}#—1 est une suite de Cauchy dans l’es- 
pace W>,, (D). Cet espace étant complet, la suite {ur}n—1 tend vers 
un élément unique u € W°,, (D) pour la norme de W;,, (D). Comme 
les coefficients de L, sont des fonctions bornées, Lo (Um) convergeront 
vers Lo (u) dans Z, (D), et par suite ZL, (u) = f. On vient donc de 
montrer que le problème (462) admet une solution dans W°,, (D) 
quel que soit j € L, (D) et cette solution est unique en vertu de (465). 
On peut donc affirmer que l’opérateur Z, établit une bijection entre 
les espaces complets W°, (D) et L, (D). L'opérateur L- réciproque 
de Z,; applique Z, (D) sur W;, (D) et en vertu de (465), pour tout 
élément vE L;, (D),on a 


IL @) HO < Cl vi. (466) 


La majoration (466), ou ce qui est équivalent, la majoration || L1 |K 
< C: de la norme de L-}, traitée comme un opérateur de Z, (D) 
vers W°, (D), est donnée par l’ inégalité (465) (en effet, si dans (465) 
on désigne la fonction Lo (u) par v, alors w n’est autre que L'! à (&)). 
Montrons que ces propriétés sont le lot de tous les opérateurs L., 
t € [0, 1]. Appliquons pour cela l’opérateur L'! aux deux membres 
de l’équation (463) et mettons le résultat sous la forme : 


u + TL (Li — Lo) (0) = LÀ (ÿ. (467) 
Traitons (467) comme une équation opératorielle 


u + To (u) = LA (ÿ) | (68) 
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dans l’espace W?, (D) avec L” (f) pour second membre. Dans cette 
équation, À 4 = L-! (Li — Lo) est un opérateur borné agissant dans 
l'espace W?,, (D). Sa norme est < à une constante C; définie par 
les maximums des modules des coefficients de L, et de Z, et par C», 
car la norme || (L1 — Lo) (u) IS C4 lu IN® pour tout u € W3 0 (D) 
et en vertu de (466) 


I 40 (@&) D SIL IN — Lo) @) 1 C3 lu 19, (469) 


où Ca = C,C,. Le lemme 4 du [I1-2-54] nous dit que l’équation (468) 
admet une solution unique dans W?, (D) pour t € [0, Ci]. Or, ceci 
signifie que le problème (463) possède une solution unique dans 
W? 0 (D) pour tout f € L, (D) et tout + Cr; et les opérateurs 
L., Tt EI0, C1 [établissent une bijection entre W2,, (D) et L, (D). 
Si C-1< 1, prenons un 7, arbitraire dans l’intervalle [1/,C-;, CTI, 
représentons L., sous la forme L, = L;, + (t — 7%) (Li — Lo) et 
écrivons le problème (463) sous la forme équivalente: 


u + (tr — 7%) Lei (Li — Lo) (u) = Lai (). (470) 


L'opérateur A, = Lx, (Li — Lo) est borné dans l’espace W° 4 (D). 
Montrons que sa norme est < à C:. Pour cela on remarquera que les 
conditions (459) pour Z, et L, entraînent 


L,(u, u)=— | L,(u)u dx=(1—7)Z,(u, u)+vl,(u, u) >ô, [[u|f, 
D 
TE[0, 1]. 


De plus, les coefficients de L. en u,; et u,,., vérifient les mêmes 
inégalités (413) et (433) que les coefficients homologues de L et Lo, 
quant au coefficient en uw, il est < u;, + | Ào |. Donc, Z, vérifie les 
inégalités (460) et (461), et de là il s'ensuit que [| LE (Li — Lo) I 
< C; pour les T& pour lesquels existe LE et en particulier pour t = 
— 1. Mais alors l'équation (470) admet une solution unique dans 
W?,(D) pour t—7,€[0, Ci et en particulier pour t = 2%. 
On a donc établi l'existence de l’opérateur L54, réciproque de L:.. 
Si 27, << 1, mettons Z, sous la forme L;., + (t — 2%) (Li — Lo) et 
reprenons les raisonnements précédents. En épuisant en un nombre 
fini de pas tous les t € [0, 1] on établit l’existence des opérateurs ré- 
ciproques de Z, et partant le théorème 1. Pour t = 1, l’opérateur 
L. est confondu avec l'opérateur L, = L — ÀE. 

Le théorème 1 permet de prouver les théorèmes d’existence in- 
conditionnels de la solution du problème 


L G@) =L(u) — hu = f, us = 0, (471) 


pour une assez vaste classe de domaines D. Supposons tout d’abord 
que D est une boule ou un parallélépipède *). Pour de tels D pre- 


*) Pour n = 2, le domaine D est un disque ou un rectangle. 
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nons Lo, =AÀ, À étant l’opérateur de Laplace. Le problème (462) 
pour À vérifie toutes les hypothèses du théorème 1. En effet, on sait 
que pour de tels D l'opérateur de Laplace avec la condition aux li- 
mites du problème de Dirichlet possède des fonctions propres 
fre régulières dans D et formant un système complet dans 

L: (D) x), On peut admettre que ce système est orthonormé dans 
L; (D). Toute fonction f € L, (D) se représente par la série 


x) FS à (f, Up) Uy, (x), 


convergente vers f pour la norme de Z, (D). Les fonctions uw; sont 
solutions des équations 


Au = AU) UR ls = (); (472) 


Le problème 
es u |s = 0, (473) 


admet une solution u (x) = D Fe —ur (x) pour tout f (x) = > CHR (x), 


et cette solution appartient. à W}, (D). De plus, l’ ble M des 
fonctions f (x) — > Crür (x), où c, sont des coefficients arbitraires, 


est dense dans Z, D). L’ opérateur L, — À satisfait toutes les hypo- 
thèses du théorème 1, il est vrai, avec des constantes v, u; et Ô géné- 
ralement différentes ‘de celles de L,. Mais ceci n’est pas essentiel : 
on peut dans les conditions (413), (433) et (459) choisir les constan- 
tes v, Lu; et Ô, communes à Z, = A et Z, 

On a donc montré que le problème (471) admet une solution uni- 
que dans W°, (D) quelle que soit f € L, (D), le domaine D étant 
une boule ou un parallélépipède. Ce raisonnement est valable pour 
d’autres domaines D pour lesquels les fonctions propres u; du problè- 
me spectral (471) appartiennent à W?, (D). C'est par exemple le cas 
pour une couronne sphérique D = {x: 0<p << |zx|<p;} et pour 
d’autres domaines qui sont des parallélépipèdes en coordonnées 
sphériques ou cylindriques. 

Supposons maintenant que le domaine D peut être transformé 


en un tel domaine, que l’on désignera par D, par une fonction y = 
= y (x), x ED de C? (D) dont la réciproque x = x (y), y € D est 


de classe C? (D), les jacobiens Fe et Fe 6 étant >> 0. Il est aisé de 


*) Au (tome II, [VII-14-15], [VII-1-16]) et au (tome III, [VI-1-5] à [VI-1-8], 
[VI-2-3], [VI-2-11] à [VI-2-13]) on donne la forme explicite de tous les u, pour 


de tels D, forme de laquelle il résulte que u, € Cæ (D); la RAM de {up }pi 
est prouvée au [II-2-34]. 
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voir que si u (x) € W°, (D), alors u (y) — — u (x (y)) sera un élément 


de W?, (D) et réciproquement. Lorsqu'on passe de x à y, l’opéra- 
teur différentiel ZL (u) s'écrit: 


LG (an 2) +8 9 +8 à, 

















Oy; Oyr 

où 

_#N 6] i 6] 

dir (y) TT [an (x) el. ae | x=x(y) ? 
un _ Oy; (x) _ 
An U= [LE], 

Oui (x) CA MALE A 
— [an @ 4 | x=x(y) 0Yj CE x=x(y) ? 








et c (y) — c(x(y}). On vérifie sans peine que les coefficients de L 
satisfont les inégalités (413) et (433), mais avec d’autres constantes. 
Ces constantes nous permettent de choisir un À, assez grand pour 


que Les ME vérifie la condition (458) dans D, et par suite l’iné- 


galité (459). Si D est une boule, un parallélépipède ou une couronne 
sphérique, alors de ce qui a été démontré plus haut, il s'ensuit que 


le problème L (u) — ou = Ÿ (y), u LD. — 0, admet une solution 


unique dans W}, (D) pour tout p € Le (D). En passant dans ce pro- 
blème à l’ancienne variable x, on s'assure que le problème (471) 
admet une solution unique dans W;, (D) pour la valeur de À, rete- 
nue et pour toute fonction f € L, (D). On a donc prouvé le théorème 
suivant : 


Théorème 2. Si les coefficients de L de (402) vérifient les 
conditions (413) et (433) et si le domaine D est une boule, un parallé- 
lépipède ou une couronne sphérique ou est susceptible d’être transformé 
en l'un de ces derniers par une fonction régulière y = y (x) € C? (D), 
alors le problème (471) admet une solution unique dans W°, (D) pour 
toute fonction f € L, (D) et pour À, assez grand. 


Remarque. Ce théorème nous permet de prouver que le 
problème posé admet une solution unique dans tout domaine D 
(éventuellement illimité) dont la frontière est une surface de classe C?. 


11-2-56. Sur la résolubilité au sens de Fredholm du problème de 
Dirichlet. Considérons maintenant la résolubilité du problème de 
Dirichlet 

L(u)=Au+ÿf, uls = 0, (474) 


pour À réel arbitraire. Tout ce qui va suivre est valable pour À com- 
plexe, mais on se bornera au cas réel. Supposons que les conditions 
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du théorème 2 du numéro précédent sont remplies pour L et D. Pre- 4 
nons À, assez grand pour que Z, = L — },E soit justiciable de la 
conclusion de ce théorème et ramenons le problème (474) à la forme 
équivalente 


= (à — 0) Li (u) + LE (). (475) 


Au [I1-2-55] on a montré que L-1 transforme les éléments de Z, (D) 
en ceux de W.°, (D) et que pour tout f € ZL, (D) 


IL PU? < C2 (476) 


(cf. (461)). En vertu du théorème de Rellich (tome IV,, [III-7]) il 
s'ensuit de là que L- est un opérateur complètement continu dans 
L; (D) (c’est-à-dire comme un opérateur de ZL, (D) dans L, (D)). 
Done, l'équation (475) est justiciable des théorèmes de Fredholm 
{tome IV,, [1-28] et tome V, [V-1-14] à [V-1-16]) qui nous disent 
que l'équation (475) admet une solution unique dans ZL, (D) pour 
tous les À à l’exception d’un ensemble dénombrable que l’on dési- 
gnera par {x}, # = 1, 2, ... Supposons que À = À, et que w est la 
solution correspondante de l’équation (475). Cette solution est un 
élément de W,, (D), puisque les deux termes du second membre de 
(475) le sont si f € Le (D). Donc, u est une solution du problème 
(474) appartenant à l’espace W,°, (D). 

Pour À = Àx (et uniquement pour de tels À), l'équation sans se- 
cond membre admet les solutions non triviales 


up = (x — ho) L' (ur). (477) 


Ces solutions sont aussi des éléments de W., (D), car l'appartenance 
de ux à L, (D) et les propriétés de l’opérateur L-; entraînent que 
L (ur) € Wéo (D). Donc, u, sont solutions du problème 


L'(ux) = Anur, ur |s = 0. (478) 


Ces solutions s'appellent fonctions propres de l'opérateur L dans le 
domaine D pour la condition aux limites du problème de Dirichlet, 





et À les valeurs propres correspondantes. La théorie des équations li- À 


néaires à opérateurs complètement continus nous dit qu’à chaque 
A4 est associé un nombre fini de solutions linéairement indépendan- 
tes du problème (478), autrement dit chaque À; est de multiplicité 
finie. Pour formuler les autres propositions, il nous faut introduire 
les opérateurs adjoints de Z et de L; agissant dans Z, (D). 
L'opérateur A* adjoint d'un opérateur (linéaire) À donné se défi- 


nit par l'identité 
(A (u), v) = (u, A* (v)), (479) 


qui est réalisée pour tous les éléments w sur lesquels est donné À. 
On admet que le domaine de définition % (A) de À est l’espace 
L;, (D) tout entier si À est borné et un ensemble Z (4) dense dans 
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L,(D) si À n'ést pas borné. L'ensemble de définition Z(4*) de 
l'opérateur A* est composé des éléments v (et d'eux seuls) pour les- 
quels l’expression (À (u), v) qui est une fonction linéaire de u sur 
l’ensemble Z(4) peut être mise sous la forme (u, w), où w est un 
élément quelconque de Z,(D). L'ensemble Z(4) étant dense dans 
L;(D), l'élément w est unique et il doit être égal à A* (v). 

Si À est un opérateur borné on démontre que Z(A*) est l’espa- 
ce LA(D) tout entier (ou l’espace hilbertien À tout entier si L, (D) = 
= H). Ceci résulte aussitôt du théorème de Riesz sur la forme 
générale des fonctionnelles linéaires de ZL,(D) (tome V,{[V-1-4]). En 
effet, pour tout v € L, (D) l'expression (À (u), v) est une fonction 
continue linéaire u définie sur l’espace Z,(D) tout entier (c’est-à- 
dire une fonctionnelle linéaire), donc il existe un élément unique 
w tel que (A (u), v) = (u, w) pour tous les u € L,(D). Or, ceci signi- 
fie que v € Z(A*), w = A* (v) et Z(A*) = L,(D). 

Si À n’est pas borné, la détermination de Z(4*) et de la forme 
explicite de A* est une tâche ardue. Les opérateurs Z et L, considé- 
rés sont des opérateurs non bornés, définis sur l’ensemble Z(L) — 
— D(L;) = W,?, (D), dense dans ZL;(D). On montrera que les opé- 
rateurs ne L* et L? sont de la forme 


L*(u)= (an) 5 (biu)+eu, LE (u) = L* (0) — hu (480) 





(c’ cidre sont des opérateurs différentiels adjoints de ZL et Z, 
respectivement au sens de Lagrange (cf. formule (410)) et leurs do- 
maines de définition sont confondus avec W.?, (D). Assurons-nous 
à cet effet que le problème 


Lt &W=f uls=0, (481) 


où L*(u) est donné par (480), admet une solution unique dans 
W (D) pour toute fonction f € L, (D). En effet, l'opérateur L? 
remplit toutes les conditions du théorème 2 de [HI-2-551, y compris 
la condition Lf (u, u) > 1 [lu [?, à > 0 si À, > 1, car 


Liu, u)=(—L£(u), u)= 


== ] (Gin Ux, — buux, — cu?+ Au?) dr = L, (u, u). 


Désignons par = l'opérateur associant à f la solution u du pro- 
blème (481). Cet opérateur est un opérateur borné dans LAQD) met- 
tant L.(D) et W.’, (D) en correspondance bijective. D'autre part, 
FOUS toutes fonctions u et v de W.*, (D), on a la relation 


(Li G@), v) = (u, Li (b)), (481,) 


qui s'obtient par une double intégration par parties du premier mem- 
bre. En comparant cette égalité avec celle qui a servi à définir l’opé- 
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rateur A* on voit que les éléments v de W,’, (D) appartiennent à 
D(A*) — D (Li) et A* = L* est défini par (480). Il reste à véri- 
fier que Z (L?) = W.', (D), c'est- à-dire à prouver que si pour des 
éléments quelconques v et f de Z, (D\on a. 


(a Qu), v) = (u, f) 


pour tout u € W,', (D), alors v € W.%, (D) et f — L* (v). Détermi- 
nons à l’aide de f l'élément w — (L?)"1f, solution du problème (481) 
(cette solution est un élément de Wè,, (D)) et mettons (u, f) sous la 
forme (u, L* (w)) = (L; (u), w) en vertu de la formule (482). Alors 
(u, f) — (2: (u), w) = (L; (u), v}), et puisque les éléments Z, (u) 
parcourent l’espace L, (D) tout entier lorsque w parcourt W,, (D), 
il s'ensuit de là que v — w, c’est-à-dire que v appartient bien à. 
W,9 D) et f = Liv). | 

On a donc démontré que l'opérateur L*, adjoint de l’opérateur 
non borné Z, de L, (D) dans L, (D) ei défini sur l’ensemble 
D (L1) = Wa, (D), est également défini sur W., (D) et agit sur 
les éléments de W., (D) en vertu de (480). L'opérateur Z (u) ne dif- 
férant de L, (u) que par un terme additif Àçu auquel correspond un 
opérateur borné, on a Z(L) = 3 (EL) = W, (D), 3 (L*) — 
= D (17) = Wo (D) et l’action de l'opérateur L* sur W., (D) 
est définie par (480). 


Remarque. Quand on dit que l’opérateur différentiel L* 
est défini par (480), on entend par 1à la méthode de calcul de ZL* (u) 
sur les fonctions u (x). Il faut distinguer cette notion de la notion 
d’opérateur adjoint d’un opérateur non borné L engendré par un 
opérateur différentiel L. Dans ce cas il faut indiquer le domaine de 
définition de l’opérateur différentiel Z et trouver le domaine de dé- 


finition de l'opérateur adjoint. 


Revenons à l’étude des opérateurs L et L* ainsi que des opéra- 
teurs L, = L—E et Li — L* — JE, définis sur W5,, (D) de 
l’espace L, (D). Montrons que l'opérateur adjoint de l'opérateur 
L"\ de L, (D) dans L, (D) est l'opérateur borné (L*)"?, c’est-à-dire que 


LYS = (LT et SL) = Z((L)*) = Li (D). 


Ceci résulte immédiatement de faits déjà connus et notamment de 
ce que l'opérateur L, et son adjoint Li mettent en correspondance 
biunivoque l’espace Z (L,) = 3 (L*) = W; (D) et l’espace L, (D) 
tout entier et vérifient l'identité (481,) pour tous u, v € W, (D). 
Lorsque u et v parcourent W.?, (D), les opérateurs Z, (u) et L: (v) 
parcourent l’espace ZL, (D) tout entier. Désignons L; (u) par ©, 
L? (v) par Ÿ, et mettons l'équation (481;) sous la forme 


(p, (Lr)-"p) TE (Li, Ÿ). 
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Cette égalité étant valable pour tous @, 4 € L, (D), elle traduit le 
fait que (Z-)* est égal à l'opérateur borné (2?) * dans L, (D). 
‘Revenons maintenant au problème (474) et aux problèmes (475), 
(477) et (478) qui lui sont reliés. L'opérateur L-} étant complètement. 
continu dans Z, (D), ses valeurs propres sont confondues avec celles 
de son adjoint (L-!)*, c'est-à-dire avec (A: — À), autrement dit. 
l'équation 
v = (à — Ào) (LS) Co) (482) 
n’admet des solutions non triviales que pour À = Àz, k = 1,2, ... 
(on rappelle qu’on s’est limité à l'étude des À réels). À chaque À4 
est associé un nombre fini de solutions non triviales v, de l'équation 
(482), égal au nombre des solutions linéairement indépendantes de 
l'équation (477) correspondant au même À. En d’autres termes, 
les valeurs propres À, — À, des opérateurs L-1 et (L”:)* ont même 
multiplicité. Comme (L-1)* = (L*)"1, l'équation (482) équivaut au 
système 
LL &=G—-h)v, vls=0, 


qui n’est autre que le système : 
LE (&) = Av, vls = 0, (483) 


dont les solutions sont des éléments de W.?, (D), l'opérateur diffé- 
rentiel L* étant défini par (480). Donc, le spectre réel des opérateurs 
L et L* pour la condition aux limites du problème de Dirichlet est 
au plus dénombrable, chaque valeur propre À: est de multiplicité 
finie et les seuls points limites de {À:} sont À = + oo. Mais le 
théorème 2 du [II-2-55] nous dit que pour À > À,, le problème (478) 
ne possède pas de solutions non triviales, donc tous les À} << Àg« 
Si nous avions dès le départ envisagé un espace hilbertien complexe 
L, (D) et le problème (474) avec des À complexes, alors en appliquant 
les théorèmes de Fredholm à l'équation (475) nous aurions déduit 
que le spectre des opérateurs L et L* est composé d’un nombre au 
plus dénombrable de valeurs propres ayant chacune une multiplicité. 
finie. Des estimations relativement simples du type de celles de 
[II-2-52] montrent que le spectre est compris dans une parabole de 
la forme À"? = a; (&; — À’), où &; sont des nombres réels qui se dé- 
terminent sans peine à l’aide de la constante d’ellipticité v. et des 
majorants u; des coefficients de L, ceci étant, &; > 0 et À’ et À” 
sont les parties réelle et imaginaire de À (i.e. À — À’ + il”). Une 
analyse plus poussée montre que le spectre du problème (474) est: 
constitué d’un nombre infini de valeurs propres {À:}2%, et Re Àz + 
—+ — oo pour k —+ co. Ceci a été établi par Carleman (cf. [II-2-45]): 

Au numéro suivant on démontrera cette proposition pour un opé- 
rateur symétrique Z, c’est-à-dire lorsque L* = L ou, ce qui est. 
équivalent, lorsque b; (x) =0. Pour l'instant on se propose de prou-. 
ver le troisième théorème de Fredholm pour le problème (474): 


29% 


452 î CH. II. PROBLÈMES AUX LIMITES 


Supposons que dans ce problème À est égal à une valeur propre 
A2. Si ce problème admet une solution u pour f € Le (D) (dans la 
suite toutes les solutions sont supposées appartenir à W.°, (D)), 
alors en multipliant la première équation (474) par une fonction 
arbitraire v € W;°o (D) et en intégrant ensuite sur D, on peut trans- 
former le résultat de la manière suivante: 


Î L Gel uL* &) = uv dx + Î fv dx. 


D 


Si v est confondu avec une solution v, du problème (483) avec C À = 
= À», alors cette égalité devient 


| fu, dx = 0, (484) 
D 


et par suite elle est nécessaire pour que le problème (474) admette 
une solution. Montrons que la condition (484) est également suffi- 
sante. En effet, le troisième théorème de Fredholm appliqué à une 
équation pour un opérateur complètement continu L-? nous dit 
qu'une condition nécessaire et suffisante pour que l'équation (475) 
admette une solution dans Z, (D) est que 


0, =, = (vs), 


où v, est une solution de (482) avec À = À4. Or le problème (482) est 
équivalent au problème (483) avec À = À; et leurs solutions sont 
confondues, de sorte que cette condition n'est autre que la condi- 
tion (484). Cette condition est de la même forme pour les À, complexes. 
Récapitulons ce que nous venons de démontrer sous la forme du 


= 


Théorème 1. Si les hypothèses du théorème 2 du numéro 
précédent sont remplies pour L et D, alors le problème (474) admet une 
solution unique dans W3 o (D) quelle que soit f € L: (D) pour tous les 
À réels sauf pour un nombre au plus dénombrable de 3, k = 1,2, ..., 
qui constituent les valeurs propres réelles du spectre de L dans D pour la 
condition aux limites du problème de Dirichlet. Le problème homogène 
(478) admet des solutions réelles non triviales pour ces valeurs À4 et pour 
elles seules et à chaque À, est associé un nombre fini de solutions linéai- 
rement indépendantes du problème (478). L'ensemble {À} est composé 
de valeurs propres qui sont les valeurs propres réelles du spectre du pro- 
blème adjoint (483), les}, étant de même multiplicité que dans le problè- 
me (478). Les valeurs }x, k = 1, 2, . peuvent être rangées par ordre: 
de décroissance et le seul point d’ accumulation de {Az} est le point 
À = — oc. 

Une condition nécessaire et suffisante pour que le bn (474) 
avec À = À, possède une solution unique est que soit réalisée la condi- - 
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tion (484) d'orthogonalité de 1 à toutes les solutions du problème homo- 


gène adjoint (483) avec le même À,. Sous ces conditions la solution gé- 
Nh 


nérale du problème (474) est u = us + 2 Ci,» OÙ Uo est une solution 


particulière du problème (474), c;, des ombres arbitraires et ux., i = 
=+ : NV, les solutions du problème (478) avec À. 

Ce ‘théorème exprime l’un des énoncés de la résolubilité au sens de 
Fredholm du problème de Dirichlet (474). 

Comme indiqué plus haut, le problème (474) s'étudie de façon 
analogue pour les À complexes, La condition de résolubilité du pro- 
blème (474) pour À: complexes est de la même forme que (484). 

Il est utile de remarquer que pour les solutions du problème (474) 


on à 
Hu l?< CI (485) 

pour tous les À = À, k — 1, 2, . . ., la constante C; dépendant des 
coefficients de L, du domaine D et du À considéré. Pour les À véri- 
fiant la condition (420), on aurait pu expliciter C, en fonction de 
caractéristiques relativement simples du domaine D et des para- 
mètres v, u, p; et À. Dans le cas général, lorsqu' on sait seulement que 
À LOTS k = 1, 2, ..., on peut affirmer l’existence de la constante 
Ci mais sans pouvoir l’expliciter. Il est clair que C, tend vers 
l'infini lorsque À tend vers une valeur propre de {4,}. Signalons que 
la détermination des valeurs propres À, pour un Z et un D concrets 
donne lieu à des calculs assez compliqués. 

Le théorème { de ce numéro et le théorème 2 du numéro précé- 
dent entraînent le 


Théorème 2. Si les hypothèses du théorème 2 du numéro pré- 
cédent sont remplies pour L et D, alors toute solution distributionnelle 
du problème (474) de classe W' (D) est un élément de W5 (D). 

En effet, supposons qu’une fonction uw est une solution distribu- 
tionnelle du problème (474) de classe W? (D), c’est-à-dire appartient 


à W: (D) et vérifie l’identité (407) pour toute fonctionn € W: (D). 
Mettons l'identité (407) sous la forme 


Lu, n)=— | (Aqu+ F) n de, (486) 


où F = f + (À — Ào) u. Prenons le nombre À, assez grand pour que 
soit réalisée l'inégalité (420), inégalité qui assure l'existence d’une 
solution unique du problème (474) avec À = Mo c’est-à-dire du pro- 
bilème 

LG) = Av + F, vs = 0, (487) 


la fonction F =f+ (4 — 0) u étant une fonction connue (puisque u 
est par hypothèse une solution connue de W: (D)). Il est manifeste 
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que F € L, (D). En vertu de (486), la fonction w est une solution 
distributionnelle du problème (487) de classe W1 (D) pour F = f + 
+ (À — do) u. D'autre part, le théorème 2 du numéro précédent nous 
dit que le problème (487) admet une solution unique dans la classe 
W;'o (D) (le premier théorème de Fredholm a lieu grâce à (420)). 
En vertu du théorème 2 de [II-2-52] cette solution doit nécessaire- 
ment être confondue avec la solution distributionnelle étudiée u 


de W(D), donc u est un élément de Wo (D), c.q.f.d. 


11-2-57. Sur le spectre d’un opérateur symétrique. Considérons 
des opérateurs différentiels symétriques L de la forme (402), c’est- 
à-dire des opérateurs tels que L = L* (l’adjoint L* de L au sens de 
Lagrange est défini par (480)): : | 


ô ô 
| L(u)=— (an) + cu. (488) 
Posons le problème | 
Lu) = Àu, ul]|s = 0, | (489) 


dans un domaine borné D en admettant que les coefficients de L et 
le domaine D remplissent les conditions du théorème 2 de [II-2-55]. 
Des résultats prouvés au numéro précédent, il s'ensuit que l’adjoint 
d’un opérateur non borné L défini sur un ensemble Z(L) = W,’,(D) 
dense dans L,(D) par (488) est cet opérateur lui-même défini sur le 
même ensemble W,?, (D). On dit dans ce cas que l'opérateur L est 
hermitien (ou auto-adjoint) et on note ceci par L = L*. La forme 
quadratique correspondant à L s'écrit: 


L(u, u) = — | L(u)u dr = | (airlx,Ux, — cu?) dx. 
D D 


Comme par hypothèse —c(x)> —u;3, on a pour A =us 


L,(u, u=— | (L— ho) (u) dx = 
| D 


=L(u,u)+h lui (uidr>vCrIlulr, (490) 
ia D 
où Ch >> 0 est la constante de l'inégalité (423) [II-2-52]. En vertu 
des résultats de [II-2-55], l'opérateur L, = Lo — ÀE admet un 
réciproque L'? qui est complètement continu, hermitien de Z, (D) 
dans L; (D). Donc, il est justiciable des théorèmes prouvés au (to- 
me IV;, [1-30 à 1-36]). Plus exactement, son spectre est composé 
d’un nombre au plus dénombrable de valeurs propres réelles que l’on 
désignera par uz, k — 1, 2, ... À chaque u, correspond un nombre 
fini de solutions linéairement indépendantes de l'équation 


Li'us = Lun, … (491) 
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qui sont des éléments de L, (D). L'opérateur L”? étant inversible, le 
nombre y — 0 n’est pas un point de son spectre (c’est-à-dire qu’au- 
cun u4 n’est nul), donc il existe une infinité de valeurs propres u; 
distinctes. Des propriétés de L'1 il s'ensuit que uy € W.°, (D) et 
tout uv, est solution du problème 


Lau u, u |s=—0, (492) 


pour u = u4 et, réciproquement, toute solution du problème (492) 
appartenant à W? , (D) est solution du problème (491). Le problè- 
me (492) n'est autre que le problème (489) correspondant à À — 
— à, + u-1 De l'inégalité (490), il s'ensuit que les u4.< 0 et 

—ux < VC. En effet, pour u = u;, l'inégalité (490) nous donne 


4 = 
L, (u,, ux)= TX [lu PP > vCS |lu, |f. 


En vertu toujours des propriétés établies au (tome IV,, [1-30] à 
[1-361) pour les opérateurs symétriques complètement continus, les 
valeurs propres u,, k = 1, 2, . . . peuvent être supposées numérotées 
dans leur ordre de croissance. Par ailleurs, dans la suite {uz}:2: 
il est commode de faire figurer chaque valeur propre en un nombre 
d'exemplaires égal à sa multiplicité et d'associer à chacune d'elles 
une fonction propre u;, normée dans L, (D), ces fonctions devant être 
choisies de manière à être deux à deux orthogonales. D'après ce 
qui vient d'être dit, on peut admettre que 


NTIC << MS... LO0, ur 0 pour £—+ 00, (493) 
et les fonctions propres associées {ux}x21 vérifient les conditions 

(uns Us) = Op | (494) 
Le spectre de l'opérateur L pour la condition de Dirichlet est com- 


posé des valeurs propres {Azh21, Àx = Ào +", et à chaque valeur 
A4 est associée une fonction propre u;, solution du problème (489) 
pour À — À,. Comme indiqué plus haut, toutes les fonctions uz 
sont des éléments de W,*, (D). Il est clair que À; — — o pour 
k — oo. 

Penchons-nous maintenant sur les théorèmes de décomposition 


suivant les fonctions propres {u;}:21. Le théorème 5 du (tome IV,, 


11-361 affirme que le système {u,},2, forme une base dans Z, (D), 
c'est-à-dire que toute fonction f € L, (D) se développe en une série 
de Fourier suivant les fonctions u, : | 


J@=) Guut) (45) 
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PONARGENtS vers f(x) pour la norme de Z, (D) et 


If 12—= > (f, u,}. (496) 


Motos maintenant que si f € W, (D), alors la série (495) con- 
verge vers f pour la norme de W, (D), c'est-à-dire que la série (495) 
est dérivable terme à terme deux fois par rapport à x, les séries obte- 
nues par la première et la deuxième dérivation (séries qui ne sont 
plus orthogonales dans Z, (D)!) convergeant dans Z, (D) vers f' et f” 
respectivement. Pour prouver ceci, traitons W,°, (D) comme un 
espace hilbertien muni du. produit scalaire (432) et de la norme 
1e 1@ TII-2-531]. 
Munissons W.?, (D) du nouveau produit scalaire 


_{uv= Î L, () L, (v) dr. 
D 


La norme correspondant à ce produit et que l’on désignera par {|| : [ls 
est équivalente à la norme ||: [K® (cf. [II-2-54]). En effet, l’iné- 
galité 


Fu ll < Cillu |, u € Wi'o (D), : 
résulte directement du fait que a;r, _ et c sont bornés. L'inégalité 
Ju l® < Cellule = Col Li (@&) N 


n’est autre que |’ inégalité (461). Ceci prouve l’équivalence des nor- 
mes ||- [f? et ||- |. L'espace W.?, (D) contenant les fonctions 
ux, il contiendra des portions finies de la série (495). Par ailleurs, 


les fonctions {u4}:21 sont deux à deux orthogonales au sens du nou- 
veau produit scalaire, car de (492) il s'ensuit que 


(ur, u}= (Liu), Li(m)) = M " 


De ce fait, il est immédiat de calculer la quantité 


Il pi (7, ua) un | — oi pa (f, u,)?= 





(Ux, Ur) = Ur'Ogre 


m+p 


2) GG L(u)}= 2 (La (7), uŸ° 
On s'est servi du fait que f € W,%, (D). La série numérique 
“a A. 


2,Us (f), u:)? converge vers || L1 (f)[P, car LA (f) € La (D) 


N 
(cf. (496)). Donc, les fonctions fN (x) = 2 (f, ur) ur (x), N = 
k= 
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= 1, 2,..., forment une suite de Cauchy dans l'espace W,', (D), 


et comme cet espace est complet, il existe un élément f (x) EW.%, (D) 
vers lequel fN (x) convergent pour la norme de W,, (D). Or, on 
sait d’autre part que fN (x) convergent vers f (x) pour la norme de 


L, (D), donc ? (x) = f(x). Nous avons donc prouvé que la série 
(495), où f € W.?, (D), converge pour la norme de l’espace W,,"(D) 
(c'est-à-dire pour {|-{, et [|-|K?), donc 


L(D= À (4) L(u)= D a (fu) va, (497) 
h=i k=1 
cette série étant convergente pour la norme de Z, (D) et 
IL (1 = 3 A (f, ux)?. (498) 


Montrons la proposition suivante: si f€ y: (D), alors la [série 
(495) converge vers f pour la norme de W; (D), c’est-à-dire que la 
série (495) et celles qui en sont déduites par une dérivation terme à 
terme par rapport à x;, convergent respectivement vers f et fi pour 


la norme de Z, (D). Munissons à cet effet l’espace hilbertien W1 (D) 
du nouveau produit scalaire 


[u,vle L,(u, v)— | (Girl Ux, — cuv + juv) dx. 
D F 


De (490) et du fait que | a;4 | et | c | sont bornés, on déduit que Ia 
norme ||-|}, correspondant à ce nouveau produit scalaire est équiva- 


lente à la norme initiale ||-[{ de l’espace W1 (D). Les fonctions 
propres ux appartiennent à W: (D) et sont deux à deux orthogonales 
au sens du produit scalaire [-+, -], car 

lus, ul = (—Liun, ui) = —pE (ur, ui) = —p4ôm. (499) 
Les fonctions {Y —urux (x)}:®%1 forment de ce fait un système 
orthonormé dans |” espace Wi (D) pour le nouveau produit scalaire. 


Donc, toute fonction f € W: (D) du système {V —ux re vérifie 
l'inégalité de Bessel (tome IV;, [1-46)) 


À BV mul If 
D'autre part 
AV mal = (Vu Lu) = (— pa) 1 (fu)? (600) 
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et 
m+p , MP 
1,2, Gupulte, 2 (ut (fu) (501) 
k=m k=m 
En comparant ces expressions on constate que les fonctions fN — 
N 


= YO (f, ur) ur, k = 1, 2, ... forment une suite de Cauchy dans 
k=1 


l’espace W: (D), donc il existe un élément Î (x) € Wi (D) vers lequel 
f” (x) converge pour l’une des deux normes de W: (D) et 


WF = DEV br ua l = D (m0 (f, ur)? = 


| (os) GP me 


Re 


Mais comme fN converge vers f pour la norme de Z, (D), alors 


f(@) = f (@) et 
I 1È= L: (f, f)= > (o— À) (7, u:)?2. (502) 


Récapitulons ce qui vient d’être démontré dans ce numéro sous 
forme du théorème suivant (voir à ce propos la remarque de la 
page 374): 


Théorème 1. Si l'opérateur symétrique L défini par (488) 
et le domaine D remplissent les conditions du théorème 2 de [II-2-551, 
alors le spectre du problème (489) (ou, ce qui revient au même, le spectre 
de l'opérateur L dans le domaine D pour la condition de Dirichlet) 
est composé d'un nombre dénombrable de valeurs propres réelles 
{Ax}n®, tendant vers —oo pour k —+ œ et inférieures au majorant 
À, du coefficient c (x). Les fonctions propres correspondantes {ur}: 
sont orthonormalisables dans L, (D). Elles forment une base dans les 


espaces L; (D), Wi (D) et W}, (D), de sorte que la série de Fourier 


(495) de toute fonction f de L, (D) (resp. de W! (D), W.°, (D)) suivant 
les fonctions propres u, converge vers f pour la norme de L, (D) (resp. 
de W} (D), W° (D)). De plus, l'égalité (496) est satisfaite par f € L: (D), 
l'égalité (502), par j € W1 (D), les égalités (497) et (498), par f € 
€W.,?, (D). 

La démonstration de la convergence des séries (495) pour la 


norme de W° (D) développée ici est due à O. Ladyjenskaïa. Ladyjen- 


skaïa a prouvé ce fait pour les trois problèmes aux limites classiques 
dans l’espace W? (D) et dans les espaces WI (D) avec L entier (cf. 
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chapitre IT de l’ouvrage: O0. Lady jenskaïa, Problème mixte 
pour équations hyperboliques. M., Fizmatguiz, 1953 (en russe)). 

Les fonctions et valeurs propres de l’opérateur Z jouissent de 
nombreuses propriétés extrémales identiques à celles établies précé- 
demment pour les opérateurs intégraux à noyaux symétriques, les 
opérateurs symétriques complètement continus dans L, (D) (tome IV,, 
[1-36], [1-37]), les opérateurs différentiels ordinaires de type Sturm- 
Liouville [II-1-16], l'opérateur de Laplace pour la condition de 
Dirichlet [II-2-36]. Ainsi, par exemple, les égalités (496) et (502), 


valables pour toute fonction f € W: (D), nous permettent de CeHon 
trer facilement le théorème suivant : 


Théorème 2. La plus petite valeur de la fonctionnelle quadra- 
tique 
JO=LG, D=) Gnisfs, cf) dz 


D 


sur un ensemble de fonctions f € W; (D) avec || f || = 1 est égale à la 
première valeur propre À, prise avec le signe opposé. Ce minimum est 
réalisé sur la première fonction propre u,. La deuxième valeur propre 
prise avec le signe opposé représente le minimum de la fonctionnelle 


J (jf) sur l'ensemble des fonctions f E W: (D) satisfaisant les deux 
conditions suivantes: || f || = 1 et (f, u,) = 0. Ce minimum est réalisé 
sur les fonctions propres associées à À, (on désignera une de ces fonctions 
propres par u:) *). La fonction propre suivante u3 se cherche comme 
la solution du problème isopérimètre consistant à déterminer la borne 


inférieure de J (f) sur l’ensemble des fonctions f € W1 (D) soumises aux 
conditions: || f [| = 1, (f, u1) = 0, (f, us) = 0. Cette borne est égale 
à —}3 (elle est égale à —À, si À, n'est pas une valeur propre simple, 
c'est-à-dire si sa multiplicité est ©1). Les fonctions propres ux et les 
valeurs propres correspondantes se déterminent ainsi de proche en proche. 

Pour démontrer ces propositions, on prendra en considération le 
fait que 0 << À4 — À L Ào — Àe KL... Alors pour toute fonction 


f EW1 (D) on a 


La (f, > (oh) ) 2 (, u)2= (ho— a) I FIP, 


et 
Li (is 1) = ns a) | ua [7 = Ào — 


*) Un raisonnement supplémentaire montre que la première valeur propre 
est simple. | 
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pour f — Un, donc pour toute fonction f € W: (D) telle que ||f || = 
= 41,ona 


JD=L( = La 1 — of lP> —h = 9 (wh 


c'est-à-dire que v, donne bien la solution du premier problème aux 
variations posé dans le théorème. Dans le deuxième problème, nous 


devons considérer toutes les fonctions f € W3 (D) vérifiant les con- 
ditions ||f || — 4 et (f, u,) — 0. Pour ces fonctions L, (f, f) > 
2 (ko — 2) Il f IF = (ko — À) et par ailleurs Li (ua, ue) = A9 — hs 
et par suite L (f, f) > L (us, u+) = —À,. Les autres propositions du 
théorème s’établissent de façon analogue. 

Signalons que les problèmes variationnels décrits dans le théorème 
possèdent des solutions pour des conditions moins astreignantes sur 
les coefficients de L et sur D. Il suffit par exemple d'exiger que ZL 
remplisse les conditions du [II-2-51] et que D soit un domaine borné 
quelconque. Sous ces conditions, on obtient les mêmes valeurs propres 
Àgs Nas « - -, mais la seule chose qu’on puisse affirmer sur les fonctions 


propres correspondantes, c'est qu’elles appartiennent à W: (D). En 
vertu de la définition donnée au [I1-2-51], les fonctions uw, sont les 


solutions distributionnelles de classe W? (D) du problème spectral 
(489) correspondant à A4. Si L et D vérifient les conditions du théorè- 
me 2 de [I1-2-55], alors chaque fonction u,4 est un élément de W.', (D) 
et sera solution des équations (489) (cf. théorème 2 de [II-2-56|). 


IT-3. Equations de types parabolique 
et hyperbolique 


Il-3-1. Dépendance des solutions de l’équation de la chaleur par 
rapport aux conditions initiales, aux conditions aux limites et au 
second membre. Nous avons établi précédemment le théorème d’uni- 
cité pour l'équation de la chaleur en nous servant d’un théorème qui 
affirmait que La solution de l'équation de la chaleur sans second membre 
prend son minimum et son maximum pour t = 0 ou sur la frontière du 
domaine. 

Ce théorème a été prouvé en dimension un (tome II, [VII-4-7]). 
La démonstration est exactement la même en dimension n. 

Considérons maintenant l’équation de la chaleur dans un domaine 
B du plan (x, y): 


Ut — Uxrx à 5 Uyy Æ Î (x, ÿ; t) (1) 


avec les conditions initiale et aux limites 


u lo = p (x; y) dans B; u F = 4 (x, y; t), (2) 
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où L est le contour de B. On admet que la fonction f est continue 
dans le domaine B pour t > 0. On admet de même que est continue 


dans B et + sur L pour t > 0. Imaginons dans l’espace (x, y, t) un 
cylindre D dont la base est le domaine PB du plan (x, y) et dont les 
génératrices sont parallèles à l'axe des £. Soit D la partie du cylindre 
comprise entre les plans t = 0 et é = T (T >> 0). Désignons par S” 
la base inférieure &t — 0 et la surface latérale de D. Des raisonne- 
ments analogues à ceux effectués au (tome II, [VII-4-7]) nous per- 
mettent d'établir sans peine le théorème suivant : 


Théorème 1. Siu est solution de l'équation (1) à l'intérieur 
de D et est continue à l'intérieur de D + et sur S”, alors u prend sa plus 
petite valeur sur S' si f > 0 dans D y, et sa plus grande valeur sur S” 
si f 0 dans Dry. 

Donnons brièvement la démonstration de ce théorème. Consi- 
dérons seulement le cas f < 0 et prouvons-le par l'absurde. Suppo- 
sons que x prend sa valeur maximale M non pas sur S’ mais en un 
point (x’, y’, t’). Considérons la fonction 


| v=u—k(t—T), (3) 
où x est un nombre >=>0 que nous allons définir. 


On a dans Dr: 
u Lv<Lu + KT, 


et on peut fixer k assez proche de 0 pour que la plus grande valeur de 
v sur S” soit inférieure à la valeur de w en (x, y’, t’). Pour un tel k 
la fonction v prendra sa plus grande valeur à l’intérieur de D} ou de 
la base supérieure t = 7. Ramenons ces deux cas à une contradiction. 

Supposons que v prend sa valeur maximale en un point C (x, y,t) 
intérieur à D. Donc, en ce point 


vy = 0; Vrx KO; Vyy K 0, 


d'où V4 — Vrx — Vyy 2 0 ou, en vertu de (3), u; — sx — Uyy — KZ 
> 0, or ceci contredit le fait qu’en C on doit avoir uÿ — uxx — 
— üuyy — f = 0 et f L 0. Supposons maintenant que v prend sa 
valeur maximale en un point C intérieur à la base £ — T. On doit 
avoir en ce point v, > 0 et en étudiant les variations de v sur la base 
supérieure, on obtient: v,, < 0 et v,, < 0 en C. Cette nouvelle 
CRAN prouve le théorème. Une conséquence du théorème 1 
est le 


Théorème 2. Si,vet f vérifient les conditions | @ | < a sur 
la base inférieure de D, si | | < a sur la surface latérale de Dr 


et |fI< = dans Dr, alors | u | < 2a dans Dr. 
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Considérons la fonction 
v=u+ LD, (4) 
qui est solution de l’équation 
: D Vas + Vyy + (fr) 
avec les conditions suivantes : 
Ulio=p+a; vh=d+—-— 


En vertu de l'hypothèse du théorème fait que £C[0, 7] 
sur la surface latérale de Dr, on peut affirmer que 


a RER 


—7<0 ven Dr; |q+al<2a sur la base t—0; 
p+ 2 )| 2 sur la surface latérale de Dr. 


Le théorème 1 nous dit que v atteint son maximum sur $”’, donc 
v & 2a dans Dr. Le second terme du second membre de la formule 
(4) étant =>0, on affirme que u < 2a. De façon analogue, en considé- 
rant la fonction 


UV = U — 242) , 
on démontre que u > —2a, d'où il s'ensuit que | u | < 2a. Le théorè- 


me 2 donne une majoration de la solution de |’ équation (1) en fonc- 
tion de la majoration du second membre jf et des fonctions figurant 
dans les conditions initiale et aux limites. 

Ce théorème s'établit de façon analogue dans le cas d’un nombre 
quelconque de variables spatiales. 


Il-3-2. Potentiels pour l’équation de la chaleur en dimension un. 
Nous allons montrer maintenant comment on peut construire pour 
l'équation de la chaleur une théorie identique à celle du potentiel 
pour l’équation de Laplace et ramener de la sorte les problèmes aux 
limites pour l’équation de la chaleur à des équations intégrales. 

Considérons l’équation de la chaleur en dimension un 


u; — d'u,, = 0 (5) 
et cherchons la solution qui satisfait les conditions aux limites 


et la condition initiale 


u lo = f(x) x€l0, El. | (7) 
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Prolongeons la fonction f (x) définie sur l'intervalle [0, {] à l’axe 
des x tout entier de telle sorte qu’elle soit continue et s’annule en 
dehors d’un intervalle fini, et formons la solution de l'équation (5} 
(tome IT, ([VII-4-21: 


re _ (x) 
Me = | fe dE (0) (8) 


qui vérifie la condition 
Uo lt=o = f(x) zEÏ-o, oœl. (9) 


En substituant à u (x, t) la fonction w (x, t) = u (x, f) — us (x, t}, 
on obtient pour w l’équation (5) avec la condition initiale homogène 


w Lo = 0 x € [O, Il, 


avec des conditions aux limites dont les seconds membres sont égaux 
aux différences © (t) — w (0, t) et wo (t) — w (1, €). Donc, dans 
la suite, on cherchera la solution de l'équation (5) qui vérifie les 
conditions aux limites (6) et la condition initiale homogène 


u lo = 0 æxEef0, 2]. (10) 


La solution singulière fondamentale correspondant à une source 

placée en x = & à l’instant { — + est la solution (tome IT, [VII-4-2]) 
1 __ _&=x} 

U= ————— hat), 11) 

2a y n(t—7T) GE 


En dérivant par rapport à £ et en multipliant par le facteur 
constant 2a?, on obtient la solution singulière correspondant à un 
dipôle : 

à _ _E=x) 
U = t(x—#tle ft, 12 
2a y n(t—7T})s/? 5) Ê+) 

En multipliant la dernière solution par une fonction œ (x) et en 
intégrant par rapport à t de t = 0 à t — ft, on obtient la solution 


t (Ex)? 
_ p(T) be Fat-0 

u (x, t) TETE À É)e dx, (13) 
correspondant à un dipôle placé en x — £ et agissant à partir de 
l'instant t = 0 avec une intensité (rt). Le fait que la fonction (13} 
est solution de l'équation (5) pour x Æ E se vérifie immédiatement 
par une simple dérivation; la dérivation par rapport à la limite 
supérieure nous conduit à un résultat nul, puisque l’intégrant pour 
x Æ E tend vers 0 pour t — {. Montrons que la fonction (13) satisfait 
les conditions aux limites suivantes si x —+ £ à gauche ou à droite: 


u(E+0,t)=p(); u(é — 0, é) = —œ (it). (14) 
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Considérons la substitution 


dans l'hypothèse que x = £. Lorsque % — t, alors & —> +oo pour 
z > Eet &« —> —o pour x << Ë. On obtient dans la nouvelle variable 


ue De il pli es da (2>8, (5) 


2a EL 
et lorsque x —{E +0 





u(E+0, => 7 fetea p (#) TE [e-s aug (ue 


On démontre de ie analogue la deuxième égalité (14). D'autre 
part, la solution (13) satisfait manifestement la condition initiale 
homogène 

(72 lt—0 == 0. (16) 


Nous ne nous attarderons pas sur l'étude détaillée du passage à 
la limite dans la formule (15). Celui-ci peut être facilement réalisé 
sous l’hypothèse de la continuité de œ (rt). 

Supposons qu’on ait à intégrer l'équation (5) avec les conditions 
aux limites (6) et la condition initiale (10). Cherchons la solution 
sous la forme de la somme de deux dipôles placés l'un au point 
x = O0, l’autre au point x — 1, l’intensité cherchée du premier étant 
désignée par (x) et celle du second par vw (x): 


t xt 
— ___ 9) 7 &aït-T) d 
au(x, t) Î EP ATIMES TT ze T + 


(Lx) 


t 
+ De TS dre (17) 


En vertu de (14), les conditions aux limites (6) s'écrivent : 


Lt 
== PS EE 7 Hañ(t-T) dr — 
| | P (£) l 20 va (T2 € T=@ (t)e 


: (18) 
p(T) Ta-D Jr = 
zayat—vn Fans 


On cn D ch 


À 
| _p(#+1 
{ 


RE re Re , A : des ; : : 
3 a a ma ne die an nn mutant ut dut gta TO D ONE À Re DTA T SN EE Me PO RE RTE 0 
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Ces équations forment un système intégral de Volterra pour 
 (t) et 4 (t) dont les noyaux ne dépendent que de la différence 
t — 7 de sorte que ce système est justiciable de la transformation de 
Laplace (tome IV,, [I-53]). Si, par exemple, à l’une des extrémités 


. : y +.» OU : 
on donne non pas la fonction u mais sa dérivée Ca alors en ce point 


il faut placer non pas un dipôle, mais une source simple dont l’action 
est définie par la formule (11). Supposons par exemple que les con- 
ditions aux limites sont de la forme 


ôu 
u|x=0=@(t); er (£) (19) 


et les conditions initiales sont de la forme (16). 

Pour simplifier l'écriture des formules ultérieures, multiplions 
la solution (11) par 2a° et cherchons de ce fait la solution sous la 
forme 


t x2 
RC 
A 2a y a(t—7T)?/? se de 
+ apr)  - Le 
ee hat) gr. 0 
d Vayi—T é fire NEO) 


La première condition (19) nous donne 


l? 
7 Zaït-T) 


CIS = 3 (9 de où (). 





En dérivant la formule (20) par rapport à x et en faisant tendre x 
vers À, on trouve, en vertu de (14), la deuxième des conditions (19) 

12 | 2 
7 4aï(t=T) 7 kaZ(t=T) 


ed | Er (de où 


t 


POP 2a y n(t—7)3/? 


et l’on obtient de nouveau pour (+) et 1 (rt) un système d'équations 
intégrales dont les noyaux dépendent de la différence £ — ". 

I1-3-3. Sources de chaleur en dimension n. L'idée du potentiel peut être 
appliquée aux problèmes de la chaleur en dimension nr. On se bornera à indiquer 
des résultats analogues aux précédents. La démonstration des propriétés des 
potentiels en dimension n est bien plus compliquée qu’en dimension un. Considé- 
rons le cas plan, c’est-à-dire l’équation 

Uy — a? (uxx + uyy) = 0e (21) 


Soit donné sur le plan (x, y) un domaine B de contour Z. La Mere singulière 
fondamentale correspondant à une source placée au point (£, n) agissant à partir 


30—01017 
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de l'instant t est de la forme 
| 1 di 
7 4 av) pe — (E__ 7y — y2 
4na? (t—T) e [ Œ z) + (n y) ]. 
L’avalogue. du potentiel de simple couche est donné par la formule suivante: 
T2 


t 
“en Der | er [pe EP 0, (22) 
Ô l 


où co est la longueur d'arc du contour ! mesurée à partir d’un point fixe, a (0, 7) 
une fonction du point variable © du contour et du paramètre t. Par r, on a désigné 
la distance d’un point (x, y) au point variable © du contour L. Le potentiel ther- 
wmique de double couche est défini par la formule 


r2 


t 
mel b(0,T) @ 7 Za?(t-+) 26 93 
v(x, y, Dee [A pr N ES e , (23) 
(D l 





où n est la normale extérieure au point variable d'intégration, ou encore par 
t r2 


une [af Prost, mas, 22) 
s . 0 l : 


r étant le vecteur d’ ty o et d'extrémité (x, y). Si l’on introduit l'angle dp 
sous lequel on voit la longueur ÉnÉORe do à partir du point (x, y), alors 
la formule précédente devient 


— 


r2 


®__ b(o, T La (t=-T 
MARS h | HG Roger Uma (3) 


Les valeurs limites du potentiel de double couche au point 6, (x, Yo) du 
contour sont définies par les formules 
r2 
b (©, T) 


0 . 
2 sa 
aigue 077 re 008 (rar) do, 


Vi (Zo Yo» t)= — bd (09, »+ dt | 
0 l 


24 
Ve (Zo» Yos t)= b (05 t) esse \ ) 
où r, est la distance du point variable d’ intégration au point O6 (0, Yo). Le poten- 
tiel de simple couche (22) est continu à la traversée du contour ! et sa dérivée 
suivant la normale r au point ©, du contour prend en ce point les valeurs limites 
suivantes : 


-t | rè 


du (Zos Vos t) | Lao, TT) Re 
2m ),=-« (S0s t)— lé aet=s Ana (tv) * ka? (Tr, cos (Fos 0) 409 
ou (Zos Y6 t) _ | 
Ge NC D 5 


Ces formules nous permettent de ramener la résolution des problèmes aux limites 
à celle d'équations intégrales. Supposons par exemple qu'on cherche une fonction 
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v (x, y, t) satisfaisant à l’intérieur de B l’équation (21) et prenant sur ! les valeurs 
frontières : | 
U lr = © (s, t), (26) 


où s est la longueur d’arc s mesurée à partir d’un certain point. Les conditions 
initiales sont supposées nulles. En cherchant la solution sous la forme du poten- 
tiel de double couche (23), on obtient en vertu de la première égalité (24) l’équa- 
tion intégrale suivante pour la fonction b (o, t): | | 


t r2 
es 0+ (ar fe D reos(r, m)do=u(s, D, CD 
0 l 


où r est le vecteur d’origine © et d'extrémité s. Dans cette équation, l’intégration 
par rapport à © a lieu sur un intervalle fixe [0, Z], où L est la longueur du contour 
l; quant à la borne supérieure de l'intégrale par rapport à Tv, elle est variable. 
Autrement dit, cette équation intégrale est une équation de Fredholm par rapport 
à la variable © et une équation de Volterra par rapport à la variable +. Malgré 
cette mixité, l'équation (27) s'intègre normalement à l’aide de la méthode habi- 
tuelle des approximations successives décrites pour les équations de Volterra. 
Cette méthode est valable pour un domaine limité par plusieurs contours. Elle 
se généralise sans peine à la dimension trois et s'applique aux problèmes exté- 
rieurs. La réduction de la condition initiale à une condition homogène s'effectue 
comme en dimension un à l’aide de la solution du problème pour le plan ou 
l’espace tout entier. La formule de la solution dans l’espace a été donnée au 
(tome II, [VII-4-2]). Dans le plan, cette formule devient 





oo T2 | 
u(S y, ere | Î e “f.(E, n) dé an. 


Les propriétés des potentiels thermiques et leurs applications aux problèmes 
aux limites sont étudiées dans les travaux suivants: E. Levi, Ann. di Mat., 
1908 ; M. Gevre y, J. Math. pures et appl., 1913, 9; G. Munt z, Math. Z., 
1934, 38, n° 3; G. Muntz, Equations intégrales. M; L.: GNTI, 1934 (em 
russe); A. Tikhonov, Bul. MGU, 1938. d 


I1-3-4. Fonction de Green pour l’équation de la chaleur. De même que pour 
l'équation de Laplace, on peut introduire la fonction de Green pour l’équation 
de la chaleur. Pour la commodité de l'écriture des formules, on désignera la 
solution singulière fondamentale (11) par uw, (x — E, t —- tr). La fonction de 
Green correspondant aux conditions aux limites homogènes 


u fou fx] =0, z€[0, 1] (28) 

se définit comme suit 

: — Ug (z—E, 1—T)—u (x, H É T) tZT, 
Ge, 5 8 D={G 
où u (x, t: &, tv) est la solution de l’équation de la chaleur par rapport à (x, t) 
pour x € J0, {et t > +, qui satisfait la condition initiale homogène pour t = + 
ufr, T6, D =0 (30) 
et les conditions aux limites 

u (0,1, 6, 7) =u(—6, f—7T); ut; 6, Tv = uw (—6,t—7). (301) 
Dans ces formules, £ et + sont figés, et de plus Ë € 10, {[. De cette définition, 
il s'ensuit immédiatement que u (x, t; E, t) et la fonction de Green dépendent 


30* 
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uniquement de la différence & = t — t et l’on peut remplacer u (x, t; Ë, ©) 
par u(x, ë, a)et G(x,t; 6, t) par G (x, 6, a). Les conditions (30) et (30,) nous 
donnent les valeurs frontières de la fonction uw (x, &, «) sur le contour de la 
demi-bande bornée par x = 0 et x = 1 (t > Tv) et par le segment [0, /] de la droite 
t — 7T. Ces valeurs frontières sont continues aux sommets de cette demi-bande. 
Ceci résulte immédiatement du fait que pour x  Ë fixe et t —+ T + 0, la solu- 
tion (11) tend vers 0. Ces valeurs frontières étant =>0, on peut affirmer qu'il 
en est de même de u (x, t, &) et par suite en vertu de (29) on a G (x, Ë, à) < w. 
Pour t = tT+0et x = E, la fonction de Green présente une singularité caracté- 
risée par celle de u,. On a u, > 0 et, en vertu de (30), u (x, &, &) + 0 pour à + 
— +0, d’où il s'ensuit immédiatement la deuxième inégalité pour la fonction 
de Green, à savoir G (x, &, &«) > 0. On démontre que la fonction de Green est 
symétrique par rapport à x et E&. 

“La fonction de Green nous permet de construire la solution de l'équation de 
la chaleur avec second membre qui satisfait des conditions aux limites et initiale 
homogènes, plus exactement, si x (x, t) est une fonction continue dans l'intervalle 
10, I et possède des dérivées premières continues pour t > 0, alors la fonction 


t l 
we, n= | dr | G(e 8 a)ntt, v & (31) 
0 Û 
est la solution de l'équation 
ôw 


d?w 
mn == QE — 
FT: a 3x5 + n(x,t) 


qui vérifie des conditions aux limites et initiale homogènes. 
Tout ce qui vient d’être dit est valable en dimension nr. Une démonstration 
des propositions avancées figure dans le travail mentionné ci-dessus de 


A. Tikhonov. 


I1-3-5. Usage de la transformation de Laplace. Nous avons déjà signalée 
lors de la résolution du système d'équations intégrales (18) qu’on pouvai t user d- 
la transformation de Laplace. Cette transformation peut être appliquée directe- 
ment à l'équation différentielle (5). On se servira ici de la transformation unila 
térale 

O0 


f(s)= | estF(t)dt=L,(F). (32) 
0 


Soient données les conditions aux limites (6) et la condition initiale homo- 
gène (10). Au lieu de la fonction w (x, t), on cherchera sa transformée de Laplace: 


px, s)= | e-Slu(x, t) dt. (33) 
0 


Intégrons par parties en admettant que le produit e-$tu (x, t) est nul pour { = , 
En tenant compte de la condition initiale homogène (16), on obtient 
(se) (s,e] 


1 { ôu 
= —— SE —— p”st 
@(x, s) : | u(x, t)de : | FF dt. 


Quitte à changer l'échelle de # ou de x on peut rendre a = 1 dans l'équation (5). 
En appliquant la transformation de Laplace aux deux membres de l'équation 
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eten admettant que dans la formule (33) la dérivation par rapport à x est possible 
sous le signe d'intégration, on obtient pour (x, s) une équation dans laquelle 
ne figurera que la dérivée par rapport à x: 


9? 
= sq. (34) 


L'application de la transformation de Laplace aux FHAUONS (6) nous 
donne les conditions aux limites suivantes pour ®: 


Plxo= a (s} Planet, (35) 
a (= | e-tton (9 de &=1, 2). (36) 
ù 


La solution de l’équation (34) qui vérifie les conditions aux limites (35) 
s’explicite sans peine: 


où 


pr, s) = a (s) a (rs 5) + a (s) Pa (x, s), (37) 
où 
sin(l— x) y —s sin z y —s 
S) — - a $ L == mms 38 
PEN) sin! y —s Le 8 sin / y —s 68) 


En appliquant à la fonction (37) la transformation réciproque (32), on obtient 
la fonction cherchée u (x, t). Il se trouve que cette fonction s'exprime simple- 
ment par l'intermédiaire des fonctions ©, (t) et æ, (t) figurant dans les con- 
ditions aux limites et par l’intermédiaire de la fonction de Jacobi 83 (v) (tome 
IIT,, [VI-4-13]) (pour construire cette fonction on prend k = e-ft), Désignons 
la fonction de Jacobi par d (v, t): 

+ 00 


ds (2, t)— >. ernino-ninit (39) 
n= — 00 


Les calculs ultérieurs reposent sur la formule suivante : 


cos (2v—1) V —s 
—— — , , 0, , 40 
sn — Ÿ(u, s) ve [0, 1] (40) 


où pour abréger on a désigné laïfraction par 1 (v, s). Les formules (38) peuvent 
être mises sous la forme: 


1 Fôvb(v, Ps) | 
pese [OR], zero, 21, 
| Tr 


Li [O3 (v, t)]= — 


(41) 
te) 12 
Be [S AU en La net ze[—!, 1]. 
3 Er 
Par ailleurs, on a de toute évidence 
su9= | e est (t) dt — + je tr (— } #, 
) Û 


c’est-à-dire que le passage de f (s) à f (L?s) par la transformation (32) est équiva- 
t 


Î 
lent au passage de F (t) à mi F ( à) . En tenant compte de cette circonstance 
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ainsi que des formules (40) et (41) et en dérivant par rapport à v sous le signe 
d'intégration, on obtient | 


t FA t 
- 1 003 (e, 5) ñ 003 (+ , E ) 
PO Gale Ras 6 : 
7 x 
z€[0, 2/], 
E\ I—zx tt 
r y [ét(r 7) (7) 
Li {Pe (x, = —S7 ôv NA dx 9 


cé V= — 


zE[—1, 1]. 


En appliquant maintenant la transformation L;i1 à la fonction (37) et en 
tenant compte de la formule (36) et du théorème de convolution, on obtient en 


définitive 
x t l—zx t?t 
u (x be cure Gr m) es, ler Œ 7) (42) 
PTS CNE êx Re ôz ? 
z€]0, 11, 
où | 


Fitt)s F,(t)= | Fix) Fa(t—7) dr. 
0 


On peut exprimer la fonction de Green au moyen de Ÿ, (v, t). On remarquera 
tout d’abord que la formule (40) n’a lieu que pour v € [0, 1]. Si v € [—1, 0], alors 
v + 1€TI0,1], et la périodicité de Ÿ3 (v, t) nous permet d'écrire: 


La ds, 1)]= 1 (8 (v +1, De LS, vHE0, 1), 


c'est-à-dire 


SEP Sep, 0. (43) 


L a Us t)]= ——— — 
1 [Us (29 t)] rh 
Considérons maintenant l'équation avec second membre 
ôu ê?u 
"dt ôx2 =n(z, t) (44) 


avec des conditions aux limites et initiale homogènes. En introduisant la 
fonction | 
00 


(x, =Lln(, t]= | esta (x, t) dt (45) 


et en appliquant la transformation de Laplace à l'équation (44), on obtient 


d?q(x, s) 
dx? 


—sp(z, s)=—0(x, s) (46) 
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avec les -conditions aux limites 


p (0, 5 = p(, s) = 0. | (47) 


Il est immédiat de vérifier que la fonction de Green pour l’opérateur du 
premier membre de l'équation (46), correspondant à ces conditions aux limites 


est 

sin(l—Ë)y —s.sinxry —s 
y —ssinl y —s 

sin (/—zx)y —s.sin£y —s 


y —s sin / 4 Ts 


ve, & s)= (48) 


la solution de l’équation (46) vérifiant les conditions aux limites (47) s'exprime 
par l'intermédiaire de la fonction de Green (48) de la manière suivante: 


l 


_p{, = [ve Es) 0 (Ë: s) dé. (49) 
0 


Pour effectuer la transformation Zi1, mettons la fonction (48) sous la forme 


__ cos(r—Ë+l)y —s cos (G@+HE—I)y —s 











— — ——— —" (z< ; 
2y —ssinly —s 2y —ssinl y —s G< 
v(z, & s)= ; _— = (50) 
COS (r—E—l)y —s cos(1—E—l)y —s (x>E) 
2y —ssinly —s 2y —ssinly —s nue, 
En tenant compte du fait que si 0<zr<E<1, alors —i<T < 0 
. _ + 
et0< TS <1, et si 0OGE<z<1, alors << i et Pin, <1, 


eten se servant des formules (49) et (43), on obtient 


Loir & 91=6(, & De [0 (TS, +) 0 (ES, +) |. 60 





Le théorème de convolution nous donne 

t 
Live & 90 G.91= [a @, D Gt & 2-0 dr, 

Û 

et par suite, en vertu de la formule (49) 

| L ot 
u(z, t)= dE | nË, T)G(x, Es t—tér. (52) 
Û 


En comparant cette formule à la formule (31), on voit que la fonction 
G (x, £; t — +) définie par (51) par l’intermédiaire de 8; (v, t) est la fonction 
de Green de l'équation de la chaleur. | 

Brossons maintenant la démonstration de la formule (40). On sait que 


22 sin 712 1 cos x cos 2x ) 
SERRE , 


COS 27 = —— —© — => +... 
ñ 2z? un A2 — 2? Hit 
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formule valable pour x €E[—x, x] (tome II, [VI-1-4]). En faisant z=27v— 1 
et z—y —5s/x, on obtient 


O0 


cos (20—1)y —s 1,2 D cos 2nTv 
V — s sin v —s S 1 s + nn? ? 
N—= 


où v€[0, 1]. D’autre part, on a le développement suivant en série de Fourier 
de 93 (v, t) (tome III, [VI-4-12]) 


Ê3 (v, t)}=1+2 > et cos 2nnv. 
n=1 


Cette série converge uniformément en # sur tout intervalle fini [e, 7], où 
eg > 0. En admettant que Re s>0 et en intégrant par parties, on obtient 


T 
cos 2nav 
st = e(s+n2n?) € _ —(s+n2r2)T 

fe 8, (,t)dt— 425 ele à e 

E 
La présence de nr? au dénominateur assure la convergence uniforme de cette 
série par rapport à € et 7 et un passage à à la limite pour € — 0 et T — œ nous 
donne 


— cos 2n7 
| | Ca 3 @, à) dt=— 2 ù Pet s 
Ô 0e 


d'où l’on déduit la formule (40). 

Un exposé détaillé de l’application de la transformation de Laplace aux 
équations de la chaleur figure dans les travaux de G. Doetsch. Math. 7., 
22,25, 26, 28 et dans son ouvrage À nleitung zum praktischen Gebrauch der Laplace- 
Transformation. München, Oldenbourg, 1961. 


II-3-6. Application des différences finies. Considérons l’ équation 
de la chaleur avec second membre 


Uy — d'Uxx = HN (x, t) (53) 
avec la condition initiale 
u |izo — f(x), x €T0, LI, (54) 
et les conditions aux limites homogènes 
U eo = 05 uni = 0. (59) 


On admettra dans la suite que a = 1 et ! = 1 quitte à modifier 
l’échelle de t et de x. Prenons un intervalle [0, T] de variation de t 
et partageons-le en nr parties égales par les points té, = kh (k — 
= 0,1,...,n), où k — T/n. Dans l’équation (53), posons t = ty, 
et remplaçons la dérivée par rapport à £{ par le rapport de l’accroisse- 
ment de la fonction à l’accroissement k de la variable indépendante. 
On obtient ainsi un système d’équations différentielles ordinaires 
pour les fonctions u; (x) qui sont les valeurs approchées de u (x, t:4:1), 
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puisque nous avons remplacé la dérivée par rapport à t par le rapport 
ci-dessus. Ce système d'équations différentielles est de toute évidence 
de la forme 


d? + + SE 
D M OO nr, tu) (0,1, m—1). (56) 


En vertu de (54), posons u, (x) — f (x) et imposons aux autres 
fonctions u4+, (x) de satisfaire les conditions aux limites (55): 


upys (0) = up (1) =0 (—0,1,...,n—1)  (57} 


La procédure de calcul sera la suivante: en faisant k# — 0 dans 
l’équation (56) et en posant u, (x) — f (x), on obtient une équation 
du second ordre pour uw, (x) que l’on doit intégrer pour les conditions 
aux limites (57). Une fois en possession de u, (x), on pose k& — 1 
dans l’équation (56) et l’on intègre l’équation pour uw, (x) obtenue 
pour les conditions aux limites (57), et ainsi de suite. Dans la suite 


DS 


on aura à étudier une équation de la forme 


HP m?y = —n(x) (58} 


dx? 





avec les conditions aux limites 
y (0) = y (1) —0, (59) 


où l’on aura posé m°? — 1/h. Considérons la fonction de Green pour 
l'opérateur du premier membre de l'équation (58), correspondant 
aux conditions aux limites (59). Il est immédiat de vérifier que cette 
fonction sera de la forme [II-1-1] 

G(x, Ë)= 

Re Re ui 
CL —eren eme] (emê —e-mé): 2m(e"—e")  (x>DE), 


(60) 


et la solution de l'équation (58) qui vérifie les conditions aux limites 
(59) est exprimée par la formule 
1 
y (0) = | G (2, 9 7 Ed. (61) 
d 
Prouvons le 


Lemme. La solution de l'équation (58) satisfaisant les conditions 
aux limites (59) est telle que 


{ 
m 


lyG)I<= max |n(x)|. (62} 
0Lx<1 


Considérons d’abord le cas où x (x) > 0 dans l'intervalle [0, 4}. 
Montrons que y (x) > 0. En effet, si, par absurde, y (x) << 0, alors 
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elle doit présenter un minimum <<0 dans l'intervalle [0, 1] et en ce 
point de minimum y” > 0 et m°y < 0, ce qui contredit (58) pour 
x (x) > 0. L'inégalité y (x) > 0 résulte aussi de (61). 

Donc, y (x) > 0 et cette fonction prend sa plus grande valeur 
en un point de l’intervalle [0, 1]. En ce point on doit avoir y” (x) < 0 
et de l’équation (58) il s'ensuit immédiatement que —m°y (x) > 
> —n (x), d’où l’on déduit la majoration (62). Si x (x) < 0, en se 
servant de la formule (61) et du fait que la fonction de Green (60) 
est >0, on obtient la majoration 


{ 


LyG IS (Ge, 1x (6) 18. (63) 


: 0 


Le second membre de (63) est la solution de l'équation 


qui satisfait les conditions aux limites (59). Or, on vient juste de 
montrer que la solution de cette équation est telle que 


1 
2(2) <— max |n(x) |. 
UT PT | 


Donc, en vertu de (63), on a à fortiori la majoration (62). 
Introduisons les erreurs Yz+1 (x) et nx+1 (x) suivantes: 


(Ven (@) =u (2, tin) — au (2) : | 
| ou ( œ t) u(z, {hy1)—u(x, tr) (64) 
Mr (= — 5 — en, 


? 
t=thyr h 


où il est évident que y, (x) =0. En posant t = t,,, dans l'équation 
(53) et en ajoutant membre à membre l'équation obtenue à (56), 
on trouve | 
d? È | ; — 
Ver (2) YR Le YR (x) qu (© 


dr? 
OÙ 


2 
D my (2) = my (c) + Mar (2). (65) 


Si l’on admet que la fonction w (x, t) possède une dérivée par rapport 
à t continue pour { — 0, alors en appliquant la formule des aecrois- 
sements finis à l’ expression (64) pour nx+1(x), on conclut que 
|na+1 (x) | K T, où t ne dépend pas de k et de x et tend vers 0 avec h. 
Posons 6, = max | y: (x) | pour x € [0, 1]. En appliquant à l’équa- 
tion (65) le lemme prouvé ci-dessus, on obtient Ô41 < Ôg + AT. 
En sommant cette inégalité de k — 0 à k = n — 1 et comme ôs = 0, 
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on obtient Ô, < nhTt = Tr. Cette inégalité sera à fortiori réalisée 
si l’on somme de k = 0 à un k = m<n — 1, c’est-à-dire qu'on a 


Qu (x, tm) — um (HD) IS TT (m=1,2,...,n—1). (66) 


On voit donc que l'erreur y» (x) tend vers 0 avec h. Pour prouver 
ce fait, on a admis l’existence de la solution w (x, f{) du problème et 
que cette solution possédait une dérivée par rapport à £, continue 
pour f = 0. 
Cette application de la méthode des différences finies est due à 
E. Rothe et est exposée dans son travail Zweidimensionale para- 
boliche Randwertaufgaben als Grenzfall eindimensionaler Randwertauf- 
gaben (Math. Ann., 1929, 102). Rothe considère dans son travail 
l'équation de forme plus générale 
o?u êu 
us —Q(r, t)==n(x,t,u), 
à laquelle il applique cette méthode pour prouver l'existence d’une 
solution. 
Si l’on a affaire à des conditions aux limites non homogènes 


U fo = @1 (t);. u ler = @ (t), 
alors par la substitution 
| vu = u — (1 — x) wo (t) — ro, (t) 
on ramène les conditions aux limites à des conditions homogènes. 
Cette substitution modifie le second membre n (x, t) mais pas le 
fond du problème. 

Cette méthode a permis d'étudier des équations paraboliques en 
dimension n aussi bien linéaires que quasi linéaires (cf. travail de 
O0. Ladyjenskaïa, Problème de Dirichlet pour équations 
paraboliques quasi linéaires. DAN SSSR, 1956, 107 ; Tr. Mosc. Math. 
Ob-va, 1958, 7, et son ouvrage Problèmes aux limites de physique 
mathématique, M., Naouka, 1972 (en russe). 


I1-3-7. Méthode de Fourier pour l’équation de la chaleur. On s’est 
servi de la méthode de Fourier pour résoudre les problèmes aux 
limites. On se propose de légitimer cette méthode à l’aide de la 
théorie des équations intégrales. On se place en dimension trois et 
on cherche dans un domaine B de contour / la solution de l’équation 
sans second membre 


_ Ut — Uxx — Uyy = 0 (67) 
satisfaisant les conditions suivantes: 

u lim =f(P) PEB: (68) 

ü |, = 0, (69) 
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La méthode de Fourier nous donne la solution formelle de ce problème 
sous la forme 


u(P;t)= D ae "#ty, (P), (70) 
K=1 
où Àz et v, (P) sont les valeurs et fonctions propres de l'équation 
Av + Av — 0 
avec la condition aux limites 
v |] = 0 (71) 
et az les coefficients de Fourier de la fonction f (P): 
ax= | | f(P)v, (P)ds. (72) 
B 


Supposons que la fonction f (P) est continue, possède des dérivées 
premières et secondes continues dans B et s’annule sur /. Sous ces 
conditions 


J(P)= 2 ave (P) (73) 
et cette série converge régulièrement dans B, c’est-à-dire que la 
série 

2 | axvx (P) | (74) 

converge uniformément dans B [II-2-34]. 
Comme 0 < e-lrt < 1 pour { > 0, on affirme que la série (70) 
converge régulièrement si P € B ett > 0. Donc, sa somme u (P, t) 
est une fonction continue de PettsiP € Bett > 0. Delàil s'ensuit 


lim u(P;t}=u(P;0)= À av, (P)=f(P), 
1+0 K=1 


c'est-à-dire que la fonction uw (P; t) définie par la formule (70) 
satisfait la condition initiale (68). D'autre part, chaque fonction 
Ur (P) satisfait la condition aux limites (69), donc il en est de même 
de la fonction u (P ; t) pour t > 0. Il reste à s’assurer que u (P;t) 
possède à l’intérieur de B et pour t > 0 des dérivées u,, u,, et u,yy 
continues et satisfait l’équation (67). 

Dérivons la série (70) terme à terme par rapport à f: 


— À anne Mo, (P), (75) 
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et soit &« > 0 un nombre arbitrairement choisi. Etant donné que 
pour tous les k assez grands on a 0 Axe -}rt << 1 et que la série 
(74) converge uniformément, on peut affirmer que la série (75) 
converge régulièrement si PE B et t > «à. On démontre de façon 
analogue que la série 


œ 


Y aie "hu, (P), 


obtenue par une dérivation terme à terme de (75) par rapport à £, 
converge aussi régulièrement sous les conditions indiquées. De là 
il s'ensuit que w (P ; t) possède des dérivées première et seconde par 


* 
pe 


rapport à é continues pour t > 0 et P € B et pour ces dérivées on a 


M (P38= — 2 auhxe Ars (D); (76,) 


O0 


un (P;t)= À aie "ns (P). (762) 


Ce raisonnement est valable pour n'importe quelle dérivée de u 
par rapport à é. 
r 


vx (P)= a | [G(P: Qv (Q) 45, 
| B 


où G(P; Q) est la fonction de Green pour l'opérateur de Laplace 
correspondant à la condition aux limites (71), donc la formule (76:) 
peut se mettre sous la forme 


u(P;t)=— 3 | [aie #G(P; Ov (Q)ds. 
k=1 


B 


La série (76) étant uniformément convergente dans B pour t > 0 
on peut intervertir la sommation et l’intégration et l’on obtient 


m(PiD=—||G(P;Que(e:nds, a 
B 
et de façon analogue 
u(Pin=—((Îa(p;Qu(e: nas. (78) 
B 


La fonction u;; (Q; t) est continue dans B pour £ > 0 et de (77) 
il s'ensuit que u; (P ; t) possède à l’intérieur de B pour t > 0 des 
dérivées premières par rapport à x et y continues. Par ailleurs, la 
formule (78) montre que vu (P ; t) possède dans B pour t > 0 des déri- 
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vées du premier et du second ordre continuesetest solution de l’équa- 
tion 
Au(P;t)—u;(P;t) = 0, 


ce que nous voulions. 


I1-3-8. Equation avec second membre. Considérons maintenant 
l’équation avec second membre 


Ut — Uxx — Uyy = N(T, y; t) (79) 
avec les conditions aux limites et initiale homogènes 
lim u=0; (80) 
t-+0 
uU lz —= 0. (81) 
Considérons les coefficients de Fourier du second membre n(x,y;t) 
(= | [x(P: Dur (P)4s (82) 
B 
et cherchons la solution du problème sous la forme 
u(P; je 2 CR (t) va (P). (83) 
En portant u (P; t) dans l’équation (79) et comme Av, — —}vy, 


on obtient pour les coefficients c; (t) l'équation différentielle 
CE (t) = —Ancr (t) + dx (6), 
d'où, compte tenu de (80), c’est-à-dire que c4 (0) = 0, on obtient 
Ca (t) = fems-00, (&’) dt”, 
Ô 
et en portant ceci dans (83), on trouve 


co t 
u(P;t)= S'v,(P) fete", (t')dt’. (84) 

© k=0 (à à 
Montrons que cette formule nous donne bien la solution sous les 
conditions suivantes sur le second membre: x (P ; t) possède dans B 
pour { > 0 des dérivées premières par rapport à x et y continues et 
les séries 


D'un; Do(han(P); À MAP) (65) 


convergent régulièrement si P € B et 4 E[0, T]. La première des 
séries (85) étant régulièrement convergente et 0 < ek{#-# < 1 pour 
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t’ E [0, t], on peut affirmer que la série du second membre de (84) 
converge uniformément sous les conditions imposées à P et t. Sa 
somme u (P; t) est une fonction continue de P et de f pour PE B 
ett E[0, TI. La forme du second membre nous montre que u (P;t} 
vérifie les conditions (80) et (81). 

Il reste à vérifier que la fonction uw (P ; f) définie par la formule 
(84) possède dans B pour t > 0 les dérivées requises continues et 
satisfait l'équation (79). Une dérivation de la série de la formule 
(84) terme à terme par rapport à { nous donne 


oo 00 t 
D ba(t)va (P)— DS uv, (P) jen, (t”) dt’. 
k=1 k=1 0 


La deuxième série (85) étant régulièrement convergente, la sé- 


rie D) Aa, (P) converge uniformément pour PEB et t€[0, 7]. La 
= | 


somme de la série D b, (t)v, (P) est égale à a(P;t), car cette 
k=—1 
série converge régulièrement par hypothèse (tome IV,, [1-31]). 
Donc 
oo dt | 
u(P;t)=n(?;t)— 5 v,(P) M [De (')dt, (86) 
| h=1 ô 
où uyÿ(P;t) est continue pour PE B et tE[0, T1. 
En remplaçant P par Q dans cette formule, en multipliant ses 


deux membres par G (P ; Q) et en intégrant sur P, on obtient, compte 
tenu de l'équation intégrale pour v, (P): 


[feæ:Qu(o;tas- 
B | 
: œo t 
_ Î | G(P; Q}hn(Q;t)dS —S v,(P) | en Dp, (4) dt”, 
B ki Ô 
la somme de la dernière série étant égale à uw (P; t). Donc 


u(Pit=—((G(P:Qu(o;na5s+ ((e(P;Qx(0; Has. 
E B 
(87) 
Comme x (Q ; t) possède dans B des dérivées continues, il vient que 
la dernière intégrale possède des dérivées premières et secondes par 


rapport à x et y continues dans B et l’opérateur de Laplace de cette 
intégrale est égal à —x (Q; é). 
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Mettons maintenant à profit la convergence régulière de la 
troisième série (85) pour prouver que w (P ; t) possède dans B des déri- 
vées premières et secondes continues et satisfait l’équation (79). 


Posons 
Ce) t 
w(P;t)=—uw(P;t)+n(P;t)= D v,(P) Ag | en, (é') dt 
k=—1 - 0 


La troisième série (85) étant régulièrement convergente, on peut 
dériver terme à terme par rapport à £ la série uniformément con- 
vergente ci-dessus : 


v, (P) Mg [ne (4) dt", 
1 Ô 


wi (Pit)= 3, Aybr (E) va (P) — 


1 


TNA 
1 DA 8 


les séries intervenant dans cette formule étant uniformément con- 
vergentes. En remplaçant P par Q dans la dernière formule, en 
multipliant ses deux membres par G (P ; Q), en intégrant par rapport 
à Q et en tenant compte de l’équation intégrale pour vz (P), on 
obtient 


Fee: Qu(0:nas- 


B 
oc co t 
= S'b (tu (P)— D v(P) a [ent "Do, (#') dt’, 
k=—1 k=—1 0 


donc, en vertu de (86), il vient 


m(Pin= (GP: Qu(o:nas, 


B 


d’où il s'ensuit que uv; (P ; Q) possède dans B des dérivées premières 
continues. La formule (87) montre que uw (P; t) possède dans BP 
des dérivées premières et secondes continues et satisfait l'équation 


Au (P;t)—u;(P;t)=nx(P;t), 


ce qui prouve la formule (84). 

Si l’on ne considère que les solutions distributionnelles de l’équa- 
tion (79), on peut légitimer cette formule pour des conditions moins 
astreignantes sur le second membre. Rappelons la définition d’une 
solution distributionnelle de l’équation (79). Soient D le cylindre 
mentionné dans [I1-3-1], D- la partie de ce dernier limitée supérieu- 
rement par le plan t — T. On dit qu’une fonction u (P ; t) est une 
solution distributionnelle de l'équation (79) si toute fonction © (P;t) 
possédant dans D, des dérivées premières et secondes continues et 
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s’annulant dans un voisinage de 0D- est justiciable de la formule 


[Tu (ouxt oyy+ 00) dx dydt = — || [nodzdy dt. (88) 


LA 


T Dr 
On se bornera à étudier les solutions distributionnelles de la classe 
C (Dr). Supposons que la première série (85) converge régulièrement 
si PEBettE[0, T]. Alors la somme de cette série est égale à 
n (P;t)et nous avons vu plus haut que la série (84) converge unifor- 
mément, de sorte que u € C (Dr). 
Désignons par sn, (P ; t) la somme partielle de la première série 


(85) : 


Tn (P3 2) = 2: bn (6) or (P) 


et par un (P; t), la somme partielle de la série (84): 


n t 
u(P;t}= Y v,(P) fente, (t')dt”. 
k=1 Ô 


La fonction u, (P ; t) est solution de l'équation (79) avec x, (P ; t) 
au second membre. On peut donc écrire 


‘| [un (xx + Oyy + 01) de dy dt = — Î [ [no dx dy dt. 


Dr Dr 

En passant à la limite pour ñn — œ et en tenant compte de ce que 
Tin (P;t)—n(P;t)etu, (P;t) —+u(P;t) uniformément dans D7, 
on obtient (88), c'est-à-dire que la fonction uw (P ; t) définie par la 
formule (84) est une solution distributionnelle de l'équation (79). 
On voit de même que cette somme satisfait les conditions (80) et (81). 

Si l’on se sert du fait qu’une solution distributionnelle continue 
de l’équation de la chaleur sans second membre est une solution 
classique de cette équation [I1-2-33] et du théorème d’unicité de la 
solution du problème aux limites pour l’équation de la chaleur, alors 
exactement comme pour l’équation de Poisson, on peut montrer que 
la solution distributionnelle de l’équation avec second membre (79) 
qui vérifie des conditions aux limites et initiales données est unique. 


I1-3-9. Propriétés des solutions de l’équation de la chaleur. Con- 
sidérons l'équation 
Ut — Uxsx — 0. (89) 


Supposons qu’on connaisse une solution u (x, ft) de cette équation 
possédant des dérivées u, et u, continues en un point M et en son 
voisinage. De l'équation (89), il s'ensuit alors que la dérivée u,» 
est continue. 


31—01017 
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Comprenons le point M dans un rectangle ABCD assez petit de 
côtés parallèles aux axes (fig. 15) de sorte que la solution u (x, t) 
y existe. Plaçons l’origine des coordonnées en À et soit / la longueur 
de AB. Désignons par ©, (t) et w2 (€) les valeurs de la solution uw 
sur les côtés AD et BC et par f (x) ses valeurs sur AB. Traitons 
d’abord le cas où f (x) =0. En vertu de la formule (17) on peut 
mettre la solution w (x, t) sous la forme 


t 2 
@ (T) a — 
 : — ET ka?(t—T) d 
PA) ve ED di 
; (x 1)? 
Ÿ (T) ato 
ë A =" ka%t-1) 4 9 
L ne (t—T) ee ne AN 


où les fonctions continues œ (t) et 1 (t) se déterminent à partir des 
équations intégrales (18). À noter que l’équation (89) est justiciable 
du théorème d’unicité. 

Prenons un point (x,, Yo) intérieur à ABCD. 
Considérons par exemple la première intégrale 
(90). Si l’on y remplace x, par à' +x'i, où x’ 
est assez proche de x, et x” assez proche de 0, 
alors Re (x + x'i}? > 0, d’où il s’ensuit 
que l'intégrale considérée converge unifor- 
mément sur l'intervalle [0, é] par rapport au 
paramètre x = x° + x”i pour tous les x com- 
plexes assez proches de x, et, d'autre part, 

Fig. 15 l’intégrant de cette intégrale est une fonction 

entière de x pour t € [0, él. De là il résulte que 

cette intégrale est une fonction holomorphe de x au voisinage de tout 

point (x, t) intérieur à ABCD (tome IIT,, [ITI-16]) et en particulier 

du point M. On peut en dire autant de la deuxième intégrale de la 
formule (90). 

Donc, Les solutions de l'équation (89) sont des fonctions analytiques 
de x. 

Cette assertion est mise en défaut pour la variable £. En effet, 
si toute solution w (x, t) de l’équation (89) était une fonction analy- 
tique de #, alors les valeurs de w (x, t) sur toute droite d parallèle à 
l'axe des t et appartenant à la demi-bande de la figure 15 seraient 
entièrement définies, en vertu du principe du prolongement analy- 
tique, par les valeurs que w (x, t) prend sur le segment de d compris 
dans ABCD. Or ceci est impossible, car les valeurs de u (x, t) dépen- 
dent manifestement du procédé qui a servi à prolonger les fonctions 
©, (t) et w: (f) données initialement seulement sur les segments AD 
et BC des droites x = Det x — L. 

Jusqu'ici on a supposé que f (x,) =0 sur ]0, I. Si f (x) = 0 
on peut prolonger cette fonction à un intervalle [a, b] plus large de 
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sorte qu’elle soit nulle en a et bet ensuite la prolonger par 0 au delà 
de cet intervalle. Composons la différence 


b (E—x)3 


1 DRE TTES 
yat @e  & 


a 


U — 





Cette différence est nulle sur le segment AB et elle est justiciable 
des raisonnements ci-dessus. Il reste à considérer la solution 





UE; 0) = 


2V ni fee CF dE 


En appliquant le théorème relatif à une intégrale dépendant 
d'un paramètre (tome III,, [III-16]), on voit que w, (x, t) sera une 
fonction régulière de (x, £) au voisinage de tout point situé au-dessus 
de l’axe à = 0, c'est-à-dire pour t > 0. Signalons encore que la 
formule (90) nous dit que la fonction uw possède des dérivées de tout 
ordre par rapport à é pour x € JO, L. 

Il est possible de majorer les dérivées de la solution de l’équation 
(89) par rapport à {. Supposons que u (x, t) est analytique en x, possède 
des dérivées de tout ordre par rapport à t au voisinage de x = & = 0 
et est impaire en x. On a alors le développement de Maclaurin 


u=u, (Det At... AMEN. (04) 


only 
Uon+i (t) TT gainti 


(n=0,1,2,...). 





x=0 
L'équation (89) nous permet d'écrire 
__ ô® fou __ d'u, (à) 

Ugnti (= 35% (5) =. (92) 
Si p >> 0 est strictement inférieur au rayon de convergence de la 
série (91), alors on a l’inégalité (tome III,, [IV-31) 
u?n+1 (t) M 
@r+D1| 07? 


où M >> 0 est un nombre arbitraire. De (92) on déduit la majoration 
suivante pour les dérivées de u, (t): 








d'u, (t M (2 11 
Hole ET. 





Cette majoration n’assure pas l’analyticité de la IonGHion Un (#). 
Si nous avions la majoration plus forte 
d'u, (t) Mn! 

ar < pr ? 














31* 
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alors la série de Maclaurin de la fonction u, (ft) aurait été convergente 
et cette fonction, régulière au voisinage de l'origine. 


I1-3-10. Potentiels de simple et de double couche généralisés en 
dimension un. Au [II-3-2] nous avons résolu un problème aux limites . 
pour l’équation (5) dans une demi-bande limitée inférieurement par 
la caractéristique t — 0 et latéralement 
par les droites x = 0 et x — 1. Consi- 
dérons maintenant un domaine du plan 
(x, t), limité inférieurement par la carac- 
téristique t — b et latéralement par les 
courbes /; d'équations (fig. 16) 


ræ= Of); x —0o(t) Loi (f) << 0 (t)], 





(93) 
les fonctions o; (t) possédant des déri- 
Fig. 16 vées continues pour t > b. Pour résou- 


dre le problème posé dans un tel do- 
maine, il nous faut construire les potentiels généralisés de simple 
et de double couche qui se transforment pour 0; (t) = const en les 
potentiels indiqués dans [II-3-2]. Ces potentiels généralisés sont de 
la forme 


10;(")-xf? 


t 
ss. 1 Pi (£”) T'hatt-t) dt’ 
ur (e, = ed e t, (94) 





lo,(t")-x1? 


1 t a Er 994 
ve (æ, = rh te Ge TU dt, (95) 





où p(t’) et w; (&’) sont des fonctions continues. 

Les fonctions u; (x, t) et v; (x, t) possèdent des dérivées con- 
tinues et satisfont l'équation (5) partout en dehors des courbes li. 
Les deux potentiels ont un sens dans le cas où le point (x, t) est situé 
sur les courbes /;. Ceci est évident pour le potentiel ui (x; t), puisque 
la fonction à intégrer est majorée par C (t — t#’)}-}/2, où C est une 
constante. S'agissant du potentiel v; (x, t), si le point (x, D) EL, 
alors on peut écrire 


Le oi E)1 _ 1010) 0) {y 
EPP Grp —@vyr (<<), 


d’où résulte la convergence de l'intégrale (95). 

L'intégrale de (94) prise entre £ — Ô et t tend vers 0 avec Ô pour 
tout point (x, t), d'où il s'ensuit immédiatement que u; (x, t) est 
continue sur l;. L'intégrale de (95) admet des limites différentes 
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lorsque (x, £) — (xo, to) € li: 

lim Di (2, t) = Æ Wi (bo) + vi (to, to), (96) 

(x, 1) (Xos Lo) 
où 2; (To to) est la valeur prise par l’intégrale de (95) au point (xo, to), 
le signe + (resp. —) correspondant au cas où (x, €) — (to, fo) à droite 
(resp. à gauche) de /;. Si o; (f) = const, il est alors évident que 
v; (to, to) = 0 et l’on obtient le résultat de [II-8-2]. On omettra 
d'écrire l'indice à lors de la démonstration de la formule (96). 
Considérons la formule (95) pour 14 (£’) = 1: 


t Jo(t’)-x12 








_ 1 le. —_— / 7 &aït=t") , 
vo (= =) = leo (le HuTiT dé (97) 
et la fonction 
; Jo (t')=x 12 
1 20€) 
W,(z, t = (=. ni te 7 À 98 
o(e, 6) 2ay 7 ir PR 
La substitution 
__æ—0o (t) 
2a Vtt ? 
nous donne 
co 
vo(x, t)+w (x, = ed, (99) 
x—0 (b) 
2a Vt-b 
la borne supérieure étant prise avec le signe + (resp. —) si 


x —o(t)>0 (resp. <<0). Si le point (x, to) € l, c’est-à-dire 
Zo — O6 (to) = 0, alors 
0 


2 2 
Vo (To Lo) + Wo (To de \ e* dz. (100) 
xo—0 (b) 
2 Vto-d 


De la définition de w, (x, t), il s'ensuit immédiatement comme plus 
haut que w, (x, t) est continue sur L. De (99) il résulte 


9 290 


lim  [u(x, t)+w,(x, t)]—= 7 | er# dz, 


(x, t)-(xo, to) 





et en soustrayant terme à terme la formule (100) de la dernière for- 
mule, on obtient 
+oo 
lim w(t, t)=vo(t, je | 6 dz, 
(x, t)=(xo, to) Æ à 
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c’est-à-dire que 


lim  v,(t, t)=vi(tn to +1, 
(x, t)(x0, to) 


ce qui n’est autre que la formule (96) pour vw (f')= 1. 
Passons au cas général. Mettons v (x, t) sous la forme 





PT Eu 
PS 7 CES Gene UT dé + 
vé) (1 RCE | 
F 2a = [arr [Œe—o(t)je #60 dt. (101) 


Exactement comme au [II-2-2], il suffit de montrer que le premier 
terme reste continu lorsque le point (x, t) traverse l en (xs, to). Soit 
e >> O0 un nombre donné. Choisissons ô >> 0 assez petit pour que 


lp(E)—p(G)I<SE pour | —t1<6 


et partageons l'intervalle d'intégration [b, tl en deux parties 
[b, t, — ôlet [to — 6, t]. La fonction exprimée par l'intégrale étendue 
au premier de ces intervalles est continue en (to Lo): il suffit donc 
de montrer que l'intégrale 


[Lo (t”)-x1]2 
- | GC) L- tat= ET gt’ 
| D) (0) Er € PCT di 
o—Ô 


2a ya ; 


est assez petite quel que soit (x, t) assez proche de (x,, t,) ou confondu 
avec lui. Le module de cette intégrale est < à 


__[o G)-x12 


l 
ë es D ha2(t-#) dt’ 
— fs TI NBI LA . 
2a vT Î (t— en 

to—Ô 


Supposons que la différence x — © (t’) change de signe k fois au 
plus, où k > 0 est un entier bien défini, pour £’ € Lt, — 6, t] et 
quelle que soit la position du point (x, {) dans un voisinage de 
(os to). Sous ces conditions l'intégrale 


t , 
Lo (t”)-x}2 
SOLS Ta?) gt’ 
(t— t’ 3/2 
to-Ô 
se représente par la somme de k intégrales au plus de la forme 


it [o (#)-x}? 


— t TT 279 1 ’ 
+ Î TOUL A e GE) UE (Ho —ÈLti<tin Lt), 


i 
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qui diffèrent des intégrales 


ne O (is) 
2a Vi-t,.. tu 
+ 4a e-’?dz par la quantité 
x-0 (t;) 
24 VE, 
ti; [5 (')-x]2 
Fe | Le HE) dé’, 
vtr 


i 


qui est < en module à une certaine constante. Donc, l'intégrale 
étudiée reste bornée lorsque le point (x, t) se trouve dans un voisinage 
de (xs, to). Cette intégrale est multipliée par e, donc la démonstration 
du fait que le premier terme du second membre de la formule (101) 
est continu lorsque le point (x, t) traverse Len (x,, t,) s'achève exacte- 
ment comme au [II-2-2]. En se servant des potentiels mentionnés plus 
haut, on peut ramener le problème aux limites pour le domaine de la 
figure 146 à une équation intégrale comme on l’a fait au [II-3-2]. 
Supposons que les conditions sont les suivantes : 4 — 0 sur la caracté- 
ristique £ = b et u = w; (t) sur l;. On cherchera la solution sous la 
forme 


: | Co, ()-x 12 
D TH tea (le EE dr. (102) 


UT, = PT 
i=1 % 





1 
2a y x 


Sous ces conditions, quelle que soit w; (£), l'équation (5) est satisfaite 
avec la condition aux limites supportée par la caractéristique £ = b; 
quant aux conditions aux limites supportées par /;, elles nous donnent 
le système d'équations intégrales de Volterra suivant pour 1; (t): 





2 t 
: (f 
où (= (0 + > loi (0) — 
_ Lo; (”)—01 (112 
TO) CE URSS 
(103) 





2  t 
Ge (0 = — (0 + D | HE Lo (8) — 
b 


Co; (')- 02 ()72 
—o,(t')je AG-2 dé’. 
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Considérons les intégrales de la première équation 


t _ Loi )-01 CP 
lriib-atne EN &, (109 
b 


(é 
; t __ [62 ()- 01 (I? 
ne . bete. PP GR (405) 


Dans l'intégrale (104), la singularité pour t{’ — t est affaiblie par le 
numérateur du rapport 


O1 (t)— 03 (”) 
UFR 


exactement comme nous l’avons signalé plus haut. Dans la deuxième 
intégrale, l’exposant de e tend vers —o pour &’ —t et ceci fait 
entièrement disparaître la singularité. On étudie de façon analogue 
les intégrales de la deuxième équation (103). Donc, le système (103) 
possède une solution unique et peut être résolu par la méthode des 
approximations successives. 


On peut chercher la solution du problème aux limites posé ci-dessus sous la 
forme d’une somme de deux potentiels de simple couche: 


; 2. : Lo) 2 
u (x, D= = 2 | LOC (106) 


On est conduit ainsi au système d'équations intégrales de première espèce 





Co; (#”)-01 (#2 

















, 2 t 

( 1 PRE Er 

oO l _ — as (t t’) dt’, 

| 1 @) ner 

| Te | (107) 
! 2 tt 7 [o ; (’)-02 (t)]? 

| O3 (1) = ——— > | v: (0) e AGE | gér, 

U 24 y TT, t—1 


Multiplions les deux membres par (y — t)-1/? et intégrons sur t entre t — b et 
Lt — y: 





pi(t)Kij(t, y) dt”, 
(108) 





Pitt) Koj(t’, y) dt”, 


DC Q' e 


11-3-10. POTENTIELS DE SIMPLE ET DE DOUBLE COUCHE 489 


ou | 
s { @; (£) 
h Q= | 2 ar, 
| Vy—t 
| pu maur 
K;;(t", y)= Î a  —— La2(t-t') di, 
( , VU—=DE D) 


au second membre on a modifié l’ordre d’ intégration puis on s ’est servi de la 
formule de Dirichlet (tome II [II-3-2])}. Le système (108) est équivalent aw 
système (107) (tome II, [III-3-2]). On a sl toute évidence 


: pee 0 pour iÆj, 
une EE 7 V1 pour i=j, 
et compte tenu de la formule (tome II, [III-2-11]) 
f dt 
] VUE 
on trouve 
Ki QU y) = Kog Gs Y)= 55 Kio (, y) = Kn (y, y) = 0. 


Dérivons le système (108) par rapport à y en admettant que «, (t) possède des 
dérivées continues, donc que les fonctions f; (y) admettent aussi des dérivées 
continues (tome II, [III-3-3]) 





CS 


( Va ou EC D gy 
| fi 4)=— Da PA TE = À | we HT à 
= b 

y 


- 2 
| = Lg (+ > [® eue dar 


(119) 





Fe 


Pour calculer les mettons X;;(t’, y) sous la fine 
y 14)-0; (OP , 
Kij(t', AE re d [aresin(2 51) |. 
% 
Une intégration par parties et une dérivation par rapport à y nous donne 
_ V-N)Vu-sen d 





, ’ t t)]? 
x { Los (8)— 05 (81 of (9 — ROSE OP a 
Pour i  j, la convergence de l'intégrale pour t = t’ est assurée par . fonction 
exponentielle et pour i = j la fraction entre accolades ne présente pas de sin- 
gularité et l'expression entre accolades tend vers 0 comme t — +’. En tenant 
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compte de tout cela et en effectuant des majorations élémentaires sur la fonction 
à intégrer pour i  j et i — j, on s’assure sans peine que ces intégrales sont 
majorées par la fonction 





où C'est une constante. De là il vient que 


0K;j(t, y) L;j(t", y) 


OÙ py-r 


Où L;; (t”, y) sont des fonctions continues de ({”, y) et on peut appliquer la méthode 
des approximations successives au système (110) (tome IV,, [I-50]). 


I1-3-11. Fonctions sub- et superparaboliques. Pour résoudre le problème 
aux limites de l’équation de la chaleur, on peut appliquer une méthode analogue 
à celle des fonctions supérieures et inférieures qui a été développée au [II-2-26]. 
‘On considère dans le plan (x, t) un domaine B limité supérieurement et inférieure- 
ment par les caractéristiques { = 0 et t — b et latéralement par des courbes défi- 
nies par les équations (93). Pour l'instant nous n’imposerons aucune condition 
aux fonctions 6; (t) sauf qu'elles doivent être des fonctions continues et 04 (ti) < 
<< 62 (t). Pour définir les fonctions sub- et superparaboliques, nous devons choisir 
un domaine fondamental pour lequel on aura à résoudre le problème aux limites 
pour l’équation 


Uy — Uxx — 0 (11) 


avec des conditions aux limites continues quelconques. Pour l’équation de 
Laplace, ce domaine était un disque. Pour l’équation (111), on choisira par exem- 

le un triangle équilatéral B dont la base sera parallèle à l'axe & — 0 et les côtés 
Jatéraux orientés vers les t croissants. La solution w (x, t) du problème aux limites 
pour le triangle 6 peut être obtenue par la méthode développée au [II-3-10] et 
cette solution est unique. Cette solution atteint ses valeurs maximale et minimale 
sur les côtés de B (tome II, [VII-4-7]). Une fonction q (M) = (x, t) continue 
dans un domaine fermé B s'appelle subparabolique si en tout point M, € B elle 
prend une valeur @ (M,) < à la valeur prise en ce point par la solution de l’équa- 
tion (111) pour un triangle $ assez petit contenant M, à l’intérieur, qui est con- 
fondue avec p (M) sur les côtés de B. La fonction superparabolique 1 (M) — 
= 1 (x, t) se définit de façon analogue sauf que # (M) doit être > aux valeurs 
des solutions de l'équation (111) dans $. Le minimum d’une fonction super- 
parabolique et le maximum d’une fonction subparabolique sont réalisés sur la 
frontière de B. 

Il est immédiat de voir que si Ÿ (x, t) possède dans B des dérivées %}, Ÿx, Vxx 
continues et Ÿ} — Yxx > 0 dans B, alors (x, t) est une fonction superparabolique. 
En effet, soit u une fonction satisfaisant l’équation (111) et confondue avec 
sur les côtés de $. La différence w — 4 — u est alors nulle sur les côtés de B et 
W — Wxx > 0 dans $. Mais la fonction w doit prendre sa valeur minimale sur la 
frontière de $ [11-3-1], frontière sur laquelle elle est nulle, c’est-à-dire que w > 0 
dans $, c’est-à-dire que Ÿ > uw dans f, c.q.f.d. 

De façon analogue, si @; — px < 0 dans B, alors la fonction q est sub- 
parabolique. Toute solution de l'équation (111) est à la fois sub- et superparaboli- 
‘que. Exactement comme au [11-2-25] on peut démontrer que si f; (M}),...,fm (M) 
sont des fonctions superparaboliques, alors il en est de même de 4 (M) — 
= min [f, (M), ..., fm (M)]. Désignons par fs (M) la fonction confondue avec 
f (M) en dehors du triangle B et sur ses côtés et égale à l’intérieur de B à la solu- 
tion de l’équation (111) prenant sur les côtés de B les mêmes valeurs que f (M). 
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Comme au [I1-2-25] on peut démontrer que si f (M) est une fonction superpara- 
bolique, alors ilen est de même de fg (M), et de plus fg (M) < f (M) dans B. 

Les valeurs frontières sont données sur la base inférieure t — 0 et sur les 
côtés latéraux /;. Désignons cette partie du contour de B par L’. Les fonctions 
supérieures et inférieures se définissent comme pour l'équation de Laplace. En 
particulier, on appelle fonction supérieure une fonction superparabolique qui 
prend sur L’ des valeurs => aux valeurs frontières données. 

On définit ensuite dans B une fonction uw (x, t) dont la valeur en chaque 
point 47 de B est la borne inférieure des valeurs de toutes les fonctions supérieu- 
res en AZ. On démontre que cette fonction satisfait l’équation (111) [11-2-26]. 
Cette fonction est solution distributionnelle du problème aux limites posé 
ci-dessus pour l’équation (111). Le comportement de la fonction u (x, t) au 
voisinage de !”’ est étudié dans le travail de I. Pétrovski, Sur le problème 
aux limites de Dirichlet pour l'équation de la chaleur (Comp. Math. 1935, 1, 
no 3). 


IL-3-12. Equations paraboliques générales. Inégalité énergétique. 
L'’équation de la chaleur étudiée dans les numéros précédents est le 
représentant le plus simple des équations paraboliques. La forme 
canonique des équations paraboliques à coefficients variables est 


n 


Ut — D dir (x, t) Ux.x, +) b; (x, t) Ux, TC(X, t)u—=f(x, t), (112) 
i, A=i DR ÿ=4 d 

n 
dir = ap; et la forme quadratique > air (x, t) 6:Er doit être 


2, 
définie positive dans le domaine D de variation des variables 
(x, t), x = (21, . . ., ,). Les variables x; s'appellent variables spa- 
tiales, la variable t, temps. Le problème de Cauchy et les divers 
problèmes aux limites pour t >> 0 *) sont bien posés pour de telles 
équations. Le problème de Cauchy pour l’équation (112) consiste à 
trouver les solutions uw (x, t) de l’équation (112) dans le demi-espace 


I+ = {(x, tj: x ER", t>to} 


vérifiant la condition initiale w |;=, — @ (x). Les problèmes aux 
limites avec conditions initiales dans un domaine B de l’espace R" 
consistent à trouver les solutions de l’équation (112) dans un domaine 
cylindrique D — B X Jt,, TI de l’espace R°+! — R7 X R!1(c’'est-à- 
dire pour zx EB,tE Jt,, TI) vérifiant la condition initiale 


u (x, t) États — (x), VA € B, 


et l’une des trois conditions aux limites classiques: la condition de 
Dirichlet 


u (x, t) [x es = Ÿ (x, t), tE [to T], 


*) Le cas où la première somme de l’équation (112) est précédée du signe + 
se ramène à celui que l’on traite par la substitution T — —1. 
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la condition de Neumann 
n 


P(u(x, t))lxes = ù din (x, t) 


i, k=1 


EE cos (r, ti)lxcs=V(#, 1), 


. : te [os T] 
et la condition mixte 


(Pur, 1) +o(x, tju (x, t)) les = dx t), tel, TI. 

S est la frontière du domaine BP ; n, le vecteur unitaire de la normale 
extérieure à S; œ, vw et © des fonctions connues définies sur B, 
S X [t,, Tlet S X [f,, T] respectivement. 

Dans les numéros précédents de ce paragraphe, on a étudié le 
problème de Cauchy et le problème de Dirichlet (ce dernier dans une 
position plus générale dans laquelle la frontière du domaine B variait 
avec t) pour l’équation de la chaleur. Ces études ont été généralisées 
aux équations (112) ainsi qu’à une vaste classe de systèmes d’équa- 
tions paraboliques. Pour faire le point en théorie des équations et 
systèmes d'équations paraboliques, on peut consulter les monographies 
de O0. Ladyzenskaïa, V.Solonnikov, N. Ural- 
ceva, Linear and quasilinear equations of parabolic type, 
AMS Providence, 1968 et S. Eidelman, Systèmes para- 
boliques, M.; Naouka, 1964 (en russe) ainsi que les travaux de 
V.Solonniko v, Sur les problèmes aux limites pour les systèmes 
d'équations différentielles paraboliques linéaires générales (Tr. MIAN 
SSSR, 1965, 83) et autres. Nous exposons ici quelques résultats 
seulement établis par O. Ladyjenskaïa au début des années 50. 

Commençons par la déduction de l'inégalité énergétique pour le 
problème de Dirichlet-Cauchy. De cette inégalité il s’ensuivra que 
le problème est bien posé. Au lieu de (112) considérons l'équation 


M (u) RE _n (air (x, t) Uxp) HE b; (x, t) Ux; + C (x, t) u= f(x, t), 
(113) 

où la sommation est étendue de 1 à nr sur les indices qui se répètent. 
Si aix (x, t) sont dérivables par rapport à x;, alors l'équation (113) 
peut être mise sous la forme (112) et réciproquement. On retiendra 
la forme (113), car elle sert mieux nos objectifs. Supposons que 
l'équation (113) est donnée dans un domaine Dr = B X I0, Te 
« R"*#, et que ses coefficients satisfont dans D- les conditions 


n 


D É<an (x, DEb<u2 E, (114) 
da;jn (x, t) 
RE | ps, (115) 


(D be, DL, Je (a, Sa (116) 
i=1 | 
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oùv >0,u>0etu; > 0 sont des constantes arbitraires. Supposons 
que u (x, t) satisfait (dans D,) l’équation (113) et les conditions 
initiale et aux limites 

u |i=0 = @ (x) (117) 


u lon =0, Sr=8 x [0, TI. (118) 


Point n’est besoin de supposer dans la suite que la fonction 
u (x, t) est régulière, il suffit simplement d'exiger qu'elle appartienne 
à la classe Z, (D) avec ses dérivées distributionnelles u;, u,, et 
Uz xp Ces fonctions satisfont les conditions (117), (118) (voir à ce 
propos tome V [chap. IV]) et elles sont justiciables de tous les raison- 
nements effectués plus bas. L’équation (113) est vérifiée par de telles 
fonctions! pour presque tous (au sens de la mesure de Lebesgue) les 
points (x, t) de Dr. S'agissant des fonctions f (x, t£) et œ Sel il suffit 


de supposer que f € L, (Dr) et p € L, (B). Les dérivées == se = peuvent 


être aussi supposées distributionnelles et de plus les ie. LU 
et u, n’interviendront pas dans les majorations effectuées plus bas. 

Le lecteur non initié à la théorie des dérivées distributionnelles 
peut admettre que toutes les dérivées intervenant dans nos raisonne- 


ments sont continues dans Dr. 
De (113) il s'ensuit 


M (u) u dx = | fu dx, (119) 
B'(t) B(t) 
où B (ft) est la section du domaine D par le plan t{ = t,. Une intégra- 
tion par parties et la condition (118) nous permettent d'écrire le 
premier membre de (119) sous la forme 


4 d 
+ | wdr+ | Gt, +buau+cu?) dx. (120) 


B (1) B (t) 
Portons cette expression dans (119) et en utilisant les conditions 
(114), (1145) et (116) effectuons les majorations suivantes: 


TEE | u2dx +" | ux dx — | (biuu + cu?) dx + 
B(t) B(1) B(t) 


et 


+ | fu dz< | | S ut, az) | f S Bu de) + 


Bt) B (1) i=1 B (+) i=1 


+ Mo | u? dx + | | fax)" ( | uaz) 7 < 


B(t) B(t) B (t) 


<a | | uk dr)” ( | w2d2)"" + | u? dx + 


Bt) B{t) B(t) 


494 CH. II. PROBLÈMES AUX LIMITES 


1/2 1/2 
+ | fax) | u? dx) LT | u? dx + 
B(t) B(t) Bt) 
: 1 1 
+(tuts) [urdrt+ | par (4121 
B(t) B(t) 
On s’est servi de l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski et de l’iné- 
galité de Cauchy sous la forme lab] < + a+ b?, et l’on a posé 
: n 
ui = Ÿ ux.. De (121), il s'ensuit 
1 

La | u? dr +v | ui di <C [ u? dx + | f? dx, (122) 

B(t) B(t) B (t) B(t) 


où Ci= + Que + 1. Utilisons maintenant le lemme de [I-2-27]. 


Eliminons à cet effet le terme v u,; dx de (122). Ce lemme 
B(t) 
nous dit alors que pour w(t) — u? dx on a la majoration 
B(t) 


t 
furar<ent [urart Veat-na | fe, vd y(. 
0 


B (+) B(0) B(t) 
En portant ceci dans (122), on obtient 
_. | u2 dx +v | us dr LC;y (t) + | f? dx. (123) 


B(t) B(t) B (1) 


Soit D; = B X 10, tf. Intégrons l'inégalité (123) sur £ entre 0 et t. 
Des calculs et majorations élémentaires nous donnent 


| u? dx + v \ ui dx di <ecx| | op? dx +- \ f dx dt |, tCI0, T]. 
B(t) D, B D, 
(124) 


Ceci n’est autre que l'inégalité énergétique pour les solutions w du 
problème (113), (117), (118). Si w est une solution distributionnelle 
jouissant seulement des propriétés décrites à la page 493, alors les 
relations (122) et (123) sont valables non pas pour tous les # € [0, T] 
mais pour presque tous (au sens de la mesure de Lebesgue) les 1€ 
€ [0, TI]. L’inégalité (124) est réalisée pour tous les £ E [0, T]. Les 
quantités du second membre de (124) sont toutes connues. Elles 
permettent de majorer les intégrales du premier membre de (124) 
pour u. De l’inégalité (124) on déduit l’important théorème suivant 
pour le problème (113), (117), (118). 
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Théorème. Si les conditions (114), (115), (116) sont réalisées, 
le problème (113), (117), (118) peut posséder une solution distribution- 
nelle u au plus appartenant à la classe L, (D +) avec ses dérivées distri- 
butionnelles u;, Ux, OÙ aix, e 

En effet, supposons que ce problème possède deux solutions dis- 
tributionnelles u” et uw”, de la classe Z, (D-). Leur différence uw — 
= u" — u" est alors une solution distributionnelle du même problè- 
me mais avec f (x, t) =0 et q (x) =0. Donc, cette solution est. 
justiciable; de l’inégalité (124) dans laquelle f et q sont égales à 0. 
Mais alors ju (x, t) dx = 0 pour tous les t € [0, T], c’est-à-dire 

B 
que u” =u” pour presque tous les (x, t) € Dr. (Signalons que notre 
conclusion est valable aussi pour le cas où ” et u” satisfont une con- 
dition aux limites non homogène: u” (x, t) Les = u" (x, €) lxes = 
= (x, t), 6€ 10, TD. 

L’inégalité (124) entraîne aussi la dépendance des solutions (sous 
réserve qu'elles existent!) du problème considéré par rapport à f 
et @ au sens suivant 


n 


\ (u,—u2)? dr + v [ > (Uix; — Ux,)? dr di < 


Bt) D} i=1 


Let {T (op dx+ | (hf) drdt}, (125) 
B D, 
où u;, à — 4, 2 sont les solutions distributionnelles du problème 
(113), (117), (118) correspondant aux seconds membres f; et aux 
conditions initiales p;. La majoration (125) résulte immédiatement 
de l’inégalité (124) pour u = u; — u,, qui est également la solution 
du même problème correspondant à f = f; — fa et @® = @1 — Po. 
Au numéro suivant on prouvera le théorème d’unicité de la 
solution du problème (113), (117), (118) pour les équations (113) 
dont les solutions sont représentables par des séries de Fourier. 


I1-3-13. Méthode de Fourier pour les équations paraboliques. 
Etablissons le théorème d’unicité de la solution de l’équation para- 
bolique 





Ô $ 
M (u)=u— À (aix (@)Ux,) +c (2) u = 0 (126) 
qui satisfait la condition aux limites homogène 
u |s, = 0, S;=.8S x [0, #}, (127) 


et la condition initiale 
u |t=o — P (x) (128) 
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où p € L, (B). On supposera que les coefficients de l'opérateur M 
et le domaine B remplissent les conditions du théorème 2 [II-2-55]. 
Le théorème { de [II-2-57] nous dit que le problème aux valeurs 
propres 


L(u) = — (Gi (t)ux,) —c(r)u= hu, (129) 


u|,=0, 


où S est la frontière du domaine B possède un spectre réel {À:}, 
k = 1,2,..., qui est supposé rangé dans l’ordre de décroissance des 
valeurs propres Àx, Àg —> —oo pour k — co. Supposons pour simpli- 
fier l'écriture que c (x) > 0. Alors tous les À, << 0. On admettra par 
ailleurs que le système de toutes les fonctions propres {u, (x)}, 


k = 1,2,..., est orthonormé dans /, (B), c’est-à-dire que 
(un, ur) = | un dr = 641, (130) 
B 


ux étant la fonction propre associée à À,. Au [II-2-57] on a montré 
que toutes les fonctions propres u; appartenaient à l’espace W°, (B) 
et formaient une base dans les espaces L, (B), W: (B) et W;, (B). 
Par ailleurs, on a démontré dans ce même numéro que l’on pouvait 


munir les espaces Wi (B) et W?, (B) de nouveaux produits scalaires 


[u, v]— | [dinlx;Ux, + CUv] dr 
B 
Æ£t 


{u, v}— | Zu) L() dx 
B 
auxquels étaient associées les normes || w |, = Y{u, ul et [|u ||, — 
= Y {u, u} équivalentes aux normes initiales de ces espaces. Le 


système de fonctions propres {ux}»=1 est orthogonal pour ces nou- 
veaux produits scalaires et de plus 


Lun, ul = —hônn (131) 
et 

{uns ui} = Akôp 1. (132) 
Les fonctions ape Eu (x), k = 1, 2,..., sont, quels que soient az, 


solutions de l'équation (126) avec la condition aux limites (127). 
Ces fonctions et toutes leurs dérivées par rapport à { appartiennent 
pour tous les t{ > 0 à l’espace W?, (B). Elles satisfont l'équation 
4126) pour tous les t => 0 pour presque tous les x € B. Cherchons la 
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solution uw du problème (126), (127), (128) sous forme de la série 


Le,e] 


u(x, t)= ane"#u, (x). 
k=1 


En portant formellement cette série dans (128) et en se servant de 
la relation (130), on trouve les expressions suivantes pour a;: 


a, = (ous), k= 4,2, 


On se propose d'étudier le caractère de convergence de la série 


u (x, t)= À (9, uen, (x) (133) 


k= 


et de s'assurer qu’elle donne une solution distributionnelle du pro- 
blème (126), (127), (128) appartenant à une classe justiciable du 
théorème d’unicité. Il est immédiat de voir que la série (133) con- 
verge dans Z, (B) uniformément en { > 0. En effet, pour tous m et p 
ett>0ona 


IS (ou e"xtu, |? = DC u)2 et <ÿ P: Ux)?, 


VO 


la série D) (p, ux)? étant convergente et sa somme égale à || œ ||. 
R=i 


Donc, la somme x de la série (133) est pour tout é > Ô un élément 
de Z, (B) dépendant continûment de # > 0 pour la norme de Z, (B). 
Cecisignifie que [[u (x, + Af)—u(x,t) 1. —+ Davec Atett,t+ At> 0. 
Pour t = 0, la série (133) converge vers @ pour la norme de Fee (B). 
Donc, || u (x, At) — œ (x) || — 0 pour At — +0. Montrons que pour 
t>> 0 la série (133) converge pour la norme de W3 0 (B) uniformé- 
mententE fe, of, où e& > 0 est un nombre arbitraire. En effet, en 
vertu de (1432) 


pP 
Îm, » (2) = | DA ou) wu (D Ë= 2 Me (p, up. 


Or pour t>e >>0, les fonctions Ae?hnt k—1, 2,... Sont < à un 
nombre C. dépendant seulement de e. Donc pour t>e>0,ona 


? 
Îm, p ()< Ce D (y, Up)? 


Ceci prouve la convergence de la série (133). De cette convergence, 
il s'ensuit que la somme w de la série (133) est un élément de W3 0 (B) 
dépendant continûment de { > 0 pour la norme de cet espace. 


32—01017 
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Une dérivation terme à terme de la série (133) par rapport à £ 
nous donne la série 


2 M (Qu) eWux (2), (134) 


qui converge pour la norme de Z, (B) et même pour la norme de 
W? (B) uniformément en t pour t > e > 0, où e >> 0 est un nombre 
arbitraire. On prouve ceci comme plus haut en prenant en considé- 
ration le fait que les fonctions | A4 |” eh, k —1,2,..., pour 
t>e>>0 sont < à un nombre C,, dépendant uniquement de & 
et de r. Une pareille convergence de la série (134) garantit l’apparte- 
nance de sa somme à W3, (B) pour tous les £ > 0, et que cette somme 
est la dérivée distributionnelle par rapport à £ de la somme u (x, t} 
de la série (133) dans les domaines D, 7 — B X Je, T[, e > 0. De 
tout ce qui vient d’être dit, il s'ensuit que la somme w (x, t) de la 
série (133) est une solution distributionnelle du problème (126), (127), 
(128) dans le domaine D}; — B X ]0, TI de la classe M, dont les 
éléments v (x, t) sont doués des propriétés suivantes: ce sont des 
éléments de ZL, (B) dépendant continûment de t € [0, T] pour la 
norme de ZL, (B) ; ils possèdent une dérivée distributionnelle v, (x, t} 
dans D> et de plus v (x, t) et v, (x, t) sont des éléments de W3 o (B) 
dépendant continûment de # € |0, TI. La somme u (x, t) de la série 
(133) est solution de l’équation (126) pour tout £ >> 0 et pour presque 
tous les x € B. Elle satisfait la condition aux limites (127) en ce 
sens que pour # >> 0 elle est un élément de W?, (B). La condition 
initiale est vérifiée «en moyenne »: 


Hu (x,  — (x) —0 pour #t— +0. 


Montrons que le problème (126), (127), (128) ne peut admettre 
deux solutions différentes dans une telle classe. On connaît déjà une 
solution, celle définie par la formule (133). Soit u’ (x, t) une autre 
solution distributionnelle du problème (126), (127), (128) de classe 
hr. Leur différence v (x, t) est une solution distributionnelle de la 
même classe M7 du problème homogène (126), (127), (128), c'est-à- 
dire du problème 


M ()=0, v19 = 0, 0 leo = 0. (135) 
Dans le domaine D,7, e > 0, cette solution est douée de la 


régularité requise pour la déduction de l'inégalité énergétique (124), 
donc elle est justiciable de la majoration 


| v? dx <eCili—e) | v? dx (136) 


B(t) B(E) 
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pour tout € € J0,tlettEle, T]. En faisant tendre & vers 0 et du fait 
que Î vdr — O pour € —+ 0, on s'assure que v (x, t) =0. Ce qui 
proue. le théorème d'unicité. 

Si l’on soumet œ (x) à des conditions subsidiaires, alors la série 
(133) convergera plus vite, et sa somme sera douée de meilleures 
propriétés différentielles. Si, par exemple, € W: (B), alors la 
série (133) converge pour la norme de W: (B) uniformément en 


t > 0 et sa somme sera donc un élément de W1 (B) dépendant con- 
tinôment de { pour la norme de cet espace pour tous les t > 0. 
En effet, en vertu de (131) et (129), on a 


P P 
2 
| » (q; ux) "nur |. — à Pal (p, un) en < 
k=m km 


P ? 


£Y à 2 us 
<2 | »| (p, Ux) à Le, FE | , 


et 





k=1 


c'est-à-dire que la série (133) converge pour la norme de W: (B) 
uniformément en # € [0, cf. Montrons que si ® € W1 (B), les séries 
obtenues par une double dérivation terme à terme de la série (133) 
par rapport à æ;, i = Â,...,n, convergent pour la norme de Z, (Dr), 


où Dr = B X ]0, Tlet T est un nombre fini quelconque. Nous avons 
bien ceci, puisque 


î : Apt 2 
[I Z (emo far 


P 
M (p,upe ta DL [A] (p, w)2— 0 


k=m 


Sr nJ 


? 
k=m 


pour m, p —+ œw. Cette inégalité exprime que la série (134) est con- 
vergente pour la norme de L, (D). Enfin, le système {u4}}_1 formant 
une base dans W3 0 (B) [I1-2-57], il s'ensuit que si o € W3 o (B), alors 
la série (133) converge uniformément en £ € [0, œ[ pour la norme de 
W? (B) et sa somme est un élément de W3 , (B) dépendant continü- 
ment de # € [0, co pour la norme de W? (B). La série (134) convergera 
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pour la norme de Z, (B) uniformément en £ € [0, of et sa somme 
v(x,t) = u;,(x,t) sera un élément de Z, (B) dépendant continûment 
de t E [0, œ[ pour la norme de Z, (B). 

Nous avons donc prouvé le théorème suivant: 


Théorème 1. Si les coefficients de l'équation (126) et le 
domaine B remplissent les conditions du théorème 2 de {I1-2-55], c (x) > 
>0et pE La (B), alors la solution du problème (126), (127), (128) 
est donnée par la série (133) qui converge uniformément en t E [0, œl 
pour la norme de L;, (B); pour t => 0, cette série converge uniformé- 
ment ent E Le, of, où & — Oestun ne arbitraire, pour la norme 
de W° (B). La série obtenue par une dérivation terme à terme de la série 
(133) par rapport à t converge uniformément en t € [O, cof pour la 
norme de L, (B). La somme de la série (133) est une solution distribu- 
tionnelle du problème de classe Mr (T quelconque) et de plus cette 
classe est justiciable du théorème d’unicité. Si € W: (B), alors la 
série (133) converge uniformément en t € [0, oo[ pour la norme de Wi B) 
et les séries obtenues par une simple dérivation terme à terme par rapport 
à t et une double dérivation par rapport à x convergent pour la norme 
de L, (Dr), Dr = B X ]0, T. Enfin si ® € W3 5 (B), la série (133) 
converge pour la norme de W° (B), et la série (134), pour la norme de 
L;, (B) uniformément en t € T0, œo!. 

\Considérons encore le problème 


LU) =f( tt}, us =0,\ul0 = 0, (157) 


où L est le même que dans (126) et f € L, (Dr). Ce problème est for- 
mellement satisfait par la somme de la série 


un(e, = D À fn tr 69 drus (x), (138) 
0 


où f} (T) = | f(x, 7) ux (x) dx. Montrons que la série (138) et les 


B 
séries déduites par une simple et une double dérivations terme à terme 
par rapport à x convergent pour la norme de Z, (D-), de sorte que 
la somme u (x, {) de la série et ses dérivées Ux, tUx.x, appartiennent 


à L, (Dr). Pour cela il suffit de s'assurer que 


T 
0 





| S Î à 6 fa Cr) RE Gr us (x) fc dt (139) 
0 
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tendent vers. 0 pour p, m-—> oo. Ce qui est immédiat, puisque 
grâce à (132), on a 





R=D 0 0 
m T t 

<> | 1? ( fà (x) ent dr) (| ent dr) dt 
k=p 0 0 


t 


t 

m T m T 

LI ll | IL (x) a naey |A (x) dx 
0 


k=pP 0 


et les fonctions f(x, t)E L, (Dr) satisfont les égalités 
wo T 


T 00 
| | fa, v) dx dr = ( DAC ED) | f (0 
0 B 0 At k=1 9 


De la majoration de jp m il s'ensuit également que la série déduite 
par une dérivation terme à terme de la série (133) par rapport à t 
converge pour la norme de Z, (D). Les sommes finies 
N : 
Na D= D [tent acus (9 


k=1 0 
satisfaisant (pour presque tous les (x, t) de D.) l'équation L (uN) = 
= fN, où fN (x, t) — > fa (6) ux (x), et fN convergent vers f pour 


la norme de Z, (D), à somme de la série (138) sera solution de 
l'équation (137) pour presque tous les (x, t) de D. Pour que les con- 
ditions initiale et aux limites de (137) soient remplies, il faut que la 
série (138) converge pour la norme de W} (B) pour tout t > 0. En 
effet, les raisonnements qui nous ont servi à majorer jp. m nous don- 
nent 


|> À fn çr) entr D Aus ( ) | => JA Ant ) ext V x | = 
k=i 0 
t 


5 jf @a= | | f(x, 1)? dx dt. 


o B 
De là il est évident que pour tout t > 0, la somme w (x, {) est un 


élément de W: (B) et || u (x, t) |] — 0 avec té. 
Nous venons de prouver le 
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Théorème 2. Si Let B remplissent les conditions du théorème 
2 [11-2-55], fE€ L, (Dr), Dr = B X 10, TI, alors la solution du 
problème (137) dans D + est donnée par la série (138). Cette série et les 
séries déduites par une simple dérivation terme à terme par rapport à t 
et x et une double dérivation par rapport à x convergent pour la norme 
de L; (D7r). La somme de la série (138) satisfait l'équation (137) pour 


presque tous les (x, t) E Dr, appartient à W1 (B) pour tout t € [0, 7] 
et [lu (x, t) [1 — 0 pour t —+ 0. 

Signalons que les solutions des problèmes de Dirichlet et mixte 
avec des conditions initiale et aux limites pour l'équation L (u) = 
= f (x, t) sont données par des séries de la forme (133) et (138) dans 
lesquelles il faut remplacer uw, (x) par les fonctions propres de ZL 
correspondant à la condition aux limites considérée. 


I1-3-14. Deuxième inégalité fondamentale et existence de la solu- 
tion du problème de Dirichlet-Cauchy. Décrivons une méthode de 
démonstration de l’existence de la solution du problème (113), (127), 
(128) dans la classe des fonctions W2:1 (D), Dr = B X I0, TI, 
composée de toutes les fonctions uw (x, t) appartenant à Z, (Dr) 
avec leurs dérivées distributionnelles u}, Uy, OÙ Ux,xpe Cet ensemble 
peut être traité comme un espace hilbertien complet muni du pro- 
duit scalaire 


(u, v)$" Dr = [ (uv + Ur + UxxUyx + U{U+) dx dt (140) 


Dr 

(on utilise les abréviations de [II-2-52] et [II-2-53]). Désignons la 
norme de W2! (Dr) par IL bee L'adhérence pour la norme de 
W°! (Dr) de l’ensemble de toutes les fonctions de C? (Dr), nulles 
sur la surface latérale S- du cylindre D}, est un sous-espace de 
W?! (D >) qui sera désigné par W5: (D x). On admettra que le domai- 
ne B remplit les conditions du théorème 2 de [II-2-55] et que les 
coefficients de M satisfont les conditions (114), (115), (116) et 


| ET (141) 


Montrons que les opérateurs paraboliques M vérifient une inégalité 
de nature voisine de l’inégalité (434) de [1-2-53]. Considérons àäcet 
effet l'intégrale 


j (u))2 4x dr = | [u,—L(u)2dr, Di=BxI0, ti, 
D; 


D} 


L (u) = Du ( ik (x, l) Ux,) — b; (x, t) Uri C (x, Î) u, 
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etu (x, t) est une fonction arbitraire de C? (D r), nulle sur S. Trans- 
formons cette intégrale à l’aide de la formule d'intégration par par- 
ties (107) de [I-2-19]: 


À (A (up)? dx dr = | qu + (2 (+ 2eme + 


D, D; 
+ 2 (bju,, + cu) u.] dx di — | [ut + (L(u))?+ 
Pi 


a 


ô ôa; 
+ (ant) — GE Uritéay + 2 (bit, + eu) us |dx dr. (142) 
De cette égalité et des conditions (116) et (141), on déduit 


Î diplx;lxg AT + | [ui + (L (u))?] dr dr < | dinar; AT + 
B(t) D B(0) 


Ce | feu + (1 + 71) (u2 + u?)] dx dr + | (M (u))? dx dr, (143) 
D; D; 


inégalité dans laquelle la constante C, ne dépend que de Lo et Lss 
e >> 0 est un nombre arbitraire et B (t), B (0) désignent respective- 
ment les bases supérieure et inférieure de D;. Utilisons maintenant 


l'inégalité (452) de [II-2-53]. Cette inégalité et la condition (114) 
nous permettent de déduire de (143) l'inégalité 


vfuidrt (fut Luk+ut+u]aæd< 


Et) D; 
<p | utde+0, À [eur + (14871) (ui +u?)] dr dr + 
B(0) D, 


+} drdr, (149 
D; 
où la constante C, dépend de v, u, u; et du domaine B. Faisons 


e — (2C,)-! dans (144). Une majoration grossière de (144) nous 
donne 


uk du + | (ut + ut +ut+u?) dr dr< 
B(t) D} 


<C;[ | u dr + | (u2 Lu?) dr dx + | (M (u)?dzdr]. (145) 


(0) D, D, 
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L'inégalité 
| u2dr < | u? dr + | (u?+u2) dr, (146) 
H(t) B(0) D, 

qui se déduit aisément à partir de la formule de Newton-Leibnitz 


pour u?(x, t) à l'aide de l'inégalité de Bouniakovski-Schwarz 
(cf. (198) [I-2-27]) nous permet de tirer de (145): 


[ (uè-+ue) dx + À (ut+ut, +ui + ut) de dr < 
B(t) D, 


<Ci| Î (ui + u?) dx + Î (ui + u?) dx dx + Î (M (u))? dx dr |. (147) 
E(0) D, D, 


Le lemme de [I-2-27] nous permet de déduire toujours de (145) 
la majoration désirée 


| (uË. + u?) dr + | (ur + us + ux + u?) dx di 
B(t) D; 


< Ceci] | (ux + u?) dx + | (M (u))? dx dr | (148) 
B{0) D, 


Es 


(la marche est presque la même que pour (124)). L’inégalité (148) 
n’est autre que la deuxième inégalité énergétique pour les opérateurs 
paraboliques M pour la condition (127). Cette inégalité a été établie 


pour toute fonction uw (x, t) € C? (Dr), nulle sur S-. Montrons que 


1/2 
pour de telles fonctions les intégrales | (ui + u?) de ) J , LE 
B(t) 
€[0, 71, sont majorées par Hulpe. Considérons à cet effet une 


fonction y(t)>0 régulière, égale à 1 pour te[+, T | et à 0 


pour t€| 0, + | et utilisons les égalités 


t 
d 
Jets par = À | I +u vds = 
E(t) 0 BT) 
ki | Qususrx +usy" + 2uusyx +u?y) dx di = 
D; 


L | (— 2u,Auy+uxy + 2uu,x +u?y") dx dr. 
D; 
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De là il s’ensuit pour 1€[ +. T | Ë 


[ Gui+ur) dec, | (ut+ut+ut+u)dædr. (149) 
E(t) Dry 


On établit une inégalité similaire pour 1€ Lo, + | . La démonstra- 


tion est la même sauf qu'il faut remplacer la fonction %(#t) par 
une fonction régulière positive égale à 1 sur [ 0, — et à O0 sur 
[+ T |. Grâce à cela la norme IR de W£ (Dr) est 
équivalente à la norme 
172 
lu max | [ G+u) de] + us. (450) 
cieT Là, 

Ce fait et l'inégalité (148) prouvée pour les u € C? (Dr), nuls sur 


Sr, entraînent la validité de (148) pour tout élément u € W5: (D y). 
Cette inégalité permet de prouver l’unicité de la solution du problè- 
me (11), (127), (128) quelles que soient f (x, t) € L, (D) et @ (x) € 


€ W: (B), en utilisant la méthode de prolongement par rapport aw 
paramètre ([II-2-55] et le théorème 2 de [11-3-131). Plus exactement, 
il nous faut considérer les problèmes 


M: (u)=(1— 7) Mo(u) + TM, (0) =f, 


151 
ulsp = 0, u|:=0 = ®, TE [0, 11, } 


Où M5 (u) = 3 — À Uxix, et M, (u) = M (u), ainsi que le couple 
îi=1 


d’espaceshilbertiens ?! (D-) et W = L, (Dr) x W1 (B). L'espace- 
W est constitué des nt de fonctions { (x, t); p (x)} et est muni 
du produit scalaire 


(5 0}, 53 Pw= | far dt+ | (PaPx + pp) dr. 
T 
Les problèmes (151) peuvent être interprétés comme une famille 
d'équations opératorielles 


Au) = ff; p}, Tel, 1} (152} 
où les opérateurs 4, sont définis par 
A, (u) = {Malu);u io}, TElO, 1]. (153) 


Les opérateurs À, sont des opérateurs de W£:0 o (Dr) dans W. L’unicité 
de la solution del’ ‘équation (152) pour t — Ü et pour {f; qi € W quel- 
conques est acquise grâce aux théorèmes de [II-3- 131. A partir de 
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4à on démontre sans peine l’unicité de la solution de tous les problè- 
mes (152) quelles que soient {f; ®} € W à l’aide des inégalités 
(149) et de l'inégalité (148), valable pour tous les M, 7t € [0, 1] avec 
une constante C, que l’on peut choisir commune pour tous les t € 
€ [0, 1]. Nous glisserons sur cette démonstration, car elle est calquée 
sur celle du théorème 1 de [II-2-55]. Enonçons seulement le résultat 
final : 


Théorème. Si les coefficients de M de (113) remplissent les 
conditions (114), (115), (116) ef (141) et Le domaine BP, celles du théorème 
2 de [II-2-55], alors le problème (113), (127), (128) admet une solution 


unique dans W? (Dr), Dr B X I]0, TI quelles que soient fE€ 
€ L: (Dr) et p E W;(B). 


I1-3-15. Equations hyperboliques de forme générale. Inégalité 
énergétique pour le problème de Dirichlet-Cauchy. Les numéros sui- 
vants de cet ouvrage seront consacrés au problème de Dirichlet- 
Cauchy pour les équations hyperboliques. Considérons l'équation 


M (u) 2. Gien + 2. byux, + Cu — ui; = f (154) 


qui est de la même forme que dans [1-2-27] dans un domaine D} — 
— B X 10, TI d’un espace euclidien R#t(xE€BCR",tE]I0, TL). 
Les coefficients de l'équation (154) et le second membre f peuvent 
dépendre de (x, t). On supposera que ces coefficients sont des fonc- 
tions mesurables bornées sur D - et de plus que a;, sont dérivables 
0a;k 0a;k ro . . 
TEL (généralement distri- 
butionnelles) sont bornées dans D7. Supposons que f € Z, (Dr). 
L'hyperbolicité de l’équation (154) est assurée par la condition 


:par rapport à xetfet leurs dérivées 





din (T, 1) Er > V 2 Ë (155) 


dans laquelle v > 0 est une constante, Ë£; des paramètres réels 
arbitraires (on convient comme partout que &;; = ax;). Posons le 
problème de Dirichlet-Cauchy pour l'équation (154) dans le domaine 
D. Ce problème consiste à trouver la solution uw (x, t) de l’équation 
(154) dans D qui satisfait les conditions initiales 


u |i=o = P(&), us lim — Y(x), rEB, (156) 
et la condition aux limites 
u lsy =0, Sr=sS X [0, TI, (157) 


où S est la frontière de B. Autrement dit, nous cherchons une solu- 
tion u (x, t) de l'équation (154) dans B € R'pourt € 10, TI vérifiant 
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les conditions initiales (156) à l'instant { — 0 et s’annulant sur la 
frontière de B pour t € Ï0, TI. 

Montrons que ce problème est bien posé, c’est-à-dire qu’il admet 
une solution au plus et que cette dernière dépend continûment des 
conditions initiales et du second membre de l’équation. La continuité 
est comprise au sens des normes intégrales définies par l’inégalité 
énergétique que nous allons établir. On prouvera l'existence de la 
solution du problème (154), (156), (157) au numéro suivant en im- 
posant aux coefficients de l'équation (154) des conditions supplé- 
mentaires permettant de construire la solution sous la forme d’une 
série de Fourier. Dans la suite, on aura affaire à des solutions dis- 
tributionnelles de la classe W?(D7). Les éléments w (x, t) de cette 
classe satisfont l'équation (154) pour presque tous (au sens de Lebes- 
gue) les points (x, f) de D. Ils appartiennent à W!(B) pour tous 
les t € [0, T] et dépendent continûment de f pour la norme de W1 (B) 
c'est-à-dire [|u (x, t + At) —u(x, t)||8—0 pour At—+0 
eti,t+ AtEÏO, T}). La dérivée u, (x, t) est un élément de Z, (B) 
pour tous les t € [0, T] et dépend continûment de t pour la norme de 
L, (B). Pour cette raison les conditions initiales seront les suivantes : 
lu (e, D — (a) IS» 0 et lus(x, à — (a) ll,» 0 pour 


t— + Oet la condition aux limites (157) deviendra u (x, t) € W1(B) 
pour tous les & € [0, 7] (pour plus de détails sur les espaces W1, voir 
tome V chap. IV). On supposera naturellement que 


p&EWi(B), ÿE L (B). (158) 


L’inégalité énergétique pour les solutions du problème (154), 
(156), (157) (nous omettrons plus bas le terme « distributionnel », car 
il sera partout question de solutions distributionnelles de la classe 
W° (Dr) sauf, mention expresse du contraire) s'établit de la même 
manière que l'inégalité énergétique pour les solutions du problème 
de Cauchy [1-2-27]. Sa déduction est même plus simple ici, car les 
intégrales étendues à la surface latérale S- sont nulles en vertu de 
la condition (157). De nombreuses notations et majorations sont 
empruntées au [1-2-27]. Plus exactement, désignons par X (£) l’inté- 
grale 


K (t) = | (Ginlagurs + ui) dz, 
B(t) 


où B (t,) est la section du cylindre D} par le plan é — t,, et par 
D;, le cylindre B X ]0, £,l, en admettant que t, < T. Multiplions 


l'équation (154) par —2u,; et intégrons le résultat obtenu sur D;: 


= | 2M (u) us dx dt = | 2fu dr dt. (159) 


D; D: 
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Intégrons le premier membre de (159) par parties en procédant 
comme suit 


Zur, dx dt — | (1)? dx dt = [utdr— | u? dx, 
D, D; B(t) B(0) 
— | 2a;sux.s, U+: dx dt = (22; U,.U Loin , u,) dx dt — 
inWxixp 1 Te iRx; tx 0h xj#t — 
D; D; 

| () 04; 

| + (ainur Us) — STE Us de, + 2 LR Eu, jus | dx dt — 
D, 


= | diplx;Uxy ÊX — | dinlyl, AT + 





B(t) B(0) 
ôa;ik 0aih fé 
+ | ( — 5 Uaag + 2 . uxjue) dx dt. 


D; 


Pour établir ces relations on s’est servi du fait que u|$,—0, donc 
que u;lsp—0. La relation (159) équivaut donc à la suivante : 





(] i i , 
K()=K(0)+ [[ Su, 2-2 nu + 


D} 


+ 2busqus + 2cuus — 2jus | dxdt. (160) 


L'intégrale du second membre de (160) se majore comme au [1-2-27} 
(le fait que D, est un cylindre et non pas un cône importe peu). 
Nous ne reprendrons pas ici ces raisonnements et écrirons seulement 
l'inégalité énergétique déduite à partir de (160). Cette inégalité 
(dont l’homologue est l'inégalité (201) dans [I-2-27])) s'écrit 


(ui + d;pux.Ux, + U?) di < 
B(t) 
Lei (anus, tu) de+ | faxdt]. (161) 
B(0) D, 


La constante C dépend des coefficients de M, plus exactement 
du nombre v de la condition (155) et des maximums des modu- 





n 
ôa; ô : 
les des fonctions D : > (5) et c dans le domaine D, 
k—1 


Les fonctions du second membre de (161) sont connues à par- 
tir des conditions du problème, en particulier l’intégrale étendue 
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B (0) est égale à 


| (PH Gin Px, Pr, +?) de. 
B 
De (161), il s'ensuit 


| (ui + vus +u?) dir 
B{(t) 


ect [ | (24 npi+ op) dr + i frdrdt|, +€(0, Ti, (162) 
B 


D 


où est la constante de l'inégalité a;26;êr < > E? (de sorte que 


=1 
u est un majorant pour a;z). L'inégalité (162) s'appelle aussi iné- 
galité énergétique. On en déduit le 


Théorème 1. Le problème (154), (156), (157) admet une 
solution au plus de W°(Dx) qui dépend continûment des conditions 
initiales et du second Membre. 

En effet, si u; (x, t), i — 1, 2, sont deux solutions de W? (D) 
correspondant aux conditions initiales @; (x), ÿ; (x) et aux seconds 
membres (aux forces) f; (x, t), i = 1, 2, alors leur différence w (x, ft) 
est une solution du même problème de W? (D;), correspondant aux 
conditions initiales (x) = ®@1 (x) — @: (x), D (x)= Ÿ (x) — 2 (x) 
et au second membre f (x, £) = f, (x, t) — f, (x, €). Donc, u (x, t) est 
justiciable de l'inégalité (162), d’où résultent les deux propositions 
du théorème. 


I1-3-16. Méthode de Fourier pour les équations hyperboliques. 
On se propose de prouver l’existence d’une solution du problème de 
Dirichlet-Cauchy pour les équations hyperboliques de la forme 


M (= ; 7 (un (ou) + (D u— ue 0. (163) 


4, R—1 


Supposons que la partie elliptique ZL (u) = — 2 (aux) + cu 


de cette équation et le domaine B remplissent ne conditions du 
théorème 2 [II-2-55], donc que le système de fonctions propres 
{ur (x)}x-1 et de valeurs propres {A4} de l’opérateur L pour la con- 
dition u |s — 0 est doué des propriétés décrites dans [II-2-57]. 
Supposons provisoirement que c (x) < 0. Ceci exprime que À4 << 0 
de sorte qu'il est commode de désigner À; par —u?, en admettant que 
ux >> 0. Les solutions u (x, t) = X (x) T (t) de l'équation (163) 
vérifiant la condition aux limites (157) sont toutes de la forme 
(az cos ut + b4 sin ut) ux (x), où ax et b, sont des constantes 


510 CH. II. PROBLÈMES AUX LIMITES 


arbitraires et u; (x), la fonction propre associée à la valeur propre 
À = —i. 
De ce fait, on cherchera la solution du problème (163), (156), 


(157) sous la forme de la série 


u(z, t)— > (ar cos paf + bn sin pat) ux (x), (164) 


dont on déterminera les coefficients a; et b; à partir des conditions 
initiales (156). La première de ces conditions nous donne 


AR = (p, Ux), (165) 


et la deuxième, 
1 
era À Uy). (166) 


Formellement cette série satisfait toutes les conditions de notre 
problème. On se propose d'étudier sa convergence et en particulier 
de montrer qu’on peut la dériver terme à terme deux fois par rapport 
à xet àt. Cette dérivation est nécessaire pour justifier les égalités 


M (u) = M\ > (ay cos pat + b, sinu,t)u, (t))= 


= È M (ax cos pt + b, sin ut) ux (x))—0, (167) 


c’est-à-dire s’assurer que la somme de la série (164) est solution de 
l’équation (163). On montrera que la série (164) et les séries obtenues 
par une double dérivation terme à terme par rapport à x et { con- 
vergent pour la norme de Z, (B) uniformément en t € [0, cf. Ceci 
prouvera que la somme de la série (164) est solution de l’équation 
(163) pour presque tous les (x, t) de Dr (et même plus, pour tous les 
t ET[0, ol pour presque tous les x € B). Les conditions initiales 
seront satisfaites au sens suivant: 


Iu(x, —@ (ll 8 — 0, [u(x, t)—v%(x 158 — 0 (168) 


pour t +0. La condition aux limites (157) sera exprimée par 
l'appartenance de u(x,t) à W3 o(B) pour tous les t>0. Tout 
ceci aura lieu si p(x)EW3 o(B) et w(x)EW;(B). En effet, on 
a vu au {IlI-2-57] que la fonction @(x) se décompose en la série 


de Fourier œ (x) — > (p, u,) ur (x) convergente vers elle pour la 


norme {|-|, et de plus 


O0 


lol 2 (unis ain, (169) 
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et la fonction (x), en la série de Fourier p= 2 (Ÿ, u,) us (x), 
=1 


convergeant vers 4 (x) De la norme ||-||, et 


Ir 112 = 2 (+, x) pé = D Ru. (170) 


D'autre part, 
P 
| 2 (a, cos xt + b, sin ut) uy I = 


== 2. (ar cos pt + b, sin st)?ui < 2 S (ai + bË) ué, (171) 


| > : (a, cos pt + bx Sin pat) uy Ik _ 


k=m 
? ?P 
= SN p(—a,sinut+b,cosuat)}hÉ<2 D (a+ 08) nf (172) 
k=m k=m 
et 


| S __ (az cos pt + be sin ut) ux | = 
k=m 
P P 
== > (ar cos Ua + dk sin ut)? LÉ 2 2 (af + bi) LÉ. (173) 
k=m k=m 

En comparant les majorations (174), (172) et (173) à (169) et (170} 
on s’assure de la validité des propositions concernant la convergence 
de la série (164) et des séries obtenues par dérivation terme à terme: 
de (164) par rapport à x et t. Ceci étant, on se rappellera que les nor- 
mes el et [|] sont équivalentes aux normes initiales des espaces: 


W: (Bjet Wi 0 (B) respectivement. Que pour tous les t => 0, la somme 
u (x, t) de la série (164) appartienne à W3,9 (B) et u; (x, c etuys(x,t) 
respectivement à W: (B) et L;, (B) résulte de la convergence de ces. 
séries et du fait que leurs sommes partielles sont des éléments de- 
30(B), W1(B) et L, (B). On a donc prouvé le 
Théorème 1. Supposons que les coefficients de M et le domaine: 
B remplissent les conditions du théorème 2 de [II-2-55] et c (x) < 0. 


SipEWio(Bletpe W: (B), alors lasomme u (x, t) de la série (164). 
dont les coefficients a, et b, sont définis par les formules (165) et (166), 
est une solution du problème (163), (156), (157). Cette solution appar- 
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tient à W5 0 (B)pourt > 0 et dépend continûment de t pour la norme 
de cet espace. Ses dérivées ur (x, t) et u;, (x, t) sont des éléments de 


W1(B) et L, (B) dépendant continûment de t > 0 pour lesnormes de 
ces espaces. Les séries obtenues par une double dérivation terme à terme 
par rapport à x et t de la série (164) convergent pour la norme de L, (B) 
uniformément en t > (0. 


Remarque 1. Si l'on écarte la condition c (x) < 0, le 
théorème reste en vigueur mais il est possible que quelques-unes des 
premières valeurs propres À; soient strictement positives ou nulles. 


Les termes correspondants seront alors de la forme (ane Vi + 


+ be” Vint) ur (x) ou (ax + bat) ux (x). La convergence de la série 
(164) n’est pas affectée par ces termes: en effet, leur somme peut 
être représentée par un seul terme dans (164). 


Remarque 2. Les problèmes de Cauchy et de Dirichlet+ 
Cauchy pour les équations hyperboliques se résolvent de façon 
analogue pour { > 0 ou { 0. La série (164) converge comme ci-des- 
sus pour { < (0. 

Considérons maintenant l'équation avec second membre 


M (u) = f (, t), (174) 


où M est donnée par (163). Trouvons la solution qui vérifie les 
conditions initiales et aux limites homogènes suivantes: 


u [ro = 0, u; ie = 0, u lsr = (0. (175) 
Développons à cet effet f en une série suivant {ux}r_1: 


00 


fe D= GE). mule À fi (tu (0, 
et trouvons les solutions u (x, t) = X (x) T (t) de l'équation 
M (u) = fn (€) ur (x) (176) 
qui satisfont les conditions (175). Posons u (x, t) = Ty (t) ux (xK 
De (176), on obtient alors pour T7; (£) l'équation 
AT h (€) — Tr (E) = fr (b). (177) 


On sait que la solution qui s’annule avec sa dérivée pour £ = 0 es: 


la fonction 
t 


T, (= —— | sin tu (£—t) fr (x) dx, (178) 


0 | il 
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où comme plus haut uf = —À;. La somme de la série 
t 


u (x, t)=— Je | faG)sinu,(t—+)dru, (x) (179) 


Remi 


satisfait formellement toutes les conditions du problème (174), (175). 
Pour justifier la formule (179), il faut s'assurer que la série (179) 
converge comme la série (164) du théorème 1. Prouvons la proposi- 
tion suivante. 


Théorème 2. Supposons que les coefficients de M et le do- 
maine B vérifient les mêmes conditions que dans le théorème 1. Si 


f (x, ©) € La (D), alors la série (179) converge pour la norme de W: (B) 
uniformément en t E [0, T]. Si, de plus, f (x, t) possède une dérivée 
distributionnelle f, (x, t) € Le (D r), alors la série (179) ef les séries 
obtenues à partir d'elle par une simple et une double dérivations terme 
à terme par rapport à x et t convergent pour la norme de L, (B) uni- 
formément en t E[0, TI]. Dans le dernier cas la somme u de la série 
est une solution distributionnelle du problème (174), (175) de la classe 
W?(D7r) (et même d'une meilleure classe). 
Les propositions du théorème résultent des relations et majora- 
tions suivantes : 














p P 
D Ru@l= Duiri(< 
k=m . 
<D(fintwid) <7 ZX [Amar (4180) 
k=m 0 k=m 0 
et 
T © o T 
D ft) d= y fE(x) = Î f(x, thdxdt. (181) 
0 k=1 k=1 Dr 
Si de plus fi(z,t)E L, (Dr), alors 
t 
Pr = IL (x) d'cos px (£—t) = 
t 
= —7[- [ fa (t) cos px (£ — 7) dr + f, (Et) — fx (0) cos pat |= 


t 
= | fi (®) (A — cos px (#— 7) dr + fn (0)(1— cos pat) |. 


‘fe 33—01017 
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D'où 
À T 
TR OS | vi (fi) dr + 8 (0 |, 
donc 


Î 


, p | | ; p 
| D Titus @], = S Té()u 
k=m k=m 


p T p 
<S8T >, [(i(m}dr+8 Y fE(0). (182) 
ù 


k=m 
Si-f, fELe(Dr), il s'ensuit que f(x, O)EL,(B), Ÿ fé(0) — 


= (f(e, O0) dx et 
. B 


Ce 


S RACE | # (x, t)dx dt, 
k= 


eo 


ce qui prouve le théorème 2. 

La convergence des séries (164) et (179) est encore meilleure si 
les coefficients de 7, les fonctions ®, w, f et la frontière de B sont plus 
réguliers et si le degré de compatibilité des conditions initiales et 
aux limites et de l’équation est plus élevé sur l’ensemble {(x, t): 
zES,t—0}. Nous ne donnerons pas les énoncés exacts de cette 
dépendance, nous contentant de renvoyer le lecteur au chapitre IT 
de l'ouvrage de O. Ladyjenskaïa, Problème mixte pour 
l'équation hyperbolique (1953) (en russe) auquel ont été empruntés 
les thèmes développés dans ce numéro. O. Ladyjenskaïa a étudié 
la convergence des séries (164), (179) dans tous les espaces WI (B), 
1> 1, pour des conditions qui, dans un certain sens, sont nécessaires 
et ce pour les trois problèmes aux limites classiques avec des con- 
ditions initiales. La convergence pour la norme de W£(B) et le 
théorème d'immersion entraînent la convergence correspondante 
pour les normes des autres espaces et en particulier la convergence 


uniforme pour L > [5 + 1. Cet ouvrage contient la justification 


des autres méthodes de résolution de problèmes aux limites pour 
l'équation hyperbolique et notamment la méthode des différences 
finies pour des équations (154) de forme générale. Ces problèmes 
se résolvent aussi par la méthode de Galerkine et par la méthode 
« fonctionnelle » proposée par O. Ladyjenskaïa dans la note Sur la 
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résolubilité des problèmes aux limites fondamentaux pour les autre 
hyperboliques et paraboliques (DAN SSSR, 1954, 97, n° 3). 

Voir à ce sujet aussi les travaux: O. La d yjenskaïa 
Sur la résolution des équations opératorielles non stationnaires (Matem. 
zb. 1956, 39, n° 4); O. Ladyjenskaïa, Sur les équations opé- 
ratorielles non stationnaires et leurs applications aux problèmes linéaires 
de physique mathématique (Matem. zb., 1958, 45, n° 2); O. La d y - 
jenskaïa, M. Vichik, Problèmes aux limites pour les équa- 
tions aux dérivées partielles et certaines classes d'équations opératorielles 
(UMN, 1956, 11, n° 6). 

Signalons enfin que de la résolubilité du problème de Dirichlet- 
Cauchy pour les équations hyperboliques et de la finitude du domaine 
de dépendance des solutions du problème de Cauchy (cf. I-2-26), on 
déduit sans peine l’existence d’une solution du problème de Cauchy 
pour les équations hyperboliques. 


I1-3-17. Problème aux limites pour la sphère. On se propose d’étu- 
dier maintenant le problème aux limites De l’équation des ondes 


o?u __ @?u a? 
TO 0x Fo . + (183) 


dans le cas d’une sphère. Prouvons préalablement le 





Lemme. Siu = (x, y, z, t) = @ (M, t) est une solution de 
l'équation (183), homogène, de degré O par rapport aux variables 
(x, y, z, t), et si elle s'annule sur la sphère r =t, où r = 
= Va? + y? + 72, alors l'expression 

tr 


u = © (t) (M, t—7+T) dr, (184) 


où © (t) est une fonction continue quelconque et la borne d'intégration 
peut être un nombre arbitrairement donné, l’est aussi. 
En dérivant la solution (184) on obtient 


EE \ @ (T) PO D gro (tr) p(M, r)—. 


Or, par hypothèse, (M, r)=0, donc 


CE o (x ECS ans LI 


Ù 
Une nouvelle dérivation nous donne 


t-r 
du 0?2p(M, t—7) 0p (M, t—7) x 
a — @ (T) ne dt—o(t—r) JT a 


33* 
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On obtient des expressions analogues pour les dérivées secondes 
par rapport à y et à z. La dérivée seconde par rapport à t s'écrit: 


tr 
62 6p (M, t— ôp(M,t— 
ET — { © (t) EL 0 ra PTE D dt+œo(t—r) EE nee 
En portant cette expression dans (183) et puisque @ (M, t — *) est 
par hypothèse solution de l’équation (183), on obtient, tous calculs 
faits, 


260 Es t—T) r+ 0, 


ôp (M, t— ôp (M, t— 
<TÉ pp) 3 7) 2], =0 (185) 


Z 
Or, en vertu du théorème d’Euler sur les fonctions homogènes, on a 
(tome I, [V-1-4]) 


ô Lt ôp(M, t— op (M, t— 


On s’assure par la substitution t — { — r que la relation (185) 
est réalisée et par suite la formule (184) donne bien une solution de 
l'équation (183). 

Cherchons maintenant une solution de l'équation (183) sous la 
forme spéciale 


ae t—T) 


up (+) Ya (6, p). (186) 


où Y, (6, y) est une fonction sphérique d'ordre n et 1 (x) la fonction 
inconnue. 


En coordonnées sphériques l'équation (183) s'écrit (tome II, 
{IV-2-131) 


du __ 1/4 f, ôu 1 
(r 


ô ; ou 1 ô?u 
"08 2 | ôr 7) + sin Ô 30 (sin0 5) +20 |: 
| (187) 


En portant (186) dans (187) et puisque Ÿ, (9, y) est solution de 
l'équation 

1 â 

sin 60 


: 8Yhn 1 @?Y 
(no) +0 ge tant) Y,=0, 


dE | ; t 
on est conduit à l'équation suivante pour (=) : 


w 


t 


env ()-nar0e(s), 
ou 


({— zx?) à" (x)+n(n+1) (x) =0 (138) 
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Pour trouver (x), on se rappellera que les polynômes de 
Legendre (tome IIL, [V-8]) satisfont l’équation 


[(1— 2?) Pa (2) +n(n+1) Pa (x) =0. 


Introduisons le polynôme de degré n +1 


x 


On (2 = J Pa (x) dr. (189) 


En intégrant les deux membres de l’équation précédente entre 
4 et x, on obtient 
(A— 22) Py (e) + (n +1) Qua (x) = 0, 
ou, en vertu de (189), 
(1 — 2°) Qu (e) + n (n + 1) Qu (x) = 0, 


et en comparant avec (188), on voit que la fonction 


u= Qu (+) Yan (6, 9) (190) 
est une solution de l'équation (183). En vertu de (189), on a 
Qn+1 (4) = 0, c’est-à-dire que la solution (190) est nulle pour r = £. 
Par ailleurs, il est évident que cette solution est une fonction homo- 
gène de degré O par rapport aux variables (x, y, z, t). Le lemme nous 
dit que la fonction 


t-r 


u (M, = Ya (8, 9) | © (1) Quu (+ 
0 





=.) dt (191) 


est aussi solution de l'équation (183) quelle que soit la fonction 
continue @ (t). 

Après ces considérations préliminaires, passons à la résolution 
d'un problème aux limites pour une condition aux limites spéciale. 
Supposons qu'on cherche en dehors de la sphère r — 1 une solution 
de l’équation (183) satisfaisant les conditions initiales homogènes 





use 0s 21.20 (192) 


ot [t=0 
et la condition aux limites 
u [ri = f (6) Ya (8, +), (193) 


où f (f) est une fonction donnée. On admet que cette fonction possède 
des") dérivées première et seconde continues et que 


f (0) = j" (0) = 0. (194) 
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Attardons-nous sur la formule (191). Si dans son second membre 
on substitue { + 1 à t, on obtient de nouveau une solution de l’équa- 
tion (183), puisque les coefficients de cette équation ne dépendent 
pas de £. Cherchons la solution du problème aux limites posé sous 
la forme 

t+ 


Ya (8, 9) f @ (T) Qui (ET) à, tr 1, 
Ü 


r 


(195) 
0, tSr—1, 


où & (t) est la fonction inconnue, t > 0. La première condition 
(192) résulte immédiatement de (195). En dérivant (195) par rapport 
à t pour r — À et en faisant ensuite { — 0, on obtient la deuxième 
condition (192), puisque @,+, (1) = 0. La condition aux limites 
(193) nous donne l’équation intégrale suivante pour © (t): 


t 
fout Quai (+ 1—T) dr = f (t). 
0 


Cette équation est une équation de Volterra de première espèce. 
En la dérivant terme à terme on obtient l'équation 


t 


[ot Ph(t+1—7)dr=f'(#), 


() 


qui, en vertu de (194), est équivalente à la précédente. Une nouvelle 
dérivation nous donne en vertu de (194) l'équation de deuxième 
espèce équivalente: 

1 


o (t)+ | ©(t) P, (t+1—7+) dr = f"(t). 


Les noyaux des équations écrites ne dépendent que de la diffé- 
rence { — Tt, et en appliquant la méthode développée au (tome IV;, 
[1-53]) on obtient une solution de la forme 

| t 
(= f" (DT H(G—2)f" (2 d2, 
Ù 
où À (z) est la somme des résidus de la fonction 
: — sn 
——————_—_————…—…——…—— mme (2 
sn sn-iP" (1)+s0-2P% (1)+...+ PU (1) 
par rapport à ses pôles. 


La condition aux limites (493) entre en jeu à partir de l’instant 
t — 0. Avant cet instant c’est le repos. Le front d'onde se propagera 
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à une vitesse égale à 1. En dehors de la sphère centrée en l’origine 
et de rayon t + 1, on aura le repos à l'instant £{ en vertu de (195). Les 
dérivées secondes peuvent être affectées d’une discontinuité sur le 
front d'onde. Signalons que toute condition aux limites continue 
peut être approchée en moyenne sur la sphère par des conditions aux 
limites de la forme (193). Ceci résulte de la fermeture des fonctions 
sphériques. La méthode indiquée ci-dessus est valable dans le plan 
pour l'extérieur d’un disque (V. Smirnov, DAN SSSR, 1937, 
14, n° 1). Le 


I1-3-18. Vibrations de l’intérieur de la sphère. Cherchons main- 
tenant la solution de l’équation (183) qui satisfait les conditions 
(192) et (193) pour l’intérieur de la sphère. Si n > 1, alors il est 
immédiat que Q,:. (x) est de même parité que nr + 1 et la solution 
(191) peut être mise sous la forme 


tr 


MM, D=Yn (6, p [or (D On (EE) dr (196) 


r 
0 





En remplaçant t par t— 1, on obtient une solution de la forme 
t+r-1 


u(M,t)= YA (0, +) | D (T) Ont (Et 


r 


| dx, (197) 
û 


où &@3 (t) — 0 pour t 0. Cette solution décrit une onde qui se 
déplace de la frontière vers l’intérieur de la sphère. Cette solution 
cesse d’être finie pour { => 1 au centre de la sphère, c’est-à-dire pour 
r = 0. Pour t = 1, l’onde correspondante atteint le centre de la 
sphère et il faut alors ajouter à la solution correspondante la solution 
(196) dans laquelle on aura remplacé { par t — 1 et dûment choisi 
&@1 (t). Ceci nous conduit à une solution de la forme 


‘t-1tr 


UM, D = Ya (6, 9) | @3(9 Quu (EEE) dr, (198) 


tir 


où æ(t) = 0 pour t <0. Entre les limites d'intégration on a 
—r<T+1—t<r, et la solution (198) reste finie même pour 
r = 0. Pour imposer des conditions moins astreignantes aux dérivées 
de la fonction f ({) qui figure dans la condition aux limites (193), on 
prendra pour solution fondamentale la solution déduite à partir de 
{198) par une dérivation par rapport à £. Comme Q, ;, (+1) = 0 pour 
n > 1, on obtient la solution 


u (M, à) = Ya (8, ®) a (r à), (199) 
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où 
; t—1+7 14 
—t 
— o (t) P TE) 4x pour t>1—r, 
Pr (r; »-À É *. 1 È 
0 pour {<1—r 


(200) 


et © (t) = 0 pour t < 0. De cette expression, il s'ensuit comme ax 
[11-3-17] que la condition (192) est satisfaite pour tout w (rt). Il es. 
immédiat de vérifier que les formules (199) et (200) donnent la 
solution de l'équation (183) pour x — 0 aussi, pourvu que © (T° 
possède une dérivée continue. Signalons que la fonction (198) n’es 
pas solution de l’équation (183) pour nr = 0. 
La condition aux limites (193) nous conduit à l’équation suivant: 
t 
| o(t) Ph(T+1— 5) di=f(t). (201 
+72 
Supposons que f (f) admet une dérivée continue et f (0) = jf’ (0) = 0. 
En dérivant l'équation (201) par rapport à t, on trouve 
@ (1) +(—1)#o (t—2) — 
t 
= | o(T)P,(t+1—t)di=f(t) (n>1) (202 
“2 
et pour nr = 0 
Jo (#) — © (€ — 2) = f'(t). (202;; 


L’équation (202,) nous permet de construire & (t) par la méthode 
des approximations successives. Déterminons d’abord @ (t) dans 
l'intervalle [0, 2] à partir de l’équation de Volterra: 


t 
oo (t)— Î o(t) Ph (t+1—5t) di=f" (à), 
ù 


ensuite © (t) dans l'intervalle ]2, 4] à partir de l'équation 


t 
o(t)— | o(t) P, (T+1—t)d= 
2 


2 
=f" (+ (00 (6—2)+ À o (HP (+10 dr. 
0 


dont le second membre est connu, et ainsi de suite. Portons la fonctio: 
@ (t) trouvée dans le second membre de (200). 
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Utilisons la transformation unilatérale de Laplace pour résoudre 
l'équation (202,). Esquissons cette méthode. La formule définitive 
sera établie plus bas par une autre méthode. 

Dans l'équation (202), représentons l'intégrale par une somme 
de deux intégrales avec des bornes inférieures nulles, multiplions 
le deux membres par e “, où s = ©, + oi et 6, >> 0 est un nombre 

aSsez grand et intégrons sur t entre O et œ. Posons 


00 Co 


se Q(s)= feo(s) dt, F(s= (etf() dt; (203) 
( : ; 


Je. 
uilisons le théorème de convolution (tome IV,, [I-52]) et les 
tygamules 


: De 
( ter, (—t) dt= V + TSH | (— is), 
: . S nt 


oc 


| 
L ; x iL(2n-1) (2) : 
fe P,(—1—dt=(—1 y Let eH® 4 (—is). 
Ô 2 


(204) 


Ces formules se déduisent sans peine par une intégration direct 
des premiers membres. Cette méthode nous conduit à l'équation 
suivante pour Q (s): 
(. 

ST (2n+1) . 
Ver (9027 (9. 
Ë nt 


ë 
La transformation réciproque de Laplace nous donne 


T 
iT{2n+i) otio 
et y eee. 
= 2ni 2n J (— is) 


O—1i00 ++ 


ds. (205) 


Le nombre réel 0, est pris assez grand pour que tous les points sin- 
guliers de la fonction F (s) soient situés à gauche de la droite d’in 
éération: 

La justification de la possibilité d’ appliquer les transformations 
directe et réciproque de Laplace est facilitée par le fait qu’on a déjà 
établi l'existence de « (f) par la méthode des approximations suc- 
cessives et qu'on peut majorer cette fonction pour de grands é en 

posant certaines conditions à f’ (f) pour de grands t. En portant 
:’expression (205) dans (200), en permutant l’ordre d'intégration et 


84—01017 
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en utilisant la relation facilement démontrable 


1 _n ic (— ip) 

| xp (x)dr=Vone UT, (206) 

CA VP 
on obtient 

Sie RE 
2 2 st = 
Pn (7, Vo. h D F En F(s)e* ds (n=0,1,2,...). 
100 n CI 


(207) 


Indiquons un moyen plus rapide pour établir la formule (207). En 
portant (199) dans (183) et en se servant de l'équation pour Ÿ, (6, œ)}, 
on obtient l'équation suivante pour œ, (r, t): 





6? 6? 2 4 n(n+1 
= Se + ER ED op. (208) 


À cette équaiton il faut adjoindre les conditions 


Pn |t=0 = nu .- = 0 (209) 


Pr lr=1 = f (6). (210) 


En bon les deux membres de l'équation (208) par e-t, 
en intégrant sur # entre O et et en tenant compte de la condition 
(209), on obtient pour la fonction 


Xn (r,5)= À en (rs t) dé (241) 
0 . 
l'équation 


Xn ser dXn (—-2-"7) X,=0. (212) 


"dr 
La nrmaton de _… appliquée à (210) nous donne 


n 1 = F (s). (213) 


La fonction X, (r, s) doit de plus être finie pour r = 0. L’équation 
(212) se ramène à une équation de Bessel et en se servant de (213) 
et du fait que X, est finie pour r = 0, on trouve 


J  , (—irs) 
X, (r SR RE ER 
RS 1) ù 
Ar 
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La transformation réciproque de (211) nous conduit ensuite à la 
formule (207). 

Les conditions qu'il faut imposer à f (t) pour justifier l’applica- 
tion de la transformation de Laplace et de la formule (207) figurent 
dans le travail de G. Petrachene, Problèmes dynamiques de la 
théorie de l’élasticité pour une sphère isotrope. Utch. Zap. LGU, ser. 
matem. naouk, 1950, n° 21. L’exposé de ce numéro et du suivant 


LA x 


est emprunté à ce travail. 


I1-3-19. Discussion de la solution. Etudions la solution 


sie 4 (irs) 
2 AS 
à (To d) == ——— RE ——— F $ est ds. 214 
Pa (rs à) TA “ 1 (is) (5) (50 


2 


On admettra pour fixer les idées que la fonction f (1) == 0 seulement sur un inter- 
valle fini [0, 7], possède des dérivées première et seconde continues et 


1@=f#(0=j(T)=f(T) = 0. 
Sous ces conditions, une double intégration par parties nous donne 
T T 


Fe esta | est (ar. (215) 
0 0 


On admettra que la fonction F (s) est de la forme 

F(s) = Fi (s) + Fo (s) e”sT, (216) 
où F, (s) et F, (s) sont des fractions rationnelles dont le degré du dénominateur 
est de deux unités au moins supérieur à celui du numérateur. Il est immédiat de 
vérifier que la fonction F (s) jouira de cette propriété par exemple dans les deux 
cas suivants: 


LO=P (T1; fO=sm TR, 1€[0, TI. 
On voit sur la formule (215) que F (s) est une fonction entière. 
La fonction J»+1/2 (—is) possède des zéros imaginaires que l’on désignera 
par ki (s — 1, 2, 3, ...), où k, sont les zéros de l'équation J,4:,/2 (x) = Q 
(tome IIl,, [VI-2-3)). 
Utilisons la formule 


1 
J , (= l.. y G)+4®, (zi ] 
n#T Girs Fra 


et les expressions suivantes des fonctions de Hankel: 
{ 1 î (z Au - _. 

oo (ee TP Tiee ft) 
0 (£) < + (=) |, 


(217) 





34* 
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où @, (z-*) et q. (271) sont des polynômes de z-1 sans terme constant (tome III, 
[VI-2-26]). En faisant z — —is, on s'assure immédiatement qu’en tous les points 
des droites d'intégration, pour © assez grands, le module du rapport 


HG) , (—is) 
n+— 


2 
HU) , (—is) 
Lis 


est < à un nombre << 1. Ceci nous permet d'écrire 
J  , (—irs) HO 4 (—irs) 7 H® 1 (— irs) [P 





à à (—1)P. RE Lo = 
TJ ,(—is HO), (—is) = HO), (—is) 
nt n+ Lace) LAeS À 
H@) ,(—irs) L 7 H@, (—irs) |? 
FRE: D (—1} OR 
HO), (—is) HO, (—is) 
nt Ps nr 


En portant ceci dans la formule (214) et en intégrant la série terme à terme, 
on ; trouve 


H() (—irs) 7 4@) 1 (—irs) |P 











1 < (— 1)? FR nt nt 
jte S — 2 2 st 
Pn (r, ) YT VA 2ni | Hi) (— is) HU) (— is) F(s)e ds + 
| 2 = 2 En 
co dico À 4 (—irs)| HO 4 (—irs) 1? 
à 4 » (— 1)? | nt a+ F (s) est d (218) 
ne = C2 ns DRE NEUTRE SRE SE 2 ED Se 
VT EH ais HO (is) 
p=0 O—ioo nt nt 


— 


Montrons qu’au second membre, le nombre de termes est fini et croît avec t. 
Considérons par exemple les termes de la première somme. Les formules (217) 
nous permettent d'écrire les intégrales de cette somme sous la forme 


oO +100 
| F(s[4+0O(2p)}e Lt-CP+1)+r) ds. (219) 


O—ico 


Supposons que p est assez grand pour que 
t— (2p+1)+r<0, (220) 


Traçons à droite de la droite d'intégration un demi-cercle C de centre © et de rayon 
R assez grand. La formule (216) pour F (s) et les propriétés de F, (s) et F, (s) nous 
permettent d'affirmer que sous les conditions (220), l'intégrale (219) étendue 
à C tend vers 0 lorsque À —+ co. 

Par ailleurs, l'intégrale étendue au contour formé par € et le segment 
]—2, R] de la droite d'intégration de l'intégrale (219) est nulle, puisque la 
fonction à intégrer ne présente aucun point singulier à l’intérieur de ce contour. 
De là il s'ensuit que l'intégrale (219) est nulle sous les conditions (220). De façon 
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analogue, les termes de la deuxième somme du second membre de (218) sont 


puis si 
t— (2p+1)—r<0. (221) 


Les termes restants décrivent des ondes sphériques qui ont été réfléchies une ou 
plusieurs fois par la sphère r — 1. La première des formules (204) nous permet 
de démontrer sans peine que la fonction à intégrer des intégrales du second 
membre de (218) possède un nombre fini de points singuliers situés à une distance 
finie, qui sont les zéros de l’équation 


2 — PA (A) +... + (—1)9 PU (4) = 0, 


et que l'intégrale est la somme des résidus relatifs à ces pôles, c’est-à-dire que 
ces intégrales s'expriment par des fonctions élémentaires. 

L'utilisation de la méthode (214) nous conduit donc à la méthode de d’Alem- 
bert de résolution du problème des vibrations d’une sphère avec la condition aux 
limites (193). 

Indiquons maintenant une autre transformation de la formule (214) qui 
nous conduit à la méthode de Fourier ou, plus exactement, au développement de 
la solution en série suivant les vibrations propres de la sphère. Portons dans la 
formule (214) l'expression (216) pour F (s). 

La substitution de Fse-sT fera apparaître le facteur e-s(t-T) dans la fonction 
à Er et comme plus haut on peut montrer que l'intégrale correspondante 
s’annule pour t << 7, c'est-à-dire qu’on a 


g+io % 4 (— irs) 
£ n+ 


1" HA 
En (rs = —— | Pt (222) 
J — is 

v Tr 2ni de PR is) 


2 


On démontre que cette intégrale est égale à la somme des résidus de son intégrant 
et sous réserve que les pôles de F, (s) sont distincts des zéros de Jh+172 (—is) 
(absence de résonance) on trouve 


; J 1 Gp) 
me 
On (DV 0,02 D SES, (29 


p—=1 nr 


où A (r, t) représente la somme des résidus relatifs aux pôles de F;(s) et 
Fa (kpi)= Ape ®p. 


On démontre que sous les conditions imposées à F, (s) la série converge unifor- 
mément en t et r. Cette série est la superposition des vibrations propres du systè- 
me. De là il s'ensuit que le terme Ÿ, (r, t) qui peut être représenté par une somme 
finie de termes est solution de l'équation (183) avec la condition aux limites 
(193). Si un pôle de F, (s) est confondu avec un zéro de J,+1/2 (—is), on verra 
apparaître au second membre de (223) un terme résonnant qui est le produit de t 
par une fonction trigonométrique. | 
Si t > T, on obtient seulement une série suivant les vibrations propres, 
puisque F (s) est une fonction entière et l’on peut appliquer le lemme de Jordan 
(tome IIT,, [TII-5]) pour un système de demi-cercles centrés en 6, et une fonction 
à intégrer qui contient la fonction F (s) toutentière. Sit < T, nous ne possédons 
pas de majorations requises pour la fonction à intégrer le long des demi-cercles 
mentionnés. Si le second membre n’est composé que de la série suivant les fonc- 
tions propres, c’est que la condition aux limites ne comporte pas de force exté- 
rieure. A, 
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I1-3-20. Problème aux limites pour l’équation des télégraphistes. Pour ré- 
soudre les problèmes aux limites pour des équations elliptiques et paraboliques 
-on s’est servi de la théorie du potentiel en se basant sur une solution singulière 
de l’équation étudiée. L'usage de cette méthode pour les équations hyperboliques 
pose des problèmes. L’idée fondamentale de cette méthode permet seulement 
dans le cas unidimensionnel de ramener le problème aux limites à une équation 
intégrale de Volterra. 

Considérons l’équation (tome II, [VII-2-5]) 


ô?u g?u e 
me env 9) 
pour x € [0, {] avec les conditions initiales 

u |ÿ=o = uÿ |5=0 = 0 (225) 
et les conditions aux limites 


U |x=0 = Of);  u [x=y = © (1). (226) 


Signalons que les conditions initiales peuvent toujours être ramenées à des 
conditions homogènes à l’aide de la solution du problème pour un intervalle 
illimité (tome II, [VII-2-5]) comme on l’a fait pour l'équation de la chaleur dans 
{11-3-2]. En introduisant comme au (tome II, [VII-2-5]) la fonction J (z) = 
— J, (iz), on s'assure sans peine que la fonction I (c Vi? — x?) est solution 
de l'équation (224). Cette solution sera prise pour solution fondamentale. 

En plaçant aux bornes de l’intervalle [0, !] les sources continues correspon- 
dant à cette solution, on obtient, ce qu’on vérifie immédiatement, les solutions 
suivantes de l’équation (224): 





t—x 
| (0 1 (e y ET) dr 
0 


et 
t—(1—x) 
pt) (cy/(t—7)?— 3x5) dx, 


(4 


Ô 


où les fonctions q (t) et  (t) sont supposées dérivables. En dérivant ces fonctions 
par rapport à x, on obtient de nouvelles solutions. On cherchera la solution du 
problème (224), (225), (226) sous la forme 


tx 
u= | (x) (ce y (—T)2— x) dt + 
0 


t—(l—-x) 


Fe | PI (eyG—T— (Th) dt, (227) 
Ô 


en admettant que q(t)—=#(t)=0 pour t <0. 
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La formule (227) peut être mise sous la forme 


ezl'(cy (t—7T}?— x?) 


a ——— d 
Vers 07 


tx 
u=—qu—2— | pr 
0 


ah tie mt, 


ne. (228) 


tyettot [oO EE) x, 


v(t—T— (1-2) 


On rappelle que 





Ia >, a 5)". 


L’équation (224) avec les conditions initiales (225) admet une solution quelles 
que soient œ (t) et 1 (x). Les conditions aux limites (226) nous conduisent au 
système d’équations suivant pour  (t) et  (t): 


t-1 
, LIL 72 
pr) + pt) + | Fe AMEN Te 
| : y (GT?) —û? 
(229) 

| Fe cll' (ec y (t—1— 2) 
| —p(t—1) +vp(t)— | PS nes - 0 oi) 

0 


On admet que les fonctions w,(t) et œ,(t) sont continûment dérivables. 
Supposons que 


D ()— op (t)= qu t) 5 (Et) + p(t) = Yi (t). 


En ajoutant et en retranchant membre à membre les équations (229), on obtient 
les équations suivantes séparément pour @, (t) et 1 (f): 


( t-1 | — — 
qu (6) + Qi (0) + el | + em) 
| ) VA 
À : = O1 (t) + [Or (£), (230) 
t— 
_ - l'CyE—T—-RE) 
| Pa (#) a (D) + el | to D = 
( — @ ({) — ©, (t), 


où P1(T)=Ÿÿ1(T)=0 pour t <0. 
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Ces équations nous permettent de déterminer @, (t) et 1, (#) par la méthode 
des approximations successives sur les intervalles [0, !], [!, 27], etc. On a 


Pit) = 1 (#4) +o(t) ; Wi(t)=@{(t)—-m(t) pour t€[0,1]; 
( Pi SNS ONE (t—1)— 

l'y GTA) 

VER 
À V1 G)= 0, (t)— 0 (+) + 1 (t— 0) + (231) 
l'y UT) 

v(t— = 

pour tE€[Z, 21], 


afat 


t-1 
+et [oi (0 
0 


etc. 


On peut encore se servir de la transformation de Laplace pour résoudre les 
équations intégrales. 

Les matériaux de ce numéro ont été empruntés à un travail non publié de 
D. Dobrotine. 
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